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Definierbare Aquivalenzrelationen

Wir betrachten Aquivalenzrelationen auf der
Menge R der reellen Zahlen.

E C R? ist eine Aquivalenzrelation gdw. fiir alle
reellen Zahlen z, y, z gilt:

o xzEzx

e rEFy= yEx und

o rhyANybz= xk-z.

Wie kompliziert kdnnen derartige Aquivalenz-

relationen sein? Z.B.: wie viele Aquivalenzklas-
sen [z]p = {ylyEx} kann es geben?



Jede Aquivalenzrelation auf R besitzt minde-
stens eine und hdchstens 280 (d.h. reell viele)
Aquivalenzklassen.

Mit Hilfe des Auswahlaxioms konstruiert man
sehr leicht fiir jedes k mit 1 < & < 280 ej-
ne Aquivalenzrelation mit genau x Aquivalenz-
klassen: Wahle f: x — R injektiv, setze xFEy
gdw. x =y oder x, y ¢ ran(f | {a|a > 0}).

Wir betrachten daher definierbare Aquivalenz-
relationen.



Ein beruhmtes Beispiel:

Die Vitali-Aquivalenzrelation: xEqy < y — x €

Q.
Theorem (Pythagoraer, 500 v.u.Z.?). Ej

besitzt mindestens zwei verschiedene Aquiva—
lenzklassen.

Eq besitzt in der Tat 280 Aquivalenzklassen.

Ahnliches gilt, wie wir gleich sehen werden, fir
viele definierbare Aquivalenzrelationen.



Georg Cantor hatte eine ahnliche Frage in Be-
zug auf bloBe Mengen reeller Zahlen gestellt:

Wie groBB konnen definierbare Mengen reeller
Zahlen sein?

Die Antworten, die es auf Cantors Frage gibt,
konnen mit Hilfe der klassischen Deskripti-
ven Mengenlehre gewonnen werden.

Klassische Deskriptive Mengenlehre:
Determiniertheit 4+ groBe Kardinalzahlen.



Fur die Frage nach der moglichen Zahl von
Aquivalenzklassen definierbarer Aquivalenzre-
lationen ist die klassische Deskriptive Mengen-
lehre nicht ausreichend. Wir benotigen hier die
moderne Deskriptive Mengenlehre, die die
Methoden der Inneren Modelltheorie zu Hilfe
nimmt.

Moderne Deskriptive Mengenlehre:
Determiniertheit + groBe Kardinalzahlen +
T heorie der Inneren Modelle.



Die Deskriptive Mengenlehre studiert Eigen-
schaften definierbarer Teilmengen des R", wo-
bei “definierbar’ bedeutet:

e Borel

e analytisch/koanalytisch

e projektiv

e Souslin/universell Bairesch

Aquivalenzrelationen kdnnen als Teilmengen des
R2 in diesem Sinne definierbar sein.



Die Aquivalenzrelation E heiBt Borel gdw. E
als Teilmenge des R? eine Borelmenge ist.

Empirische Beobachtung: Jede Borel-Aquiva-
lenzrelation besitzt entweder hochstens abzahl-
bar viele oder 2% Aquivalenzklassen.

Beispiele:

Theorem (Feldman-Moore). Sei FE eine Borel-
Aquivalenzrelation, fur die jedes [z] g hOchstens
abzahlbar ist. Dann existiert eine abzahlbare
Polnische Gruppe G, die auf R agiert, so dal3
E die durch G auf R induzierte Orbit-Aquiva-
lenzrelation ist.



Eine fundamentale Einsicht ist nhun das nach-
folgende allgemeine Dichotomie-Resultat:

Theorem (Silver; 1980). Sei E eine Borel-
Aquivalenzrelation. Dann gilt entweder:

e F hat hdochstens abzihlbar viele Aquivalenz-
klassen, oder

e cs gibt eine perfekte Menge P C R mit [z]g #
[yl fur alle x, y € P, x # y.



P C R heiBt perfekt gdw.

P #£ 0,

P ist abgeschlossen, und

P besitzt keine isolierten Punkte.

Jede perfekte Menge reeller Zahlen ist gleich-
machtig mit R.

Theorem (Hausdorff und Aleksandrov; 1914).
Jede uberabzahlbare Borel-Menge enthalt eine
perfekte Teilmenge.



Nach obigem Satz von Silver gilt also: Sei FE
eine Borel-Aquivalenzrelation. Dann besitzt E
entweder hochstens abzihlbar viele oder 2Xo
Aquivalenzklassen.

E ist also entweder ‘“sehr einfach’” oder ‘sehr
kompliziert” .

Nach dem Satz von Hausdorff und Aleksandrov
gilt: Sei A C R Borel. Dann ist A entweder
hochstens abzihlbar oder besitzt 2% Elemen-
te.



A C RF heiBt analytisch (oder gi) gdw. A

Projektion einer Borelmenge B C RFt1 jst,
d.h. wenn

e As Jy(d,y) € B.

A ist analytisch gdw. A = f(D) fiir eine Borel-
menge D und eine stetige Funktion f ist.

A C RF heiBt koanalytisch (oder I;Ii) gdw. das
Komplement von A eine analytische Menge ist.

Borel = > nn! wobei Borel c 1 nt.
~1  ~1 £ ~1' ~1



Theorem (Silver; 1980). Sei E C R? eine ko-
analytische Aquivalenzrelation. Dann gilt ent-
weder:

e F hat hochstens abziahlbar viele Aquivalenz-
klassen, oder

e &S gibt eine perfekte Menge von paarweise
E-inaquivalenten reellen Zahlen.

Theorem (Souslin; 1917). Sei A C R analy-
tisch. Dann ist A entweder hochstens abzahlbar
oder enthalt eine perfekte Teilmenge.

Wir werden spater sehen, WARUM diese Aus-
sagen richtig sind.



Wie steht es mit analytischen Aquivalenzrela-
tionen bzw. mit koanalytischen Mengen?

Sei zFy gdw. entweder: weder x noch y ko-
diert eine (abzahlbare) Wohlordnung, oder: es
existiert ein Isomorphismus zwischen den Ord-
nungen, die durch x und y kodiert werden.

e I ist analytisch, und

e E£ hat Ny Aquivalenzklassen.

e Jedes perfekte P C R enthalt zwei E-aquiva-
lente reelle Zahlen.



Theorem (Burgess; 1978). Sei E C R? eine
analytische Aquivalenzrelation Dann gilt:

e I/ hat hochstens Ny Aquivalenzklassen, oder
e &S gibt eine perfekte Menge von paarweise
E-inaquivalenten Zahlen.

Komplementar dazu:

Theorem (Sierpinski; 1925). Jede koanaly-
tische Menge reeller Zahlen mit mehr als N;
Elementen besitzt eine perfekte Teilmenge.



Wir wollen endlich E dunn nennen gdw. es kein
perfektes P C R gibt, so daB [z]g # [y]g fur
alle z, y € P, x #+ y.

Die Verallgemeinerung des T heorems von Bur-
gess lautet:

Theorem (Harrington, Shelah; 1980). (V <51
~3
VP fiir P = Cohen forcing.) Sei E C R? ei-

ne dunne I:JI; Aquivalenzrelation. Dann hat E
hochstens Ry Aquivalenzklassen.

Was ist das Muster?



Projektive Mengen

A C Rk heiBt Zl—l—l gdw. A Projektion einer Nt
~n ~n
Menge B C RFT1 jst.

A C R* heiBt I‘Il+1 gdw. das Komplement von
~n
Al st
~n+1
A C RF heiBt Al gdw. A sowohl X1 als auch
Nn Y

n
Mt ist.
~n

oAl nteal
~n£~n Nn;é’\“n—|—1

Projektiv =J, > =, NL.
~n ~n



Unsere Frage ist jetzt also:

Sei E eine diinne projektive Aquivalenzrelation.
Wieviele Aquivalenzklassen kann E haben?

(Man kann zeigen, daB es projektive Aquiva-
lenzrelationen mit No und mehr Aquivalenzklas-
sen geben kann, siehe unten!)

Die Variante dieser Frage fur Mengen reeller
Zahlen lautet: gibt es definierbare Gegenbei-
spiele zur Kontinuumshypothese?

Wir mussen, wie wir sehen werden, starke AXio-
me heranziehen, um diese Fragen anzugehen!



k Souslinsche Mengen

Eine Menge A C R heiBt x Souslin gdw. es
einen Baum auf N x k gibt, so daB A = p|[T],
d.h.

rcAsIfecNevn(xn, fIn)eT.

A C R ist Xg Souslin gdw. A analytisch ist.

Jede koanalytische, sogar jede gé Menge A C
R ist Ny Souslin.

(Jedes A C R ist trivial 2% Souslin.)



Die folgende Aussage erklart die Resultate, die
wir bislang gesehen haben.

Eine Aquivalenzrelation E C R?2 heiBt ko-x Sous-
lin gdw. R?\ E x Souslin ist.

Theorem (Harringon, Shelah; 1980). Sei
E C R? eine diinne ko-« Souslin Aquivalenzre-
lation. Sei zusatzlich E immer noch eine Aqui-
valenzrelation in V¥, wobei P = Cohen forcing.
Dann hat E hodchstens « Aquivalenzklassen.



Komplementar dazu:

Theorem (Mansfield; 1970). Sei A C R &
Souslin. Wenn A mehr als x Elemente besitzt,
dann hat A eine perfekte Teilmenge.

Um die optimalen Resultate zu erzielen, mussen
wir zu gegebener definierbarer Aquivalenzrela-
tion E das kleineste k bestimmen, so dalB FE &k

Souslin ist.

Wir benotigen hierfur die moderne Deskriptive
Mengenlehre.



ZFC

ZFC (Zermelo-Fraenkel mit Auswahl) ist die
Standardaxiomatisierung der Mengenlehre.

Axiome von Z: Extensionalitat, Fundierung,
Paarmenge, Vereinigungsmenge, Potenzmen-
ge, Unendlichkeit, Aussonderung.

Axiome von ZF: Z 4+ Ersetzung.

Axiome von ZFC: ZF 4+ Auswahlaxiom.



Projektive Determiniertheit

Sei A C [0, 1].

Gale/Stewart (1953): Betrachte das folgende
Spiel, G(A):

I |ig 00
1| i i3

in €{0,1}. D.h. Yoo 5287 € [0, 1].

I gewinnt. gdw. >, -~ 2n+1 € A, ansonsten ge-
winnt I1.

G(A) (oder auch A selbst) heiBt determiniert
gdw. entweder I oder Il eine Gewinnstratgie
hat.



Theorem (Martin; 1970). Jede Borel-Menge
ist determiniert.

Sei ' eine hinreichend abgeschlossene Klasse
von Mengen reeller Zahlen. Wenn dann A de-
terminiert ist fur jedes A € [, dann qilt:

Theorem (Mycielski-Swierczkowski; 1964).
Wenn A €[, dann ist A Lebesgue-mefl3bar.

Theorem (Mazur; 1937). Wenn A € I, dann
hat A die Bairesche Eigenschaft.

Theorem (Davis; 1964). Wenn A € " uber-
abzahlbar ist, dann hat A eine perfekte Teil-
menge.



Die Determiniertheit der Menge A C R? liefert
den tieferen Grund dafur, warum IR A entwe-
der hochstens abzahlbar ist oder eine perfekte
Teilmenge enthalt.

Projektive Determiniertheit (PD) ist die Aus-
sage, dal3 jede projektive Menge reeller Zahlen
determiniert ist.

Aufgrund des Satzes von Davis gibt es also
(unter PD) keine projektiven A C R, deren
Machtigkeit zwischen der von N und der von
R liegt. Es gibt also keine projektiven Gegen-
beispiele zur Kontinuumshypothese.



Fiir Aquivalenzrelationen gilt analoges nicht !

D.h., auch unter PD kann es projektive Aquiva-
lenzrelationen E geben, so daB R/E von einer
Machtigkeit zwischen N und R ist.

Nicht zuletzt darum sind Aquivalenzrelationen
interessanter als bloBe Mengen reeller Zahlen.

Tatsache ist nun, dalB Projektive Determiniert-
heit die Konsistenz sehr groBer Kardinalzahlen
impliziert. Umgekehrt beweisen groBe Kardi-
nalzahlen PD.



GroBe Kardinalzahlen

Eine Kardinalzahl  heiBt groB, wenn die EXi-
stenz von k nicht in ZFC bewiesen werden
kann.

Beispiele:

Unerreichbar < Mahlo < schwach kompakt <
unbeschreibbar < 0% < meBbar < meBbar mit
hoher Mitchell-Ordnung < stark < Woodin <
nicht zahm < nicht domestiziert < Shelah <
superkompakt < riesig

Theorem (Martin-Steel; 1985). Die Existenz
unendlich vieler Woodin-Kardinalzahlen impli-
ziert PD.



® und él

n

Man definiert
© =sup{a|/df: R sur- at.
Es ist leicht zu sehen, daB © = (280)t.

Interessanter sind “lokale Versionen” von ©:

Fur n € N sei
51 = sup{al3f: R o, f e AL}
~n ~n
(Hierbei bedeutet f € Al, daB der Graph von
~n
f eine Al Menge im R? ist.)
~n

Es gilt



Keine der Zahlen gl fur n > 1 mubB eine Kar-
dinalzahl sein. "

Aus der Kontinuumhypothese folgt

Ny =dl<sl<ilc. .. @=Ny.
~1 R A3

Auf der anderen Seite hat Woodin 1990 be-
wiesen, daB éé — N5 aus natiirlichen Axiomen
folgt.

61 > W, fiir ein n > 1 liefert ein definierba-
~n

res Gegenbeispiel zur Kontinuumshypothese in
einem anderen als dem Cantorschen Sinne!



Theorem (Kechris, Moschovakis; 1970). Es
gelte Projektive Determiniertheit.

Sei A C R” eine gi Menge. Dann gilt:

e Fiir ungerades n ist A kK Souslin fur ein Kk < gl,
und "
o fiir gerades n ist A §1  Souslin.

n—1

Derartige “Periodizitaten” sind uberall in der
Deskriptiven Mengenlehre anzutreffen.



Korollar. Es gelte Projektive Determiniertheit.

Sei E C R? eine diinne N! Aquivalenzrelation.
~n

Fir ungerades n hat dann E weniger als §1

mn
Aquivalenzklassen. (I.e. Card(R/E) < §1.)
~n
Fir gerades n hat dann E hochstens §1 . Aqui-

n_

valenzklassen. (I.e., Card(R/E) < 6! )
9



Dieses Korollar, das mit Mitteln der klassischen
Deskriptiven Mengenlehre gezeigt wird, erklart
lediglich fast alle Tatsachen bzgl. projektiver
Aquivalenzrelationen, nicht aber die folgende.

Theorem (Kechris; 1978). Es gelte Projek-
tive Determiniertheit.
Sei E C R? eine diinne g; Aquivalenzrelation.

Dann hat E hodchstens Ry Aquivalenzklassen.

Greg Hjorth zeigte dies 1997 mit Hilfe iterier-
pbarer Innerer Modelle mit Woodin-Kardinalzah-
len. Dieser Ansatz fuhrt zu optimalen Resulta-
ten bzgl. dunner Z}l Aquivalenzrelationen fiir
gerades n.



Der Satz von Kechris findet dann die folgende
Verallgemeinerung.

Theorem (Sch; 2005). Sei E C R? eine diinne

> 1 Aquivalenzrelation, wobei n gerade ist. Dann
~n

ist £ auch M. Insbesondere hat E hochstens
~n

51 ) Aquivalenzklassen.
~n—

Das Muster ist also wie folgt.

Komplexitat der diinnen Aquivalenzrelation E

Nt >1 Nt >1
~2n+1 ~2n+1 ~2n—+42 ~2n—+2

< &1 < o1 < o1 < o1
~2n+1 — ~2n4+1 — ~2n+4+1 T ~2n-+1

Kardinalitat von R/E



Diese Resultate sind optimal.

Sei p: U — §1 eine Nt Norm mit asso-
~2n—+1 ~2n—+1
ziierter PWO <. Sei x <* y gdw. y ¢ U oder

(reUAz<wy). Dannist <* 1 |
~2n+1

Sei zEy gdw. z <* y Ay <* z. E ist dann eine

(diinne!) =1 Aquivalenzrelation mit genau
) ~2n—+1

0

Aquivalenzklassen.
~2n—+1

Wir wollen nun einen Blick auf den Beweis des
letzten T heorems werfen.



Innere Modelle

Lo[X] — @

L,4+1[X] = die Menge aller Uber Lo[X] mit
Hilfe von Parametern aus L,[X] definierbaren
Teilmengen von Ly[X], wobei X als Pradikat
zur Verfugung steht

Ly[X] = Ug<r LalX] fur Limeszahlen A
L[X] = Uq LalX]

L = LI[Q] ist Godels “konstruktibles Univer-

sum .

Theorem (Godel; 1938). L ist Modell von
ZFC und erfiillt die (Allgemeine) Kontinuums-
hypothese.



Dies liefert das Beispiel einer dunnen éé Aqui-

valenzrelation, die unter Umstidnden X5 Aqui-
valenzklassen hat:

Setze zEy gdw. (w}) Tl = (WY) LW

Es gilt, daB E uy = gé Aquivalenzklassen hat:
us = No ist nach Woodins Resultat (siehe oben)
plausibel.



Die moderne Deskriptive Mengenlehre benotigt
iterierbare Innere Modelle mit Woodin-Kardi-
nalzahlen.

Diese sind von der Form L[E], wobei E eine
Folge von Externdern (partiellen “MaBen” ) ko-

diert.

Bereits die Konstruktion dieser Modelle ist sehr
schwierig.

M, = das minimale iterierbare Innere Modell
mit n Woodin-Zahlen.

Mg = L.



Der Beweis

Sei E eine diinne X} Aquivalenzrelation, wobei
n gerade ist.

Startpunkt: M = M,,_1, das kleinste iterierbare
innere Modell mit n—1 Woodin-Kardinalzahlen.
Sei § die kleinste Woodin-Kardinalzahl von M.
Sei n < d eine unerreichbare “lokale Woodin-
Kardinalzah!” in M.

Sei x € R. Wir kbnnen x generisch am Bild von
n Uber einem Iterat von M||a machen (wobei
a maximal ist mit M||a =7 ist Woodin). Der
springende Punkt ist: wenn z’ eine beliebige
andere reelle Zahl ist, die ebenfalls generisch
am Bild von 7 lber diesem Iterat ist (und einer
gewissen Bedingung unterliegt), dann ist ' Ex.
(Wir benutzen hier die Korrektheit von M und
die Tatsache, daBB E diinn ist.)



Wir konnen dann —(xEy) wie folgt formulieren.

Es gibt 2’Ex und y’Ey und es gibt ein Iterat
M* von M vermoge einer Iteration von M||ea,
die auf M||n lebt, so daB =’ @y’ generisch tber
M am Bild von 7 ist und M*[z,y] = —~(2'Ey’).

Aufgrund der Korrektheit von M und aufgrund
der Tatsache, daB der relevante Teil der Ite-
rationsstrategie von M eine I‘I}L_1 Menge ist,
wird dann —F eine 1 (m) Menge, wobei m das
Modell M kodiert.



Resumee:

Wir haben die mdglichen GroBen von R/E fur

projektive E mittels der Zahlen o1 charakteri-
~n

siert.

In ZFC lal3t sich aber lediglich
Ny =6l < sl <ol< .. <20
~1 ~~2 ~3
beweisen.

§° =Ry ist moglich.

Die Frage, ob §1 > X3 fiir ein n > 3 mdoglich ist,
ist eine der zentralen Fragen der gegenwarti-
gen Mengenlehre.



Testproblem:

Existiert eine diinne projektive Aquivalenzrela-
tion F auf R, so daB (beweisbar unter verniinf-
tigen Annahmen) E genau N3 Aquivalenzklas-
sen hat?



