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1 Einleitung

Die folgende Arbeit umfasst — bis auf Kapitel 5 — eine Ausarbeitung des
ersten Teils des Artikels “Topological Regularity and Second Order Arith-
metic” von M. Mollerfeld und P. Koepke.

Unser Ziel wird es sein, die Stéirke einiger topologischer Regularitétsaxio-
me genauer zu untersuchen. Dabei gehen wir nicht, wie in der Mengenlehre
sonst iiblich, von ZF'C, sondern von dem schwécheren Axiomensystem SO A
(Second Order Arithmetic) aus.

Topologische Regularitdtsaxiome sind Aussagen iiber Teilmengen reeller Zah-
len und gehoren somit zum Gebiet der deskriptiven Mengenlehre. SO A bie-
tet sich uns daher vor allem deswegen an, da es im Unterschied zu ZFC
keine mengentheoretischen Objekte, deren Kardinalitdten weit grofler als
die des Kontinuums sind und welche damit sicher nicht zu den direkten Un-
tersuchungsobjekten der deskriptiven Mengenlehre gehoren, postuliert. Dies
ist insofern ein wichtiger Aspekt, als dass in der iiblichen, das heifit auf der
Basis von ZFC ausgefiihrten, deskriptiven Mengenlehre diese “higher-type-
objects” haufig dennoch als “Hilfsmittel” eine tragende Rolle spielen. Bei-
spielsweise beruht der von Martin gefithrte Beweis von Borel-Determiniert-
heit in starkem Mafle auf der iterierten Anwendung des Potenzmengenaxioms
und H. Friedman konnte sogar zeigen, dass der Beweis dieses Satzes nicht
ohne die Existenz von mengentheoretischen Objekten mit Kardinalitdten,
welche viel grofler als die der reellen Zahlen sind, auskommen kann.

In SOA gibt es kein Potenzmengenaxiom und daher muss bei Beweisen in
SOA auf jegliche “Hilfsmittel”, welche nicht aus dem eigentlichen Gegen-
standsbereich der deskriptiven Mengenlehre stammen, verzichtet werden.
Somit kann SOA in Bezug auf das Studium der Struktur der reellen Zahlen
in berechtigter Weise als eine recht “natiirliche Axiomatisierung” aufgefasst
werden.

Auch wenn viele der (aus der Sicht von ZF (') géngigen Theoreme der de-
skriptiven Mengenlehre in SO A gezeigt werden koénnen, sto3t man auch hier,
ebenso wie in der iiblichen Mengenlehre mit Z F'C, schnell auf Aussagen, die
aus den Axiomen von SOA alleine nicht mehr bewiesen oder widerlegt wer-
den konnen. Es stellt sich daher die Frage nach méglichen axiomatischen Er-
weiterungen von SOA. Soll die “Natiirlichkeit” von SO A dabei nicht zerstort
werden, so bieten sich hierbei vor allem Axiome an, welche “nur” Aussagen
iiber reelle Zahlen oder deren definierbare Teilmengen (in SOA sind dies
Teilklassen) machen.

Zu zeigen, warum es nahe liegt, dass “nur” dabei in Anfithrungsstriche zu
setzen, wird das Hauptanliegen dieser Arbeit sein. Denn es lésst sich zeigen,
dass selbst die Hinzunahme eines der schwéchsten topologischen Regula-
rititsaxiomen, nidmlich der Annahme, dass jede iiberabzihlbare IT}-Klasse
reeller Zahlen eine perfekte Teilklasse besitzt (IT}-PSP), bereits einen grofien
Gewinn an axiomatischer Stédrke impliziert und zwar in folgender Hinsicht.



Zum einen werden wir zeigen, dass die Konsistenz von SOA + ITi-PSP
bereits die Konsistenz von ZFC nach sich zieht. Gibt es also ein Modell
von SOA + H%—PSP, so gibt es damit auch ein Modell von ZF(C, in dem
insbesondere das Potenzmengenaxiom gilt. Diese Tatsache alleine ist schon
bemerkenswert, da das (mathematisch eher bodenstindig erscheinende!) ITi-
PSP Axiomenschema doch zunéchst wenig mit der Existenz von den doch
teilweise etwas seltsam anmutenden Objekten der modernen Mengenlehre
zu tun zu haben scheint.

Zum anderen werden wir zeigen, dass bereits alle in ZFC beweisbaren IT}-
Sitze auch schon in SOA + ITi-PSP bewiesen werden konnen, unabhiingig
davon, welche Mengenexistenzaxiome zu ihrem Beweis verwendet wurden.
Dieses Ergebnis erhalten wir aus der Methode, mit der wir die relative Kon-
sistenz von ZFC zu SOA + IT3-PSP nachweisen. Diese ist die in der Men-
genlehre fiir relative Konsistenzbeweise neben der Methode des Forcing iibli-
cherweise verwendete Methode der inneren Modelle: Wir werden zeigen, dass
unter der Annahme von SOA + IT3-PSP fiir jede reelle Zahl = das relativ
zu z definierte konstruktible Universum L[z]| ein Modell von ZFC ist. Da-
mit ldsst sich dann nicht nur die relative Konsistenz von ZFC, sondern,
mit Hilfe von Shoenfield-Absolutheit, auch die obige Aussage iiber IT}-S#tze
herleiten.

Des Weiteren werden wir zeigen, dass auch eine Erweiterung von SOA um
eine Annahme iiber Lebesgue-Messbarkeit die oben beschriebenen Aussa-
gen zur Folge hat. Dazu beweisen wir, dass das Axiomenschema Eé—LM,
welches besagt, dass jeder X} Klasse reeller Zahlen Lebesgue-Messbar ist,
bereits II}-PSP impliziert.

Mit Hilfe der Forcing-Methode lésst sich ferner zeigen, dass SOA+“Jede
projektive Klasse reeller Zahlen ist Lebesgue-messbar, hat die Bairesche Ei-
genschaft und besitzt, falls sie iiberabzéhlbar ist, eine perfekte Teilmenge”
und damit insbesondere auch SOA + IT3-PSP und SOA + X1-LM relativ
konsistent zu ZFC ist (vgl.[Busche]). Somit ergibt sich schlieflich die Aqui-
konsistenz dieser vier Theorien.

Ich bedanke mich bei all denjenigen, die mich bei meiner Diplomarbeit un-
terstiitzt haben. Mein besonderer Dank gilt dabei meinem Betreuer Herrn
Dipl.-Mathematiker Christoph Duchhard sowie Herrn Dr. Michael Moller-
feld, Herrn Prof. Wolfram Pohlers und Herrn Prof. Ralf Schindler.
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2 Die formalen Systeme SOA und ZFC 4+ V=HC

2.1 Grundlagen
I. SOA

Das formale System SOA (Second Order Arithmetic) wurde in dhnlicher
Form von Hilbert und Bernays im Zuge ihrer Grundlagenforschung ein-
gefiihrt. Dabei ging es um die Frage, welche Sprache und welche Axiome
geeignet sind, um die bis dahin bekannte Mathematik zu beschreiben, ohne
dabei auf all zu starke Mengenexistenzaxiome zuriickzugreifen.

Lo, die Sprache von SOA, ist die schwichste zweistufige Sprache, welche
es erlaubt den Grofiteil der klassischen Mathematik auszudriicken und die
Axiome von SOA geniigen, um diese in befriedigender Weise zu entwickeln
(vgl.[Simpson]).

Spéter beschiftigten sich insbesondere Friedman und Simpson weiter mit
ghnlichen, oft noch schwicheren Systemen als SOA, und es stellte sich her-
aus, dass in vielen Fillen ein mathematisches Theorem dquivalent ist zu den
Mengenexistenzaxiomen, die zu seinem Beweis benttigt wurden.

Beziiglich dem Studium der deskriptiven Mengenlehre und insbesondere der
Frage, wie viel von dieser in einem fiir die Struktur der reellen Zahlen ange-
messenen System ausgefiithrt werden kann, erweist sich SOA als sehr geeig-
net, da es in einer natiirlichen Art und Weise die Struktur der reellen Zahlen
beschreibt.

Die zweistufige Sprache £ hat einen erst- und einen zweitstufigen Teil, wobei
die Objekte des erststufigen Teils als natiirliche Zahlen und die des zweitstu-
figen als Mengen natiirlicher Zahlen (und somit als reelle Zahlen) aufgefasst
werden.

Freie Variablen fiir erststufige Objekte werden durch kleine Buchstaben und
freie Variablen fiir zweitstufige Objekte durch grofie Buchstaben notiert.

Die nichtlogischen Zeichen von Lo sind die erststufigen Konstantensymbole
0 und 1, die erststufigen zweistelligen Funktionssymbole 4+ und - und das
ebenfalls erststufige zweistellige Relationssymbol <. Des Weiteren gibt es
das zweistellige Relationssymbol € zwischen erst- und zweitstufigen Objek-
ten.

Terme und Formeln werden wie iiblich induktiv definiert.

Wir definieren eine Codierungsfunktion [, ], welche Paare von erststufigen
Objekten injektiv auf erststufige Objekte abbildet, durch

[z,9] == (x +9)* + .



Des Weiteren verwenden wir folgende abkiirzende Schreibweisen:

XCY:& Vo) [zre X -z eY],
X=Y:=XCYAYCX,
(X)z = A{y: [2,9] € X},
X¢:={z:~(x e X)}.

Wie {iblich arbeiten wir mit dem Klassenbegriff, das heifit fiir einen Klas-
senterm A steht “n € A” bzw. “X € A” als Abkiirzung fiir ¢(n) bzw.
©(X), wobei ¢ die definierende Formel von A sei. Wir nennen eine Klasse
A abzéahlbar, wenn

EX) (V) [Y € A— (Fo)Y = (X),]
gilt, ansonsten iiberabzéihlbar.

Die Axiome von SOA sind:

e Definierende Axiome fiir 0, 1, +, - und < (im Sinne der intendierten
Bedeutung) (vgl.[Simpson]).

e Das Induktions-Axiom (IND):
VX)0e XA(Vr)jre X 52+ 1€ X]] = (Vo)r € X].

e Das Kollektionsschema (AC):
Fiir jede Formel ¢(z, X) von L5 das Axiom
(V) 3X) ¢z, X) = (3X) (Vo) o(x, (X)z)-

e Das Komprehensionsschema (CA):
Fiir jede Formel ¢(x) von Lo, in der X nicht frei auftritt, das Axiom
(3X) (V) [z € X + ¢(z)].

II. ZFC und ZFC~ + V=HC

Die Sprache der Mengenlehre, Lc, besitzt als einziges nichtlogisches Zei-
chen das zweistellige Relationssymbol €.

Terme, Formeln, Klassen, etc. werden in gidngiger Weise definiert.
Wir verwenden im Folgenden die iiblichen mengentheoretischen Bezeichnun-

gen. Da einige von diesen in unterschiedlicher Literatur verschieden notiert
werden, geben wir hier kurz die in dieser Arbeit verwendete Notation an.



V' bezeichne wie iiblich das Mengenuniversum, d.h. die durch
x € V :+> x = x definierte Klasse.

o € steht fiir das Komplement der Menge z in einer Menge %, wobei sich
1y, soweit nicht explizit angegeben, aus dem jeweiligen Zusammenhang
ergeben wird.

e P(z) sei die Potenzmenge der Menge x.
e p(z) bezeichne die (Rechts-)Projektion der Menge x.

e OR ist die Klasse der Ordinalzahlen.

e “y bezeichne die Menge aller Funktionen mit Definitionsbereich x und
Wertebereich y.

e [z]" sei die Menge aller k-elementigen Teilmengen von x, wobei k eine
Kardinalzahl sei.

e |z| steht fiir die Kardinalitét der Menge x.
e o bezeichne den kardinalen Nachfolger der Ordinalzahl .
e TC(z) sei die transitive Hiille der Menge x.

e 3°n A(n) ist definiert durch Ym3n n > m A A(n).

Obige Notation verwenden wir gegebenenfalls nicht nur fiir Mengen, sondern
auch fiir Klassen. Dabei muss sicher gestellt sein, dass sich die entsprechende
Klasse auch tatséchlich iiber eine Formel definieren ldsst.

Das iiblicherweise verwendete Axiomensystem der Mengenlehre, das Zermelo-
Fraenkelsche System ZFC, besteht aus folgenden Axiomen:
Extensionalitétsaxiom (Ext), Paarmengenaxiom (Pair), Vereinigungsaxiom
(Union), Kollektionsaxiom (Col), Unendlichkeitsaxiom (Inf), Separations-
schema (Sep), Fundierungsaxiom (Found), Potenzmengenaxiom (Pot) und
Auswahlaxiom (Ac).

Anstelle des Kollektionsaxioms kann auch das Ersetzungsschema (Repl) ver-
wendet werden, welches unter Voraussetzung der iibrigen Axiome (insbeson-
dere des Separationsschemas) dquivalent zu diesem ist.

Nahere Ausfiihrungen zu diesen Axiomen finden sich in jedem Buch iiber
Mengenlehre, beispielsweise in [Jech].

Mit ZFC~ bezeichnen wir ZFC ohne das Potenzmengenaxiom, mit V=HC
die Aussage, dass jede Menge erblich abzihlbar ist. Dabei ist eine Menge x
erblich abzéhlbar, wenn |T'C(x)| abzéhlbar ist.



2.2 Aquikonsistenz von SOA und ZFC +V=HC und
Beweisfithrung in SOA

In diesem Abschnitt soll die Aquikonsistenz von SOA und ZFC~ +V =
HC gezeigt werden. Dazu konstruieren wir ein Modell der einen Theorie in-
nerhalb eines gegebenen Modells der anderen Theorie.

Auf den ersten Blick scheint dieses Vorhaben schon aufgrund der Tatsa-
che, dass es sich bei £ound L um verschiedene Sprachen handelt, wobei
L¢ scheinbar iiber komplexere Objekte (z.B. Mengen von Mengen) sprechen
kann, auf Schwierigkeiten zu stoflen.

Es gilt also insbesondere eine Moglichkeit zu finden, Sétze der einen Sprache
als Sétze der jeweils anderen aufzufassen und umgekehrt.

I. SOA als Teilsystem von ZFC~+V = HC

Sétze aus Lo lassen sich in natiirlicher Weise als Sitze von L¢ auffassen. Aus
(Inf) folgt in ZFC~ +V = HC die Existenz der ersten Limesordinalzahl,
welche tiblicherweise mit w bezeichnet wird. Auf w lassen sich kanonische In-
terpretationen fiir die nichtlogischen Zeichen von Lo wihlen. Ist ein Lo -Satz
© gegeben, so iibersetzen wir ihn in einen L¢ -Satz, indem alle auftretenden
Quantoren auf w relativiert werden. Wir schreiben also Va € w (I € w) fiir
Vo (3z) bzw. Vo Cw (Fr Cw) fir VX (3X).

In einem gegebenen ZFC~ +V = HC Modell M definieren wir 4™ als den
analytischen Teil von M, welcher aus w zusammen mit der Kollektion aller
M -Teilmengen von w besteht.

Satz 2.1 Sei M ein Modell von ZFC~ +V = HC'. Dann ist UM mit
der Standard-Interpretation der Symbole von Lo ein definierbares Modell von
SOA. Insbesondere ist also SOA relativ konsistent zu ZFC~™ +V = HC .

Beweis:

(IND): Folgt wie iiblich aus dem Fundierungsaxiom.

(AC): Nehmen wir an, dass gilt Vn € w Jy C w ¢(n,y). Aus dem Kollektions-
axiom folgt die Existenz einer Menge z mit Vn € w Jy € z [y C w A ¢(n,y)].
Aufgrund des Auswahlaxioms gibt es eine Funktion f mit Definitionsbereich
w, so dass gilt Vn € w ¢(n, f(n)). Mit dem Separationsaxiom bilden wir die
Menge y := {(n,n) € w:n €wAn € f(n)} und erhalten Vn € w ¢(n, (y)n),
da (y), = f(n) gilt fir alle n € w.

(CA): Folgt direkt aus dem Separationsaxiom und dem Unendlichkeitsaxi-
om. (Wir separieren aus der Menge w.) o



II. ZFC~ + V = HC als Teilsystem von SOA

Diese Richtung ist nicht ganz so “natiirlich” wie im obigen Fall, aber auch
nicht schwer. Der Trick besteht darin, erblich abzidhlbare Mengen durch
fundierte Bdume auf natiirlichen Zahlen und diese wiederum als zweitstufi-
ge Objekte in SOA zu codieren.

Die folgenden Ausfithrungen orientieren sich an der Dissertation von M.
Méllerfeld (vgl. [Mollerfeld]).

In ZFC bzw. in ZFC~ 4V = HC versteht man unter einem Baum auf
einer nichtleeren Klasse A eine nichtleere Klasse T" von endlichen Folgen
von Elementen aus A mit der Eigenschaft:

(YeTANs,t)[sCtAteT —»seT).

Gilt A = A; x ... X A, gilt, so identifizieren wir eine endliche Folge s in A
mit (s1, ..., Sy ), wobei jedes s; eine Folge in A; ist und dom(s) = dom(s;) =
... = dom(sy) sowie s(k) = (s1(k), ..., sn(k)) fiir alle k € dom(s) gilt. Einen
Baum auf A nennen wir in diesem Fall n-dimensional.

Fiir einen Baum 7" nennen wir eine Funktion f : w — A einen Pfad durch
T, wenn gilt

Vi (£(0),., f(n) € T
Mit [T] bezeichnen wir die Klasse aller Pfade in 7.

Ein Baum T heifit fundiert, wenn es keine Pfade in ihm gibt, wenn also
[T] =0 gilt.

Ein Baum T heif3t blattlos, wenn fiir jedes s € T ein Pfad f durch T existiert
mit s C f.

Sei T ein Baum auf A und s eine endliche Folge in A. Dann nennen wir
Ts:={t:s"t €T} den Teilbaum von T am Knoten s.
Fiir (n) € T heifit T}y ein direkter Teilbaum von T.

Ein fundierter Baum 7T auf w codiert eine erblich abzihlbare Menge T,
nédmlich genau die, deren Elemente durch die direkten Teilb&ume von T'
codiert werden. Formal definieren wir induktiv:

T= {T(@ : <ZL‘> S T}.

Auch in SOA lassen sich die zur Codierung erblich abzidhlbarer Mengen
benétigten Baume auf w definieren. Da wir jedoch nicht beliebig Mengen
von Mengen bilden konnen, miissen wir so vorgehen, dass wir durch ge-
eignete Codierung zunéchst Paare natiirlicher Zahlen als natiirliche Zahlen



auffassen und dann ebenso endliche Mengen von Paaren natiirlicher Zahlen
(endliche Folgen) als natiirliche Zahlen codieren. Auf diese Weise kann ein
Baum auf w dann als Menge von natiirlichen Zahlen und damit als zweit-
stufiges Objekt aufgefasst werden.

Auch die Pfade eines Baumes auf w lassen sich in SOA definieren, da ei-
ne Funktion f : w — w sich offensichtlich leicht als zweitstufiges Objekt,
niamlich als Menge der Codes der Paare (n, f(n)), codieren lésst.

Wir definieren nun ein “Baummodell” MY innerhalb eines gegebenen SO A-
Modells U :

mit:
pu := Klasse der Codes fundierter Baume,

ST = Vm ((m) € S — 3n ((n) € T A Sy g Tiny)) A
vm ((m) € T — 3n ((n) € S ATy ~HU Siny))s

s 't = In [(n) e TAS M Ty,

Da Fixpunkte induktiver Definitionen durch ITi-Formeln definiert werden
konnen! (vgl. [Pohlers]), ist MY IT}-definierbar.

Wir erhalten nun eine Einbettung der Sétze von L¢in die Sprache Lo wie
folgt: Ist ein L -Satz ¢ gegeben, so ordnen wir diesem denjenigen Lo -Satz
zu, der sich aus ¢ ergibt, indem &€ durch ¥ und = durch ~¥ ersetzt und
die auftretenden Quantoren auf VY relativiert werden. Diesen Satz, der dann
offenbar eine Formalisierung von “MY |= ¢” darstellt, kiirzen wir im Fol-
genden mit |¢| ab.

L wird tiblicher Weise als eine Sprache mit Identitét aufgefasst, d.h. das
Relationssymbol = wird als logisches Zeichen definiert und in einer Struk-
tur fiir die Sprache als die Identitét auf dem Tréger interpretiert. In diesem
Sinne ist unser Baummodell MY keine Struktur fiir L¢, da zwei Biume
auch dann in der Relation ~¥ stehen kénnen, wenn sie nicht identisch gleich
sind.

Man sieht jedoch leicht, dass MY ein Modell folgender Satzmenge ist:

(1) VS (S 4 9).
(2)VSVT (S M T —TMG).
(B)YVSNVTVZ (S MTANTMZ 8 7).

1Zur Definition von IIi-Formeln vgl. Abschnitt 3.1



(4) VS1 VSy V1T VT (Sl ~U Ty N\ Sy ~U Ty — (SléuSQ — TléuTg)).

Wegen (1), (2) und (3) kann man daher ~¥ als Aquivalenzrelation auf V¥

auffassen und wegen (4) gilt fiir das Modell MY, welches die zugehorigen
Aquivalenzklassen als Individuen enthilt und in welchem € und = auf den
Aquivalenzklassen entsprechend ¥ und ~ auf den jeweiligen Représen-
tanten definiert werden, dass es eine Struktur fiir L¢ , aufgefasst als Sprache
mit Identitéat, ist.

Mit dem Beweis des néchsten Satzes zeigen wir, dass in jedem SOA-Modell
U das Baummodell MY ein Modell von ZFC~ + V = H(C'ist, wobei wir
hierbei L als Sprache ohne Identitit auffassen. Nach obigen Uberlegungen
folgt daraus auch die relative Konsistenz von ZFC~ +V = HCzu SOA
wenn wir L¢ als Sprache mit Identitit betrachten.

Satz 2.2 Sei U ein Modell von SOA. Dann ist MY ein 1}-definierbares
Modell von ZFC~ +V = HC'.

Beweis:

Im folgenden Beweis schreiben wir aus Griinden der Lesbarkeit fiir einen
Satz ¢ aus Le oft MY |= ¢ anstelle von U |= |p|, wobei evtl. in ¢ auftre-
tende Mengenparameter der Form S in der £3-Formel |p| dann natiirlich
wieder durch S interpretiert werden.

(Ext): Gilt nach der Definition von ~.

(Pair): Seien Sy, Sy € MY. Dannist T := {(i)"s:s € S;, i = 1,2}U{()}
eine Paarmenge von Sy, S; in MY .

(Union): Sei S € MY. Definiere T := {{[m,n])"s : (m,n)"s € S}U{()}.
Dann gilt in MY : T ~4 S,

(Col): Sei S € MY und ¢ eine Formel von Le mit MY |=Vz € S 3y ¢(x, ).
Dann gilt ¢ }= Vn 3V [(n) € S = (Y € MYUAMY |= ¢(S5,).Y))]. (Gilt
TEYS, so existiert ein n mit T~ Siny-) Wegen (AC) existiert ein Y € U,
so dass gilt U = Vn ((n) € S — ((Y)n € MYAMY = ¢(S,, (Y),))). Nach
(CA) existiert Z := {(n)"s: (n) € SAs € (Y),}U{()} und ist offensichtlich
die gesuchte Menge.

(Inf): Wir definieren rekursiv 0* = {()} und (n + 1)* = n* U {(n)"s :
s € n*}. Dann bezeugt w* := {(n)"s:ncwAsen*}U{()} die Giiltigkeit
von (Inf).

(Sep): Sei S € MY und ¢ eine Lc-Formel. Wir suchen eine Menge
Z € MY mit MY =Vx (z € Z + o € S A ¢(x)). Wegen (CA) existiert
die Menge {(n) s : (n) € SAs € Sy AMY = ¢(Siny)} U{()} und erfiillt
offensichtlich die gewiinschten Eigenschaften der gesuchten Menge Z.

(Found): Angenommen (Found) gelte nicht. Dann existiert ein S € MY,
S # {()}, welches kein € minimales Element in MY besitzt. Es gibt also
eine Folge (S,,) in MY | so dass SoéuS und Sn+1§u5n fiir alle n gilt. Dies



ist ein Widerspruch, da S fundiert ist, also keine unendlichen Pfade besitzt.

(Ac): Sei S € MY, S £ {()} derart, dass in MY gilt TEYS » T + {0}
und Ty, ThE¥S — VR € MY (REYTy — —REYTy). Dann existiert nach
(CA) T := {s : Im In (S<m>éu5’ An = min{k : (k) € Spy}) As €
Simmy} U{()} und ist eine Auswahlmenge fiir S. Denn sei REYS, dann exi-
stiert ein m mit R ~ S(my und daher gilt RNT ~HU {S(mny} fiir n minimal
mit (m,n) € S.

(V=HC): Sei T € M" und sei S € MY ein Baum, der die transitive
Hiille von T codiert (die bisher gezeigten Axiome geniigen, um die Existenz
der transitiven Hiille zu zeigen, vgl. [Jech]). O.b.d.A. sei Sy, €YS fiir alle n.
Dann existiert nach (Pair) fiir jedes n ein Baum P,, € MY, der das geordne-
te Paar (n, S(,)) beschreibt. Wegen (CA) existiert F':= {(n) " s:n € wAs €
P} U{()} und ist offensichtlich eine Surjektion von w auf S in MY . o

ITI. Zur Beweisfiihrung in SOA

In den folgenden Kapiteln werden hauptséchlich Aussagen in SO A bewiesen.
In diesem Abschnitt soll erldutert werden, warum man dies in dquivalenter
Weise in ZFC~™ +V = HC tun kann. Einen Beweis in ZFC~ +V = HC zu
fiihren ist oft bequemer, zum einen, weil sich viele bekannte Beweise aus
ZFC direkt iibertragen lassen, sofern sie nicht Gebrauch vom Potenzmen-
genaxiom machen (hier muss man beachten, dass auch Konzepte wie bei-
spielsweise das der iiberabzihlbaren Ordinalzahlen das Potenzmengenaxi-
om benétigen), zum anderen, da man ohne aufwendige Codierung oder
die Zuriickfithrung auf Klassen auch komplexere mathematische Objekte,
namlich Mengen von Mengen, handhaben kann.

Wir haben bereits gesehen, dass jeder L£5-Satz kanonisch in einen L¢ -Satz
tiberfithrt werden kann. Jedoch kann nicht jeder L¢ -Satz in ebenso natiirli-
cher Art in einen Lo -Satz iibersetzt werden. Wohl kénnen wir aber, wie
oben ausgefiihrt, eine Einbettung definieren, indem wir einem L¢-Satz ¢
den Ly-Satz |¢|, welcher “MY = ¢” formalisiert, zuordnen. Da wir jeden
Lo -Satz kanonisch als L¢ -Satz auffassen konnen, kénnen wir |¢| auch fiir
einen Lo -Satz ¢ definieren, wobei |¢| dann sowohl als “MY = " als auch
als “yM” = ¢” gelesen werden kann.

Verallgemeinern wir dies auf Formeln (mit Mengenparametern) und defi-
nieren wir zusétzlich fiir jede Lc-Formel ¢ eine Formalisierung |¢| von
“put E ¢”, so kénnen wir damit zeigen, dass jedes SOA-Modell U iso-
morph zum analytischen Teil UM des in U definierten Baummodells MY und
jedes ZFC~ 4+ V = HC-Modell M isomorph zum Baummodell MY des
in M definierten analytischen Teils 4™ ist. Dies werden wir im Folgenden



skizzieren, wobei wir fiir eine detaillierte Ausfithrung auf [Simpson]| verwei-
sen.

Wir definieren zunéchst induktiv eine Abbildung (-)* durch

0" = {0},
(n+1)" =n*U{(n)"s:sen*},
X ={)u{(m)"s:meXAsem"}

sowie eine weitere Abbildung (-)** durch

0 ={0},
u* ={()}U{f(y)"s:y€unsey™},

wobei f eine (wegen V = HC' existierende) Injektion von u nach w sei.

Dann gilt fiir jedes SOA-Modell U , dass (-)* eine in SO A definierbare Funk-
tion ist, welche erststufige Objekte von U auf endliche fundierte Baume und
zweitstufige Objekte von U auf beliebige fundierte Biéume, d.h. in beiden
Fillen auf Elemente von MY | abbildet. Fassen wir (-)* als Funktion von
Uin den analytischen Teil UM" von MY auf und betrachten wir MY via
Aquivalenzklassen als Modell von L mit Identitit, so gilt ferner, dass (-)*
in diesem Fall eine Bijektion ist.

Weiter gilt fir jedes ZFC™ + V. = HC-Modell M, dass (-)** eine in
ZFC~™ +V = HC definierbare Funktion ist, welche Mengen aus M auf fun-
dierte Baume aus MY abbildet. Fassen wir MU als Aquivalenzklassen-
modell von L mit Identitét auf, so ist (-)** eine Bijektion mit Umkehrab-
bildung (-).

o Ist U ein SOA-Modell und ¢ eine L¢ -Formel mit Mengenparametern,
so ordnen wir ¢ analog wie wir dies bereits bei den L¢ -Sétzen getan
haben eine £y -Formel |p| zu, wobei nun zusétzlich die Mengenparame-
ter durch ihre Bilder unter (-)** ersetzt werden. || ist dann offenbar
wieder eine Formalisierung von “MY |= ¢”.

Ist ¢ eine Lo -Formel mit Mengenparametern, so kénnen wir ¢ durch

Relativierung auf wM) und Ersetzen von = durch z(uM), von €

durch €U sowie den Mengenparameter durch deren Bilder unter

(:)* ebenfalls eine Formel |p| zuordnen, die “MY |= " formalisiert.

Da ¢ cine L5 -Formel ist, kann || in diesem Fall auch als ‘UM |= ¢
gelesen werden kann?.

e Ist Mein ZFC™ +V = HC-Modell und ¢ eine L¢ -Formel mit Men-
genparametern, so konnen wir auch hier durch Relativierung der Quan-

Fiir eine Le -Formel wire letzterer Ausdruck im Allgemeinen nicht definierbar.



toren auf das im analytischen Teil Y™ von M definierbare Baummo-
dell MY™ sowie durch Ersetzung von = durch :(UM), von € durch
€@ und von den Mengenparametern durch deren Bilder unter (-)**
eine L¢ -Formel |p| definieren, welche “pu™ = ¢” formalisiert.

Es gelten nun die folgenden Lemmata, deren vollsténdige Beweise in [Simpson]
nachgelesen werden kénnen:

Lemma 2.3 Sei U ein Modell von SOA und ¢ eine Lo -Formel. Dann gilt
UkEpeUE|pl

Fassen wir MY mit Hilfe von Aquivalenzklassen als ein Modell der Sprache
L mit Identitdt auf, so sind U und UMY zueinander isomorph.

Lemma 2.4 Sei M ein Modell von ZFC~™ +V = HCund ¢ eine L¢ -
Formel. Dann gilt

ME ¢ ME |l

Fassen wir MY"™" mit Hilfe von Aquivalenzklassen als ein Modell der Sprache
L mit Identitdt auf, so sind M und MU zueinander isomorph.

Wir haben nun alle Vorbereitungen getroffen, um die beiden folgenden Sétze
Zu zeigen:

Satz 2.5 Sei ¢ ein Le -Satz. Dann gilt:
ZFC™ +V = HC beweist ¢ genau dann, wenn SOA |¢| beweist.

Beweis:

Gelte, dass ¢ in ZFC~+V = HC beweisbar ist. Sei U ein beliebiges Modell
von SOA. Da nach Satz (2.2) MY ein ZFC~ +V = HC-Modell ist, gilt
dann MY |= ¢ und somit U = |p|. Also leitet SOA || her.

Gelte umgekehrt dass || in SOA beweisbar ist. Sei M ein beliebiges Modell
von ZFC~ +V = HC. Da UM nach Satz (2.1) ein SOA-Modell ist, gilt
dann UM = ||, dh. MY = ¢, Also gilt M = |¢| und mit Lemma (2.4)
folgt M |= . Also leitet ZFC~ +V = HC ¢ her. o

Satz 2.6 ZFC~ +V = HC'ist eine konservative Erweiterung von SOA.
Das bedeutet, dass fiir jeden Lo -Satz ¢ gilt, dass ZFC~ +V = HC ¢ (ka-
nonisch aufgefasst als Lc -Satz) genau dann beweist, wenn SOA ¢ beweist.

Beweis:

Sei ¢ ein L9-Satz. Dann gilt nach Satz (2.6), wobei wir ¢ kanonisch als
Lc-Satz lesen, dass ZFC~ +V = HC ¢ genau dann beweist, wenn SOA
lp| beweist. Da ¢ ein L9-Satz ist, gilt letzteres jedoch nach Lemma (2.3)
genau dann, wenn SOA ¢ beweist. O
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2.3 Das konstruktible Universum

Die in diesem Abschnitt skizzierten Beweise kénnen in [Jech] nachgelesen
werden.

Fiir eine transitive Menge M definieren wir (zunéchst informal)
Def(M) :={Y C M : es existieren eine Formel ¢
und x1,...,x, € M, so dass gilt

Y={aeM:(Me)kEoepla,z1,....,2n)}}

und damit die konstruktible Hierarchie

LO = @,
Lot1 = Def(Ly),
Ly = U, <x La falls A eine Limeszordinalzahl ist,
L = UaEOR Lq.

Da die Operation x — Def(x) in der Sprache der Mengenlehre definierbar
ist, kann in dieser iiber die Hierarchie (L, : @ € OR) gesprochen werden.
L ist das kleinste transitive Modell von ZFC', welches alle Ordinalzahlen
enthilt. Fiir jedes a € OR ist L, transitiv, Lo NOR = « und fiir § > «
L. C Lg. Bildet man ferner L in einem ZFC Modell W, so ist dieses iden-
tisch mit L, falls W alle Ordinalzahlen enthélt, und identisch mit L., falls
« die kleinste Ordinalzahl ist, welche nicht mehr in W enthalten ist. Daraus
folgt unter anderem, dass in L das Konstruktibilitdtsaxiom (V=L) gilt.

Es 148t sich nun zeigen, dass das Auswahlaxiom relativ konsistent zu ZF
und die verallgemeinerte Kontinuumshypothese (GCH) relativ konsistent zu
ZFC ist.

Fiir ersteres zeigt man, dass sich fiir jedes a € OR rekursiv eine Wohlord-
nung <, auf L, definieren ldsst. Ist dann x € L beliebig, so existiert ein
a € OR mit x € L, und es gilt, dass <, eine definierbare Wohlordnung
auf z ist.

Fiir letzteres zeigt man mit dem Kondensationslemma, dass fiir jedes a €
OR die Potenzmenge P(w,) von w, eine Teilmenge von L, ., ist, wor-
aus wegen |Ly, .| = wat1 folgt, dass gilt [P(wa)| = 2% < way1. Unter
der Annahme (V=L) gilt somit also 2¥> < w,4+1 und da nach Cantor die
Kardinalitdt einer Menge immer kleiner als die ihrer Potenzmenge ist folgt
e = Wa+1-

Ist A eine weitere Menge, so kann man eine verallgemeinerte konstrukti-
ble Hierarchie definieren. Sei
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Defa(M) :={Y C M : es existieren eine Formel ¢
und x1,...,x, € M, so dass gilt
Y={aeM:(M,e, ANM) = p(a,z1,...,xn)} }.

Mit dieser Definition lasst sich analog wie oben eine zu A relativierte kon-
struktible Hierarchie definieren, wobei wir anstelle von L, bzw. L nun L,[A]
bzw. L[A] schreiben.

Auch fiir diese Hierarchie gelten oben gemachte (ggf. relativierte) Aussa-
gen, wobei es jedoch Mengen A geben kann, so dass L[A] | 2% = R,
erst fiir alle a > «q fiir ein festes ag € OR gilt. Dies folgt daraus, dass
sich im Unterschied zu L hier nur zeigen lasst, dass unter der Vorausset-
zung A C Ly, [A] die Potenzmenge von w, eine Teilmenge von L, ist.
Wir werden im Folgenden die konstruktible Hierarchie jedoch nur relativ zu
Teilmengen natiirlicher Zahlen (reeller Zahlen) betrachten, fiir welche wegen
w C Ly [A] somit (GCH) gilt.

Obige Ausfithrungen beziehen sich iiblicherweise auf ZFC|, kénnen aber oh-
ne Schwierigkeiten auf ZFC~ 4+ V = H(C iibertragen werden. Dabei ist zu
beachten, dass zwar auch in ZFC~ +V = HC'gilt, dass L bzw. L[A] ein
Modell von ZFC'~ ist, aber dass die Aussage, dass in L bzw. L[A] jede Men-
ge erblich abzahlbar ist (V' = HC) hier im Allgemeinen falsch ist.

Arbeiten wir in SOA, so stellt sich die Frage, was man sich in einem SO A-
Modell unter der konstruktiblen Hierarchie vorstellen kann (bzw. wie die
entsprechenden definierenden Formeln lauten). Aufgrund des vorherigen Ab-
schnittes werden wir die L, Lo, L[A] bzw. L [A] in einem SO A-Modell U mit
denen wie iiblich in dem ZFC~ +V = HC -Modell MY definierten L, Ly,
L[A] bzw. L,[A] identifizieren.
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3 Deskriptive Mengenlehre

3.1 Grundlagen

In diesem Kapitel werden kurz die relevanten Definitionen und einige wich-
tige Sétze der deskriptiven Mengenlehre erldutert. Um zu verdeutlichen,
welche Besonderheiten dabei in ZFC™ +V = HCbzw. in SOA im Ver-
gleich zu ZF C beachtet werden miissen, arbeiten wir zunéchst in ZFC und
gehen anschliefend in einem eigenen Abschnitt (vgl. 3.4) darauf ein, welche
Anderungen sich in diesen schwiicheren Theorien ergeben.

In der deskriptiven Mengenlehre wird die Struktur der reellen Zahlen und
ihrer definierbaren Teilmengen untersucht. Dabei werden reelle Zahlen meist
nicht, wie sonst oft iiblich, als Dedekindsche Schnitte oder als Cauchyfolgen
rationaler Zahlen modulo Nullfolgen definiert, sondern als Elemente des Bai-
reschen Raumes “w , iiblicherweise als N bezeichnet, oder auch des Cantor-
Raumes “2, der offensichtlich mit dem Raum der Teilmengen von w identi-
fiziert werden kann und meist mit C bezeichnet wird. Der Grund dafiir ist,
dass diese Rédume eine fiir die deskriptive Mengenlehre einfachere Struktur
besitzen, insbesondere muss sich nicht mit irrelevanten Problemen beziiglich
der Dimension auseinandergesetzt werden, da sie jeweils homéomorph zu ih-
ren endlichen Potenzen, ja sogar zu ihrer w-Potenz sind.

Keine zwei der Rdume R (im iiblichen Sinne definiert), N und C sind zuein-
ander homdomorph, denn es gilt:

e C ist kompakt aber N ist nicht kompakt.
e C und N sind zusammenhéngend aber R ist nicht zusammenhéngend.

Dennoch kann man geeignete Homéomorphismen angeben, die zwar nicht
surjektiv bzw. nur auf einem Teilraum definiert sind, die aber, da die Ele-
mente, die nicht im Bild- bzw. im Definitionsbereich der Funktion liegen,
nur jeweils abzéhlbar viele sind, geniigen, um die in der deskriptiven Men-
genlehre interessierenden Eigenschaften von einem Raum auf den anderen
iibertragen zu konnen (vgl. [Levy]). Ferner lésst sich zeigen, dass viele dieser
Figenschaften auch allgemeiner in so genannten Polnischen Rdumen gelten,
welche als topologische Rdume, die homéomorph zu einem separablen und
vollstéindigen metrischen Raum sind, definiert werden. (R,C und A sind
Beispiele solcher.)

Da R,C und N somit “fast” homomorph sind, wird es uns bei den folgen-
den Ausfithrungen frei stehen, jeweils den Raum zu wiéhlen, der fiir unser
Anliegen am giinstigsten scheint.
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A. Zur Topologie des Baireschen Raumes und des Cantor-Raumes

Da der Cantor-Raum ein Teilraum des Baireschen Raumes ist und die De-
finitionen und Eigenschaften sich kanonisch {ibertragen lassen, beschrinken
wir uns hier auf den letzteren.

Alle folgenden Ausfithrungen lassen sich auf beliebige endliche Dimensionen
iibertragen. Dies werden wir in einigen Sitzen und Definitionen nutzen, oh-
ne zuvor jedesmal explizit daran zu erinnern.

Wir definieren eine Topologie auf N indem wir eine (abzihlbare) Basis an-
geben. Sei “Yw := |J{"w : n € w}. Dann definieren wir die basisoffenen
Mengen durch

Us == {CL‘ €“w: Lrdom(s) = 8}7

wobei s € ““w sei.

Die U bilden eine Basis fiir eine Topologie auf “w da gilt, dass (J,c<w, Us =

“w ist und fiir Us, Uy mit s,t € ““w beliebig gilt: Ist x € U N U; so ist

entweder s C ¢ oder t C s und, falls 0.B.d.A. s C t gelte, x € Uy C Us N U.
Die Elemente der Topologie nennen wir offene, ihre Komplemente abge-

schlossene Mengen. Jede basisoffene Menge ist wegen

Yw\Us = U{Ut :t € “Yw,dom(t) = dom(s),t # s}
auch abgeschlossen, insbesondere ist A nicht zusammenhéngend.
Ferner definieren wir eine Metrik d auf A durch

0 S fallsx =1y

A, y) = { 1
mzn{n z(n)iy(n)}_;'_l ,Sonst.

Es lasst sich leicht zeigen, dass d die oben definierte Topologie erzeugt und
dass \V beziiglich dieser Metrik vollstéindig ist.

Ferner ist A/ separabel, da die Menge {z € “w : 3m Vn > m x(n) = xz(m)}
abzdhlbar und dicht in N ist.

Damit gilt, dass N ein polnischer Raum ist.

Fine oft niitzliche Charakterisierung von abgeschlossenen Mengen erhélt
man mit Hilfe von Bdumen auf w. Fiir einen Baum T auf w sei

[T] ={z € “w:Vn <w zpp) € T}
Damit lasst sich leicht zeigen, dass gilt:

A C *w ist abgeschlossen < A = [T'] mit einen Baum T auf w.
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B. Klassifizierungen definierbarer Teilmengen des Baireschen Raumes

I. Borelmengen

Definition 3.1 Sei x eine Menge. S C P(z) heifst o-Algebra auf x, wenn
gilt:

i) zeS.
it) Isty € S, so ist auch x \ y € S.

iii) Gilt a,, € S fiir alle n € w, so folgt |, _. an € S.

n<w

Wir definieren die Menge der Borelmengen B als die kleinste o-Algebra auf
N, die alle offenen Mengen enthiilt.

Auf dquivalente Weise konnen Borelmengen durch die so genannte Borel-
Hierarchie definiert werden:

Definition 3.2 Fir o € On seien

30 = die Menge der offenen Mengen,

I1Y = die Menge der abgeschlossenen Mengen,
0 = {Upew) An i V0 3 < a Ay € H%},

M = {“w\A: Aec X0},

AV — 30 AT,

Es ergibt sich folgende Hierarchie:

P
o
N
™M
—o
N
P
NO
N
™
NO
N
N
P
o
N
[\
o

A c ) ¢ AY c ) ¢c..c A c 1 ..

Jedes X0 bzw. TIY ist abgeschlossen unter endlichen Schnitten und Vereini-
gungen und unter Urbildern stetiger Funktionen.

AO

«

Man zeigt leicht, dass die Menge der Borelmengen B gerade U(aGOn)

(= U(aewl)Ag) ist. (w; geniigt, da fiir ay, € wy fiir jedes n € w auch
sup{a, :n € w} < wp gilt.)

Indem man die Existenz so genannter universeller 3°-Mengen zeigt, folgt

hieraus mit einem Diagonalargument, dass die Borelhierarchie eine echte
Hierarchie ist, d.h. es gilt % ¢ II, und damit 39 # 30, fiir alle a < w; .
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I1. Projektive Mengen

Borelmengen sind nicht abgeschlossen unter Projektionen oder Bildern ste-
tiger Funktionen. Dies gibt Anlass, eine weitere Klassifizierung von Teilmen-
gen des Baireschen Raumes einzufiihren.

Definition 3.3 A C “w heifit analytisch, falls A das stetige Bild einer Bo-
relmenge 1ist.

Es gelten folgende Charakterisierungen von analytischen Mengen (vgl. [Jech]):
Lemma 3.4 Sei A C “w. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
i) A ist analytisch.
i1) A ist das (punktweise) Bild einer stetigen Funktion f :“w — “w.
iti) A = p(B) fiir eine Borelmenge B € “w X “w.
iv) A =p(C) fir eine abgeschlossene Menge C € “w X “w.

Ausgehend von den analytischen Mengen ldsst sich dhnlich wie bei den Borel-
mengen eine Hierarchie definieren, wobei wir jedoch die Vereinigungsbildung
durch Projektionsbildung ersetzen.

Die projektive Hierarchie ist wie folgt definiert:

Definition 3.5 Firn € w seien

31 = die Menge der analytischen Mengen,

IT! = die Menge der koanalytischen Mengen, d.h. die Menge, die genau die
Komplemente analytischer Mengen enthdlt,

Sl = {p(A): A€ I},

M, ={“w\A:Ae X},

Al—siAT,

Es ergibt sich folgende Hierarchie:

Id
N
L)
N
e
N
M
N

Al c Il ¢ Al ¢ m} c ..

Wie im Falle der Borel-Hierarchie lasst sich auch hier durch die Existenz
universeller 3!-Mengen und einem Diagonalargument zeigen, dass es sich
um eine echte Hierarchie handelt.

Definition 3.6 A C “w heifit projektiv, falls es einn < w gibt mit A € XL,

Indem Suslin zeigte, dass je zwei disjunkte analytische Mengen durch ei-

ne Borelmenge separiert werden kénnen, bewies er folgendes Resultat (vgl.
[Jech]):
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Satz 3.7 Die Menge der Borelmengen entspricht genau der Menge Al

Die Hierarchie der projektiven Mengen lésst sich auch durch die so genannte
Lightface-Hierarchie beschreiben.

Wir nennen eine Formel arithmetisch, wenn in ihr keine andere Quantifika-
tion als solche iiber w vorkommt. Weiter heifit eine Formel X}, falls sie (in
der jeweiligen Theorie) dquivalent ist zu einer Formel der Gestalt

Jz1 € Yw Vag € Yw... Qr, € Yw Qm € w O(T11ms T2tms - Tntm),

wobei ¢ arithmetisch ist, Q den zu @ duale Quantor bezeichne und ferner
die Anzahl der alternierenden Quantoren iiber “w gleich n ist. Eine Formel
wird mit II} bezeichnet, falls ihre Negation X! ist und mit Al falls sie so-
wohl 1 als auch IT} ist.

Die jeweilige arithmetische Formel ¢ kann dabei stets quantorenfrei gewéhlt
werden, da sich mogliche in ihr auftretende Quantoren zusammen mit dem
letzten Quantor iiber “w und dem Quantor iiber w stets zu einem neuen letz-
ten Quantor iiber “w und einem neuen Quantor iiber w zusammencodieren
lassen.

Definition 3.8 Sei a € “w. Eine Klasse A C “w heifit X1 bzw. 1L oder
Ylla) bzw. lla], falls es eine k- bzw. eine TIL-Formel ¢(u) oder ¢(u,v)
der Form 3z1 € “w... Qxy € “w QM € W G(T1tmy s Tntm, Upn(, Vtn)) bzw.
Vi € Yw... Qx, € Yw Qm € w O(T14ms o) Trms Upn(; Upn)) gibt, mit:

yeAs oy

bzw.
yeAe oy a)

A heifit AL bzw. Allal, falls A sowohl X} als auch ITL bzw. sowohl X1 [a] als
auch 11} [a] ist.

Satz 3.9 Es gilt:

== |J =il

(aeN)

Beweis:

Sei A C “w, A € ¥}, Dann existiert nach (3.4) ein Baum T auf w? mit
A=p(T]),dh ye A+ 3z €“wVn €w (24n,Yn) € T. Da sich T arith-
metisch durch eine reelle Zahl a codieren lisst, existiert eine arithmetische
Formel ¢, so dass gilt: Yn € w (24n,Y1n) € T < V0 € w ¢(24n, Ytn, G1n)-
Gilt umgekehrt A € X1[a] fiir ein a € “w, dann gilt y € A +» 32 € “w Vn €
W &(Ztn, Y, apn)- Somit gilt fiir T := {t € (“Yw)? : dom(t1) = dom(tz) =
dom(t3) AVn € dom(t1) ¢(trn)}, dass A gerade die Projektion von [T ist.
Also gilt A € 1. o

17



Erinnert man sich daran, dass die projektive Hierarchie gerade durch Pro-
jektionsbildung iiber AV und iiber Komplementbildung definiert wurde, so
sieht man nun leicht, dass

>l = U »lla] und IT! = U 11} [a]
(aeN) (aeN)

fiir alle n € w gilt.

3.2 Regularititseigenschaften

I. Die Perfekte-Teilmenge-Eigenschaft

Die Perfekte-Teilmenge-Eigenschaft wird die fiir uns im Folgenden wich-
tigste Regularitatseigenschaft sein.

Definition 3.10 Fine Menge A C “w heifit perfekt, wenn sie nicht leer
und abgeschlossen ist und keine isolierten Punkte besitzt. Letzteres besagt,
dass fiir jedes x € A fiir alle basisoffenen Umgebungen Us mit x € Us gilt:

Us N (A\{z}) # 0.

Ebenso wie die abgeschlossenen Mengen kénnen auch die perfekten Mengen
durch Baume auf w charakterisiert werden.

Wir nennen einen Baum T perfekt, wenn T # () ist und fiir alle s € T' zwei
inkompatible Erweiterungen in T existieren, d.h. r,t € T" mit s = T1gom(s) =
trdom(s) @DET T4(dom(r)ndom(t)) 7 t1(dom(r)ndom(t))-

Damit lésst sich leicht zeigen:

A C%“wist perfekt < es existiert ein perfekter Baum 7" auf w mit A = [T7].

Definition 3.11 Fine Menge A C “w hat die Perfekte-Teilmenge-FEigenschaft,
wenn sie abzdhlbar ist oder eine perfekte Teilmenge enthdlt.

Das Interesse an der Perfekte-Teilmenge-Eigenschaft wurde vor allem im
Zusammenhang mit der Kontinuums-Hypothese geweckt. Denn da jede per-
fekte Menge schon gleichméchtig zu den reellen Zahlen ist, erhoffte man
sich CH dadurch beweisen zu konnen, indem man zeigen wiirde, dass je-
de iiberabzidhlbare Menge reeller Zahlen bereits eine perfekte Teilmenge
enthélt.

Fir I' C P(“w) definieren wir I'-PSP als das Axiomenschema, welches be-
sagt, dass jede Menge aus I' die Perfekte-Teilmenge-Eigenschaft hat.
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I1. Lebesgue-Messbarkeit

Im folgenden sei X eine Menge.

Eine Mengenalgebra auf X ist definiert wie eine o-Algebra auf X, nur dass
diese nicht mehr unter abzéhlbaren Vereinigungen (und Schnitten), sondern
nur unter endlichen Vereinigungen (und Schnitten) abgeschlossen ist.

Definition 3.12 Sei © C P(X) mit ) € ©. Sei p: © — R eine Abbildung
mit
o (A) >0 fir alle A € O,

o u(0) =

M(Z ) - Znéw :U’( ) f’L'I:T’ jede FOlg(i (An)new in © mit
A;NA —@furz#gundzn@fl € 0.

Ist © eine Mengenalgebra, so heifst p ein Primaf auf ©. Ist © eine o-
Algebra, so heifit u ein Maf$ auf ©.

Satz 3.13 Sei A eine Mengenalgebra auf X und sei p ein o- endliches Primaf
auf A (d.h. es existiert eine Folge (Ap)new n A mit |J .. A, = X und
u(Ay) < oo fir allen € w).

Dann gibt es genau ein Maf$ fi auf der von A erzeugten o-Algebra o(A) mit
fira = p; dieses Maf ist ebenfalls o-endlich.

new

Satz 3.14 Sei S eine o-Algebra auf X und p ein Maff auf S. Sei
S, ={BUM:BecSAMecPX)AN3INeS (W(N)=0AM C N)}.

Dann ist S, eine o-Algebra auf X mit S C S,,. Ferner existiert genau eine
Fortsetzung von p zu einem Maf$ fi auf Sy, ndmlich genau das durch

A(C) = pu(B), falls C =BUM € S,

definierte. S, heifst die bzgl. p vervollstindigte o-Algebra, die Elemente aus
Sy heiffen p-messbar.

Die Beweise dieser Sitze konnen beispielsweise in [Schmitz] oder [Kohnen]
nachgelesen werden.

Damit kénnen wir nun die o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen und
das Lebesgue-Maf3 definieren. Dazu beziehen wir uns in diesem Fall auf den
Cantor-Raum, da dieser fiir die folgenden Betrachtungen bzgl. des Lebesgue-

Mafles in Kapitel 5 zu Grunde gelegt wird.

Sei A die durch die basisoffenen Mengen erzeugte Mengenalgebra auf “2.
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Dann koénnen wir auf A ein Pramaf i definieren durch

(

Us) = W fir s € w2,

(Un<r Cn) = X< (Cp) falls Cy, € A, C; N C; =0 fiir n,i,j <k,
(“w\ C) =1-p(C) fiir C € A.

Nach Satz (3.13) liasst sich fi zu einem eindeutigen o-endlichen Maf3 auf
der durch A erzeugten o-Algebra auf “2, welche gerade die o-Algebra der
Borel-Mengen ist, erweitern. Dieses Mafl nennen wir das Borel-Lebesgue-
Ma8.

Mit Satz (3.14) kénnen wir nun die Menge der Lebesgue-messbaren Mengen
als die bzgl. des Borel-Lebesgue-Mafles vervollstéindigte o-Algebra auf “2
sowie das Lebesgue-Maf} als das zugehorige erweiterte Maf3 auf dieser defi-

nieren?.

Fir I' € P(“w) definieren wir I'-LM als das Axiomenschema, welches be-
sagt, dass jede Menge aus I' Lebesgue-messbar ist.

ITI. Die Bairesche Eigenschaft

Obwohl wir uns mit der Baireschen Figenschaft im Folgenden nicht néher
beschéiftigen, werden wir sie der Vollstdndigkeit halber an dieser Stelle defi-
nieren.

Definition 3.15 FEine Menge A C “w heifit nirgends dicht, wenn thr Kom-
plement eine dichte offene Teilmenge enthilt.

Eine Menge A C “w heifit mager, wenn sie abzdhlbare Vereinigung nirgends
dichter Mengen ist.

Fiir Mengen A und B sei A A B := (A\ B)U (B \ A) die symmetrische
Differenz.

Definition 3.16 Fine Menge A C “w hat die Bairesche Eigenschaft, wenn
es eine offene Menge G C “w gibt, so dass A A G mager ist.

Die Mengen mit der Baireschen Eigenschaft bilden eine o-Algebra und da
jede offene Menge die Bairesche Eigenschaft besitzt folgt, dass insbesondere
jede Borelmengen die Bairesche Figenschaft hat.

Magere Mengen spielen in Bezug auf die Bairesche Eigenschaft eine dhn-
liche Rolle wie die Nullmengen in Bezug auf Lebesgue-Messbarkeit. (Vgl.

3Fiihren wir diese Konstruktion im Baireschen Raum aus, so ist das so definierte MaB
nicht normiert. Dies bereitet jedoch keine Schwierigkeiten, da es o-endlich ist und man
daher zu einem endlichen, normiertem Maf iibergehen kann (vgl. [Schmitz]).
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hierzu beispielsweise die entsprechenden Kapitel in [Jech].) Dennoch, obwohl
sowohl “mager” als auch “vom Mafl Null” in gewisser Weise “vernachlissig-
bar” bedeuten, lasst sich zeigen, dass sich die Menge der reellen Zahlen in
eine magere Menge und in eine Nullmenge zerlegen lésst.

Fir I' € P(“w) definieren wir I'-BP als das Axiomenschema, welches be-
sagt, dass jede Menge aus I' die Bairesche Eigenschaft besitzt.

IV. Regularititseigenschaften und projektive Mengen

Nachdem wir nun die Axiomenschemata I'-PSP, I'"LM und I'-BP definiert
haben, stellt sich die Frage, fiir welche Mengen I' diese in ZFC bewiesen
werden konnen.

Es gilt folgender Satz:

Satz 3.17 Sei A C “w analytisch. Dann gilt
i) A hat die Perfekte-Teilmenge-Figenschaft.
i1) A ist Lebesgue-messbar.
i11) A hat die Bairesche Eigenschaft.

Da mit jeder Menge A C “w, welche Lebesgue-messbar ist bzw. welche die
Bairesche Eigenschaft besitzt, auch deren Komplement die entsprechende
Regularititseigenschaft hat, folgt aus Satz (3.17) insbesondere auch IT}-LM
und IT}-BP.

Den Beweis von X1-PSP fiihren wir in ZFC~ +V = HC in Abschnitt (4.1).
Die Beweise von 31-LM und 21-BP verlaufen analog zueinander und kénnen
beispielsweise in [Jech] nachgelesen werden.

Da L ein Modell von ZFC ist, zeigt der folgende Satz, dass diese Ergebnisse
in ZFC schon die bestmdglichen sind.

Satz 3.18 Gelte V = L. Dann existiert eine A} Menge, welche nicht Lebesque-
messbar ist und nicht die Bairesche Figenschaft besitzt. Ferner existiert eine
iiberabzihlbare TIT Menge, welche keine perfekte Teilmenge besitzt.

Auch bei diesem Satz werden wir exemplarisch den Beweis fiir —IT{-PSP
fithren, jedoch nicht unter der Annahme V = L sondern fiir den Fall V =
L[z] (mit einer reellen Zahl z) und wieder in ZFC~ +V = HC (vgl. (4.2)).
Dazu konstruieren wir eine in L[] iiberabzihlbare 23-Menge C* (bzw. Klas-
se, da wirin ZFC~+V = HC arbeiten) ohne perfekte Teilmenge (Teilklasse)
und zeigen, dass aus I1}-PSP schon X1-PSP folgt. Die Klasse C* werden wir
spéter in Abschnitt (4.3) fiir eine Charakterisierung von IT}[z]-PSP nutzen.
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Sei wvolle topologische Regularitdt das Axiomenschema, welches besagt, dass
jede projektive Klasse reeller Zahlen Lebesgue-messbar ist, die Bairesche
FEigenschaft besitzt und, falls sie iiberabzéhlbar ist, eine perfekte Teilklasse
enthdlt. Dann gilt mit Satz (3.18), dass ZFC + —wolle topologische Regu-
laritdt relativ konsistent zu ZFC ist und es stellt sich die Frage, ob auch
die relative Konsistenz von ZFC+Hwolle topologische Regularitit zu ZFC
gezeigt werden kann.

R. M. Solovay [Solovay| bewies mit Hilfe von Forcing, dass ZFC+wolle to-
pologische Regularitit relativ konsistent zu ZFC+es existiert eine uner-
reichbare Kardinalzahl ist*. Jedoch gilt nach einem Resultat von S. Shelah
[Shelah], dass es dabei nicht moglich ist, auf die unerreichbare Kardinalzahl
zu verzichten und dieses Ergebnis somit zu einer relativen Konsistenzaussa-
ge bzgl. ZFC zu verbessern.

In Anlehnung an Solovays Ideen kann aber eine weitere relative Konsistenz-
aussage gemacht werden, welche fiir uns von besonderem Interesse ist, da sie
insbesondere die “Umkehrung” unserer in Kapitel 6 bewiesenen Resultate
impliziert: Ist ZFC konsistent, so ist auch ZFC~™ +V = HC +wolle topolo-
gische Regularitit bzw. SO A+wolle topologische Regularitit konsistent.
Dieses Resultat aus [Mollerfeld/Koepke] wird in der Diplomarbeit von Da-
niel Busche [Busche| ausgefithrt und beruht auf einem Klassenforcing, bei
welchem nicht eine unerreichbare Kardinalzahl (wie bei Solovay) kollabiert
wird, sondern die gesamte Klasse aller Ordinalzahlen.

Abschlieflend sei an dieser Stelle angemerkt, dass das Auswahlaxiom die
Existenz einer Menge reeller Zahlen liefert, welche keiner der drei Regula-
ritétseigenschaften geniigt®

3.3 Borel-Codes

In diesem Abschnitt definieren wir eine Codierung von Borelmengen durch
Elemente des Baireschen Raumes. Arbeiten wir in ZFC~ +V = HC, so
sind Borelmengen im Allgemeinen echte Klassen und Borel-Codes bietet so-
mit eine Moglichkeit, diese Klassen durch Mengen zu représentieren. Damit
lasst sich dann beispielsweise in gewohnter Weise die Borel-Hierarchie de-
finieren, was sonst zu Schwierigkeiten fithren wiirde, da man dazu Klassen
von Klassen bilden miisste.

Der Leser, der an einer genaueren Darstellung der hier skizzierten Beweis-

“Dabei kann wolle topologische Regularitit sogar durch die stirkere Annahme, dass jede
mit einem Parameter aus “OR definierbare Menge reeller Zahlen allen drei Regularitéits-
eigenschaften geniigt, ersetzt werden.

®Dennoch ergibt sich aus einer Erweiterung des Beweises der oben zitierten Ergebnisse
von Solovay, dass auch die Annahme, dass jede beliebige Menge reeller Zahlen allen drei
Regularititseigenschaften geniigt +(DC) + ZF relativ konsistent zu ZFC+es existiert
eine unerreichbare Kardinalzahl ist.
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ideen interessiert ist, sei auf das Buch von [Jech] verwiesen, an dem sich
folgende Ausfithrungen orientieren.

Definition 3.19 Sei s1, s9, ..., Sg,... eine rekursive Aufzihlung der Ele-
mente aus <“w. Fiir ¢ € “w seien u(c), v;(c) € “w definiert durch

u(c)(n) =c(n+1) und vi(c)(n) =c(T'(i,n)+1)

fiir n € w, wobei I' die kanonische Bijektion von “w X “w auf “w sei.
Fiir a € wy definieren wir nun die Mengen Yo und I, durch

ceX falls ¢(0) > 1,
cell, falls entweder ¢ € ¥g Ullg mit 8 < «
oder ¢(0) = 0 und u(c) € Xy;
c€ X (a>1) falls entweder c € ¥gUIlg mit f < «
oder ¢(0) =1 und vi(c) € Ug,(Es UIlg) fuer alle i.

Ist ¢ € B, bzw. ¢ € I, so nennen wir ¢ einen X0-Code bzw. einen T -
Code. Schliefslich definieren wir die Menge der Borel-Codes BC' als

BC = Ua€w1 Ea = Ua€w1 Ha'
Fiir jedes ¢ € BC definieren wir eine Borelmenge A. wie folgt:

ist c € 3y dann sei Ac = U{U,) : c(n) = 1};
ist ¢ € Iy und c¢(0) =0 dann sei Ac =“w \ Ay(e);
ist ¢ € ¥y und c(0) =1 dann sei Ac = U, Avi(c)-

S Vi

Mit dieser Definition eines Borel-Codes wird also nicht nur die codierte Bo-
relmenge, sondern auch in recht anschaulicher Weise deren Konstruktion
durch Vereinigungs- und Komplementbildung aus den basisoffenen Mengen
beschrieben.

Mit Induktion nach « zeigt man leicht, dass

cEY, & A e X0
bzw.

cell, < A, € IO

fiir jedes a € wy gilt.

Lemma 3.20 Die Menge BC' aller Borel-Codes ist T1}.

Beweisidee:
Man definiert eine arithmetische Relation £ auf “w durch
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rEy+ y0)=0Az=u(y)) V Jicw (y(0) =1Az=1(y)).
und zeigt:

y € BC > FE ist unterhalb von y fundiert
> es gibt kein (zo, 21, ..., Zn, ...) Mit 29 = y so dass gilt Vn(zp4+1 £ 2,)-

Dabei folgt “—” direkt aus der Definition von E und “<” ergibt sich aus
einer Induktion nach der Rang-Funktion auf extp(y) = {2z € “w : z E y},
welche zeigt, dass alle z € extp(y) und schlie8lich auch y selbst Borel-Codes
sind. o

Lemma 3.21 Es gibt ein 11} Prddikat P und ein 1 Pradikat Q
auf “w X “w, so dass fir jeden Borel-Code ¢ und fiir jedes a € “w gilt:

ac A, (a,c) € P (a,c) €.

Beweisidee:

Fiir festes ¢ € “w definiert man T als die kleinste Teilmenge von “w, wel-
che ¢ enthélt und mit jedem ihrer Elemente y auch jedes z mit z E y. T
ist eindeutig und enthélt gerade die Codes aller Borelmengen, welche zur
Konstruktion der durch ¢ codierten Borelmenge benttigt werden. Da dies
offensichtlich nur abzihlbar viele sein konnen, ist somit auch T hochstens
abzéhlbar.

Des Weiteren kann man eine Bedingungen angeben, so dass jede Funkti-
on h: T — {0,1}, welche diese erfiillt, die Eigenschaft hat, dass fiir jedes
y € T h(y) genau dann den Wert 1 annimmt, wenn a € A, gilt. Eine solche
Bedingung kann wie folgt definiert werden:

(y(0) >0ATIncw (y(n) =1Na €Us,))
Yy eT: h(y) =16 V(y(0)=0Ah(u(y)) = 0) 1)
V(y(0) =1AFi €w h(vi(y)) =1).

Da ein h, welches diese Bedingung erfiillt, eindeutig sein muss, lassen sich
nun P und @ definieren:

(a,c) € P+ (VT C“w)(Vh: T — {0,1}) :
Geniigt T entsprechenden obigen Definitionsbedingungen
und geniigt h der Bedingung (1), so gilt h(c) = 1.

(a,¢) € Q< (3T C“w)(3n: T — {0,1}) :

Geniigt T entsprechenden obigen Definitionsbedingungen
und geniigt h der Bedingung (1), so gilt h(c) = 1.
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Es ist klar, dass fiir ¢ € BC' und fiir jedes a € “w gilt:
a€ A+ (a,c) € P+ (a,c) €Q.

Damit bleibt nur noch die Komplexitéit der Priadikate P und @ festzustellen.
Diese ergibt sich jedoch daraus, dass nur die Quantoren iiber 7" und h echt
iiber Elemente des Baireschen Raumes quantifizieren und wir erhalten wie
gewiinscht, dass P eine II} und Q eine ¥1 Relation darstellen. o

Mit Lemma (3.21) erhélt man unmittelbar, dass auch die Eigenschaften
A. C Ay, Ac=Agund A. = T} sind. Beispielsweise gilt:
A, C Ay c,de BC AVa((a,c) € P — (a,d) € P).

Aufgrund von Shoenfield-Absolutheit (vgl. Satz (6.7)) gilt somit, dass alle
bisher betrachteten ITj-Eigenschaften absolut sind fiir L[a] bzw. fiir transi-
tive Modelle, in welchen ebenfalls geniigend starke Axiome gelten. Aus der
Absolutheit von a € A, erhalten wir dabei auBerdem, dass AM = A.N M
fiir jedes solche Modell M gilt.

Da man mit Hilfe der einzelnen Codes ¢, einer Folge von Borelmengen A,
bzw. aus dem Code ¢ einer Borelmenge A, in offensichtlicher Weise einen
Code fiir die Borelmenge |J,,c., Ac, bzw. die Borelmenge “w \ A. angeben
kann und aufgrund der Absolutheit von A, = Ay folgt ferner die Absolutheit
folgender Eigenschaften:

Ac=AcUAg, Ac=AcNAg, Ac=“w\ Ac, A= Ac A Ag, Ac = | Ac,.

new

3.4 Deskriptive Mengenlehre in ZFC~+V=HC bzw. in SOA

In ZFC~ +V = HC konnen reelle Zahlen wie in ZFC definiert werden. Je-
doch ist der Bairesche Raum keine Menge mehr, sondern eine echte Klasse,
da er iiberabzihlbar ist. Ebenso miissen Teilklassen von N keine Mengen
mehr sein. Wir werden daher in ZFC~ +V = HC von abgeschlossenen und
offenen Klassen bzw. von Borelklassen, analytischen Klassen, projektiven
Klassen, IT}-Klassen etc. sprechen.

Bereits die in ZFC' definierten basisoffenen Mengen sind in ZFC~ +V =
HC(C keine Mengen mehr, da jedes Us iiberabzihlbar ist. Dies bereitet je-
doch wenig Schwierigkeiten, da sich die Us wegen x € Us <> Tygom(s) = S
als Klassen definieren lassen. Ebenso kanonisch nennen wir eine Klasse O
offen, falls eine Menge A C <“w (A ist immer abzihlbar) existiert mit
€0 ¢ 35 € A Tygom(s) = S-

Versuchen wir nun analog wie in ZFC die Borelmengen durch die Borel-
Hierarchie oder als die kleinste o-Algebra, welche alle offenen Klassen enthélt,
zu definieren, so stoflen wir zunéchst auf Schwierigkeiten. Denn da wir keine
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Klassen von Klassen bilden konnen, lassen sich im Allgemeinen auch keine
Klassen-Analoga fiir Mengen von Teilmengen reeller Zahlen wie zum Beispiel
die Menge der Borelmengen oder die Menge der Eé—Mengen definieren.
Erinnern wir uns an die im letzten Abschnitt definierten Borel-Codes, so
kénnen wir uns jedoch im Fall der Menge der Borelmengen sowie den Men-
gen der X0-) TI- bzw. AY-Mengen wie folgt behelfen: Anstelle der Menge
der Borelmengen betrachten wir die Klasse BC' der Borel-Codes, die, wie wir
bereits gesehen haben, II}-definierbar ist. Ebenso reden wir nicht mehr von
den Mengen der X0, TI2-, bzw. AY- Mengen, sondern von den Klassen der
Yo, Ha- bzw. A,- Codes. Schliellich sagen wir, dass eine Klasse C' Borel
oder X0, TI? bzw. A ist, falls es einen entsprechenden Borel-Code ¢ gibt
mit x € C < x € A..

Da wir das Hilfsmittel der Borel-Codes bei den projektiven Mengen nicht
mehr zur Verfiigung haben, verzichten wir hier auf Klassenanaloga fiir die
Menge der projektiven Mengen oder die Mengen der X!- TIl- bzw. Al-
Mengen. Solche werden im Folgenden auch nicht benétig, denn es wird
geniigen, dass wir mit Hilfe der Lightface-Hierarchie ohne Schwierigkeiten
31 TIl- bzw. Al- Klassen definieren kénnen: Ist a eine reelle Zahl, so nen-
nen wir eine Klasse C' X1 [a], IIl[a] bzw. Al[a], wenn sich C' durch eine %} -,
ITl- bzw. Al-Formel mit dem Parameter a definieren lisst. Ferner nennen
wir eine Klasse C X1 TI} bzw. Al wenn es ein a € “w gibt, so dass C
Ylla], T[a] bzw. Alla] ist.

Auch die Regularitiatseigenschaften lassen sich fiir Klassen definieren. Im
Falle der Perfekte-Teilmenge-Eigenschaft ist dies unmittelbar klar, da sich
die Definition einer perfekten Menge bzw. einer perfekten Teilmenge ohne
Schwierigkeiten auf Klassen iibertragen lisst. Beispielsweise kann man eine
Klasse C als perfekt bezeichnen, wenn es einen perfekten Baum 7" auf w (die-
ser ist als Teilmenge von <“w immer eine Menge) gibt mit x € C <> z € [T].
Falls fiir ein solches T gilt = € [T] — = € C, so sagen wir, dass die Klasse C
eine perfekte Teilklasse enthélt.

Bei der Definition der Lebesgue-Messbarkeit und des Lebesgue-Mafles fiir
Klassen ist die oben beschriebene Darstellung der “Klasse aller Borelklas-
sen” als Klasse aller Borelcodes, also BC', sehr hilfreich. Denn mit diesem
Trick kann man wie gewohnt zunéchst ein Pramaf, diesmal auf den entspre-
chenden Codes, definieren und dieses dann auf die Klasse BC' erweitern.
Dies ist moglich, da BC' eine Art “o-Algebra der Borelmengen” (welche ja
in dieser Form nicht existieren kann) reprasentiert. Das Borel-Lebesgue-Maf
einer Borelklasse ergibt sich dann aus dem des entsprechenden Borel-Codes.
Anschlieend definiert man fiir eine Klasse C' Lebesgue-messbar zu sein,
wenn es Borel-Codes ¢; und ¢y gibt, wobei ¢y das Mafl Null zugeordnet sei,
mitre C—x¢€ A, Vo€ A, und v € A, = x € C. Das Lebesgue-Maf}
einer solchen Klasse stimmt dann mit dem des ¢; zugehorigen iiberein.
Auch die Bairesche Eigenschaft ldsst sich ohne Schwierigkeiten fiir Klassen
definieren. Da diese aber im Folgenden fiir uns keine Rolle mehr spielen wird,

26



verzichten wir an dieser Stelle auf ausfiihrlichere Beschreibungen.

Mit den Axiomenschemata I'-PSP, I'-LM und I'-BP bezeichnen wir in ZFC~
+V = HC die Aussage, dass die entsprechende Regularitiatseigenschaft fiir
jede I'-Klasse reeller Zahlen gilt. Hierbei bezeichne I' nun nicht mehr eine
Menge von Teilmengen des Baireschen Raumes, sondern lediglich eines der
Symbole X0, T1%, AY bzw. IL, I}, Al

Wie bereits in 3.1 beschrieben, verwendet man in Z FC mehrere dquivalente
Charakterisierungen analytischer Mengen. Nach unserer Definition iiber die
Formelkomplexitéit der definierenden Formel sind die analytischen Klassen
gerade die, die sich iiber eine %1-Formel mit einem reellen Parameter de-
finieren lassen. Da der zweite Teil des Beweises von Satz (3.9) ebenso in
ZFC™ +V = HCgilt, erhalten wir zunéchst, dass sich analytische Klas-
sen als Projektionen abgeschlossener Klassen (reprisentiert durch Béume)
darstellen lassen. Wir werden im Folgenden des Weiteren insbesondere die
Charakterisierung analytischer Klassen als stetiges Bild des gesamten Baire-
schen Raumes verwenden und wollen diese daher hier kurz in ZFC~ 4+ V =
HC beweisen.

Lemma 3.22 In ZFC™ 4+ V = HC gilt:
Sei A eine analytische Klasse. Dann existiert eine stetige Funktion f, die
eine echte Klasse ist, so dass A = f[*w]| gilt.

Beweis:

Wir zeigen die Aussage zunéchst fiir eine abgeschlossene Klasse C.

Sei T ein Baum auf w mit C' = [T]. (Diese Charakterisierung abgeschlossener
Klassen gilt offenbar auch in ZFC™ 4+ V = HC'. Ferner ist T" als Teilmen-
ge von <“w abzihlbar und daher eine Menge.) O.B.d.A. existiere fiir jedes
se€T einteT mit s Ctund dom(t) > dom(s).

Wir benétigen im Folgenden die Kleene-Brouwer-Ordnung <%Z auf T', wel-
che fiir s,t € T definiert ist durch s <KB ¢ 1«5t C sV (In < dom(s))[stn =

tin A s(n) < t(n)]).

Sei nun f : <“w — T induktiv definiert durch:

f(s) = s, falls s € T und f(s) =t , falls gilt: t € T und dom(t) = dom(s)
und fiir alle n € dom(s) gilt f(sy,) €t und ¢ ist bzgl. der Kleene-Brouwer-
Ordnung <®B auf T' das kleinste solche .

f ist offensichtlich abzédhlbar und daher eine Menge.
Definiere nun die Klasse f durch

(x,y) € [,y €YwAVN €W (Tn, Yn) € f.

Dann sieht man leicht, dass C' = f[“w] gilt und da d(f(x), f(y)) < d(z,y)
fiir alle z,y € “w gilt, auch, dass f stetig ist.

Ist nun A analytisch, dann gibt es einen Baum 7" auf wxw, so dass A = p([T])
gilt, mit anderen Worten, A ist die Projektion einer abgeschlossenen Klasse
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[T]. Sei ¢ : Yw — “w X “w der kanonische Homdomrphismus und ¢ eine
nach obigem Beweis existierende stetige Funktion mit g[“w] = C, wobei
C = ¢~ ![T7]] sei. Dann liisst sich f = po ¢ o g als Klasse definieren:

(I‘,y) € f =T,y € “w A E|Zl EIZ52 (l’,Zl) € g/\ 90(21) = (2273/)‘

Offensichtlich ist f stetig und leistet das Gewiinschte, da f[“w] = A gilt. o

In SOA kénnen wir die Definitionen aus ZFC~ + V = HC {ibernehmen,
da nach Abschnitt (2.2) ein SOA-Modell immer als der analytische Teil ei-
nes ZFC~ +V = HC-Modells aufgefasst werden kann.

Reelle Zahlen fasst man dabei auf natiirlichste Weise als Teilmengen natiirli-
cher Zahlen, also gerade als die zweitstufigen Objekte auf. Denn wenn wir
ein SOA Modell U immer als analytischen Teil UMY des zugehorigen Baum-
modells MY betrachten, ist dies deshalb besonders schén, da die in diesem
Modell definierten reellen Zahlen dann genau die gleichen Objekte sind wie
die im zugehorigen Baummodell definierten reellen Zahlen (auch hier als
Teilmengen natiirlicher Zahlen definiert).

Natiirlich kénnen wir auch in einem SO A Modell reelle Zahlen beispielsweise
als Elemente des Baireschen Raumes definieren. Da diese dann aber Funk-
tionen sind und daher iiber Teilmengen natiirlicher Zahlen codiert werden
miissen (in SOA gibt es keine Mengen zweitstufiger Objekte), sind diese in
diesem Fall nicht identisch mit den im zugeho6rigen Baummodell als Elemen-
te des Baireschen Raumes definierten Objekten.

Wir werden im Folgenden jedoch stets in ZFC~ 4+ V = HC und nicht in
SOA arbeiten.

3.5 Eine Darstellung von X1-Klassen als Projektionen von
Baumen

Folgender Abschnitt orientiert sich an [Jech].

Wir haben bereits gesehen®, dass jede X1-Klasse die Projektion eines Bau-
mes auf w X w ist. Eine dhnliche Charakterisierung werden wir nun fiir 33-
Klassen zeigen. Der zugehorige Baum ist in diesem Fall jedoch auf w x OR
definiert und daher im Allgemeinen eine echte Klasse.

Wir arbeiten in ZFC~ +V = HC'.

Satz 3.23 Jede $1-Klasse ist die Projektion eines (Klassen-)Baumes T auf
w x OR.

5Vgl. zweiter Teil des Beweises von Satz (3.9) im Abschnitt iiber projektive Mengen,
dieser ist auch in ZFC™ 4+ V = HC giiltig
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Beweis:
Sei a € “w und sei A € X1[a]. Dann gilt

r€A Jye“wVzr e wIn€w (T, Yns Zns Gtn)-
Wir definieren einen Baum S auf w?® durch
S = {(t1,t2,t3) € (Yw)? : dom(ty) = dom(ts) = dom(ts) A

Vn € dom(tl) —|g0(7511~n, tQTn, thn, aTn)}~

Ferner definieren wir fiir z,y € “w
Stay) = {5 € “w: (Trdom(s) Yydom(s)> 5) € S}.
Dann erhalten wir
T €A Jy € “w S,y ist fundiert

< Jy € “w3f : Spy) — ORmit [(s,t € Sip )AL C sAs #t) — f(s) < f(t)],

wobei die zweite Aquivalenz gilt, da S(x,y) offensichtlich hochstens abzéhlbar
verzweigt ist”.

Wir definieren nun eine Klasse U, welche ein Baum auf w x w x OR ist, so
dass gilt

re€AeIye®wIf w— ORVN (T4n, Ytn, frn) € U. (2)

Sei e : ““w — w eine Bijektion mit e(s) > dom(s) fiir alle s € <“w.
Fiir z,y € “w und fir s C z, ¢ C y mit dom(s) = dom(t) sei
S(s,t) =17 € S(zy) : dom(r) < dom(s)}. Wir definieren nun U wie folgt:

(s,t,9) €U <> s,t € <“wAge <“ORAdom(s) = dom(t) = dom(g)
A Ef : S(s,t) — OR
Vr,r' € S [ 2r AT # ) = f(r') < f(r)] A
Vk € dom(g)
(e 1(k) € Stany = 9(k) = Fle~ (k) A
() # Sy = 908) = O)],

Die Idee hierbei ist, dass g einen Code fiir das oben beschriebene
[ S(s,r) = OR darstellt. Ein solches f nennen wir ordnungstreu.
Wir haben also:

"Da es nur abzihlbare Ordinalzahlen gibt, kann ein (Klassen-)Baum, welcher
iiberabzihlbar oft verzweigt ist, durchaus fundiert sein ohne dass er eine Abbildung in
die Ordinalzahlen mit der gewiinschten Eigenschaft zulasst.
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(s,t,9) €U > [s,t € “Yw, dom(s) = dom(t) = dom(g) und g codiert
ein ordnungstreues f : S(s ;) — OR].

Wegen e(s) > dom(s) fiir alle s € <“w ist U ein Baum. Denn sei (s,t,g) € U
und sei f: S — OR wie in der Definition von U. Seien § = sy, t= tn
und g = gy, fiir ein n < dom(s). Dann ist f= fTS(g 5 ein Zeuge dalfiir, dass

(3,t,§) € U gilt. Denn f ist offensichtlich ordnungstreu und es gilt fiir jedes
k € dom(g) wegen dom(e (k) < k < n:

6_1(]€) € 5(5@ <~ e_l(k) S S(Sﬂf)' (3)
Damit folgt:

o Ist e (k) € S,y so gilt g(k) = g(k) © flem'(k))
Fle ! (k).

o Ist e (k) & Sz, 50 gilt §(k) "= g(k) 2 0.

Zu zeigen bleibt, dass (2) gilt.
Gelte x € A. Dann existiert ein y € “w und ein ordnungstreues f : Sy, ,) —
OR. Somit bezeugt f’, definiert durch

iy { JTHED - falls 78 € Sy

0 , sonst,

dass die rechte Seite von (2) gilt. Denn sei n € w beliebig. Fiir k£ < n gilt dann
wegen dom(e t(k)) < k < n schon e (k) € S(arnm) e (k) € S(zy)
und es folgt daher, dass f&z gerade der Code von fTS(zT ) ist. Somit gilt

(Ttns Ytns f1,) € U fiir alle n € w.

Gelte umgekehrt 3y € “w 3g : w = OR Yn (T4n, Ypn, gtn) € U. Decodieren
wir g mit Hilfe der Bijektion e, so erhalten wir offensichtlich eine Abbildung
[t 8@y — OR, die ordnungstreu ist, d.h. es gilt, dass S(,,) fundiert ist
und damit folgt x € A.

Nun transformieren wir U in einen Baum K auf w X (w x OR), indem wir
die Tripel

((5(0), ...s(n — 1)), (t(0), ..., t(n — 1)), (9(0), ..., g(n — 1)))
aus U durch Paare

((s(0), -+, s(n = 1)){(£(0), 9(0)), ..., (t(n = 1), g(n = 1))))

ersetzen. Sei [ : OR — w x OR eine Bijektion. Wir definieren dann den
Baum T auf w x OR durch

(s, f)eT + (s,l(f)) e K
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und erhalten mit (2)
re€AwIh:w—wx ORYN (T4, byn) € K

< 3f :w—=> ORVn(x4n, frn) €T. O
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4 TI-PSP

Das Hauptanliegen dieser Arbeit ist es, die Stérke einiger topologischer Re-
gularitdtsaxiome in Bezug auf SOA bzw. ZFC™ +V = HC genauer zu un-
tersuchen. Bevor wir damit beginnen, werden wir in diesem und im néchsten
Kapitel einige Betrachtungen zu den konkreten Axiomenschemata, welche
wir anschlieBend in Bezug auf ihre Stérke analysieren wollen, anstellen.
Zunichst interessieren uns die Axiomenschemata der Form I'-PSP, also Re-
gularitdtsannahmen beziiglich der Perfekte-Teilmenge-Eigenschaft. Nahe lie-
gend sind dabei die folgenden Fragen:

e Fiir welche projektiven Klassen ldsst sich das Schema der Perfekte-
Teilmenge-Eigenschaft in ZFC™ +V = HC (bzw. in SOA) beweisen?

e Fiir welche projektiven Klassen ldsst sich zeigen, dass das Schema der
Perfekte-Teilmenge-Eigenschaft aus den Axiomen von ZFC~ 4+ V =
HC (bzw. SOA) nicht mehr gefolgert werden kann, d.h. beziiglich wel-
cher bietet sich iiberhaupt eine axiomatische Erweiterung diesbeziiglich
an?

e Wie “sicher” sind mogliche Axiomenschemata beziiglich der Perfekte-
Teilmenge-Eigenschaft, d.h. inwieweit besteht die Gefahr, die (ange-
nommene) Konsistenz von ZFC~ 4+ V = HC (bzw. SOA) durch eine
Erweiterung um ein solches zu zerstéren?

Die ersten beiden Fragen werden wir in den Abschnitten 4.1 und 4.2 erértern.
Dabei wird sich ergeben, dass IT}-PSP das schwiichste Axiomenschema die-
ser Art ist, um welches wir ZFC~+V = HC (bzw. SOA) in sinnvoller Weise
erweitern konnen. Obwohl dieses somit zunéchst eher “unspektakuldr” er-
scheint, werden wir in Kapitel 6 zeigen, dass es dennoch bereits von beacht-
licher Starke ist. Um diese Stérke zeigen zu kénnen, werden wir auf eine der
in Abschnitt 4.3 angegebenen Charakterisierungen von ITj []-PSP (x € N)
zuriickgreifen.

Die letzte Frage lassen wir zunéchst offen. Eine Antwort, die jedoch eine
Fallunterscheidung beinhaltet, wird sich aber unmittelbar aus den Ergeb-
nissen von Kapitel 6 ergeben (vgl. Satz (6.14)): Nehmen wir an, SOA bzw.
ZFC™ +V = HC sei konsistent. Ist ZFC ebenfalls konsistent, so ist auch
jede Erweiterung von SOA bzw. ZFC~ 4+ V = HC um ein Axiomenschema
der Form I'-PSP konsistent. Ist ZF'C nicht konsistent, so muss jede solche
Erweiterung inkonsistent sein.

In diesem wie in den folgenden Kapiteln arbeiten wir, soweit nichts anderes

gesagt wird, in ZFC~ +V = HC'. Die Ergebnisse lassen sich damit gemif
Abschnitt 2.2 stets auf SOA iibertragen.
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4.1 Analytische Klassen und die Perfekte-Teilmenge-
Eigenschaft

In diesem Abschnitt werden wir X1-PSP beweisen. Da jede Borelklasse
31 ist, folgt daraus insbesondere, dass auch jede Borelklasse die Perfekte-
Teilmenge-Eigenschaft besitzt.

Satz 4.1 Jede analytische Klasse ist entweder abzdhlbar oder besitzt eine
perfekte Teilklasse.

Um Satz (4.1) zu beweisen, bendtigen wir folgendes Lemma

Lemma 4.2 Sei A C “w abgeschlossen und nicht leer. Sei T ein blattloser
Baum mit [T] = A. Dann gilt:

A ist kompakt < T ist endlich verzweigt.

Beweis:

“=": Sei A kompakt. Nehmen wir an, T sei nicht endlich verzweigt. Dann
existiert ein s € T mit [{s™(l) : 1 € w A s () € T} = No. Wir definieren
eine offene Uberdeckung © von A durch

O={Us~qpy:lewns () eT}U{U, cx € ANz ¢ Us}.

tdom(s)+1

Offensichtlich existiert keine endliche Teiliiberdeckung von O, welche A
iiberdeckt und wir erhalten, dass A nicht kompakt gewesen sein kann.

“<":Sei T endlich verzweigt und sei O eine offene Uberdeckung von A.
Ohne Einschrinkung diirfen wir annehmen, dass O = {U, : s € B} fiir ein
B C T gilt. Nehmen wir an, dass es keine endliche Teiliiberdeckung von O
gibt.

Fiir n € w sei

O, ={Us : s € BANdom(s) < n}.

Da T endlich verzweigt ist, ist O, fiir jedes n € w endlich und somit keine
Uberdeckung von A.
Fiir n € w definieren wir

Tn:{SET:dom(s):n/\VﬂzEUOn Tyn # S}

und
7= |7
new
T ist ein Baum, denn gilt s € T, so folgt wegen O, C Odom(s) fiir alle
n < dom(s) auch 5 € T fiir jedes 5§ C 5. Da O, keine Uberdeckung von A
ist, ist T}, # 0 fiir alle n > 0 und da ferner T,, N Ty, = 0 fiir n # m gilt, folgt
|T| = Rg. Weiter gilt T C T woraus wir erhalten, dass 7' endlich verzweigt
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ist. Nach dem Lemma von Konig, welches besagt, dass jeder abzéhlbar un-
endliche, endlich verzweigter Baum einen unendlichen Pfad besitzt, existiert
somit ein z €[T] C [T] = A. Da O eine Uberdeckung von A ist, existiert ein
s € B mit x € Us. Dies ist aber ein Widerspruch, da wir damit x,, ¢ T, fiir
alle n > dom(s) und damit = ¢ [T erhalten.

Also ist A kompakt. o

Wir beweisen nun Satz (4.1) mit einer Variante des Cantor-Bendixson Ar-
guments fiir den entsprechenden Satz fiir abgeschlossene Klassen:
Sei A analytisch und sei f : “w — “w eine nach Lemma (3.22) existierende
stetige Funktion mit A = f[“w]. Fiir einen (Mengen-)Baum 7" und fir s € T
sei

Ts={teT:tCsVsCt}.

Damit definieren wir einen Baum 7" durch
T = {se T: |fIT]] > Ro}.
Fiir @ € OR definieren wir nun rekursiv:
o T0 = <wy,
o Tt = (T),

o T =, T falls X € Lim.

Da <“w abzihlbar ist, existiert ein minimales § mit 70! = 77,

Nehmen wir zuniichst an, dass 7% = () ist. Da 6 hochstens abzéhlbar ist und
da fiir jedes 8 < 6 und fiir jedes s € TP\TPTL  f[[T7]] hochstens abzéihl-
bar ist, ist auch A = U z.g) Users o) FI[T?]] in diesem Fall hichstens
abzéhlbar.

Ist A iiberabzihlbar, so ist also 7% # (). Fiir jede endliche 0-1-Folge ¢ kon-
struieren wir nun ein s; € 7% wie folgt:

sy = () und fiir gegebenes s; seien s;~g D s; und s;~1 D 8¢ so gewihlt,
dass f[[TY_ ]] und f[[T? _ ]] disjunkt sind. Diese Wahl ist immer méoglich,
denn wegen |f[[T?]]] > Ry existieren insbesondere zo,z; € f[[T7]] mit
xo # x1. Sei € = d(xp,x1). Wegen der Stetigkeit von f finden wir ein §
mit d(z;,2) < 6 = d(f(z:), f(2)) < § fiir alle z € “w und fir i = 0, 1.
Wihlen wir 7 € w so grof3, dass n%rl < ¢ gilt, so kénnen wir s;~; = Xy
setzen fiir ¢ =0, 1.

Wir erhalten einen Baum U C T? durch

U={s€Yw:3te<v2 sCs}

Es gilt:
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i) U ist ein perfekter Baum, daher ist [U] perfekt.

ii) [U] ist kompakt. Dies ergibt sich mit Lemma (4.2), denn U ist nach
Konstruktion endlich verzweigt und als perfekter Baum ferner blattlos.

iii) f ist injektiv auf [U]. Denn seien x,y € [U] mit z # y. Dann existiert
ein n € w mit x4, # ypp. Wahlen wir nun zwei 0-1-Folgen t, und ¢,
mit dom(st,) > n, dom(st,) > 1, Trdom(s,,) = St, und Yrdom(st,) = Sty»
so erhalten wir wegen f[[TftIH N f[[TSety]] = () schon f(z) # f(y).

Sei P = f[[U]].

P ist als stetiges Bild einer kompakten Klasse kompakt und daher insbeson-
dere abgeschlossen. Weiter gilt P # () und P hat als stetiges, injektives Bild
einer perfekten Klasse keine isolierten Punkte. Damit ist P eine perfekte
Teilklasse von A. o

4.2 Die Perfekte-Teilmenge-Eigenschaft in L[x]

Wir werden nun sehen, dass bereits TI}-PSP nicht mehr aus den Axio-
men von ZFC™ +V = HC (bzw.SOA) gefolgert werden kann. Wir zeigen
dies, indem wir zunichst fiir jede reelle Zahl = eine Yi[z] Klasse C* an-
geben, welche keine perfekte Teilklasse enthélt und welche ferner in L[z]
iiberabziihlbar ist. AnschlieBend beweisen wir, dass II}-PSP bereits X1-
PSP impliziert. Somit ist dann IT}-PSP in L[z] falsch und da L ein Mo-
dell von ZFC~ + V = HC'ist, erhalten wir, dass 31-PSP in Bezug auf die
Perfekte-Teilmenge-Eigenschaft tatsachlich bereits das optimale Ergebnis in
ZFC™ 4V = HCbzw. SOA ist.

Die bei diesem Vorgehen konstruierte Klasse C* wird des Weiteren in Ab-
schnitt 4.3 ein Hilfsmittel sein, um eine Charakterisierung von I1}[z]-PSP
zu erhalten.

Da C”® als eine Klasse reeller Zahlen, welche Wohlordnungen codieren, de-
finiert wird, beschéftigen wir uns zunéchst mit WO, der Klasse der Codes
von Wohlordnungen auf den natiirlichen Zahlen.

FEine Wohlordnung ist eine lineare Ordnung, so dass jede nichtleere Teilmen-
ge ihres Definitionsbereichs ein kleinstes Element besitzt.

Mit Hilfe des Ersetzungsschemas kann gezeigt werden, dass zu jeder Wohl-
ordnung (A, <) eine eindeutig bestimmte Ordinalzahl a existiert, so dass
(A, <) isomorph zu (o, €44) ist. Dieses a wird als der Ordnungstyp von
(A, <) bezeichnet.

Jedes = € “w codiert eine zweistellige Relation E, auf w x w durch

m E, n < z(T'(m,n)) =0,

35



wobel I' die Godelsche Paarfunktion von w x w auf w sei.

Wir definieren
WO :={x € “w : x codiert eine Wohlordnung auf w x w}.

Ist x € WO, so bezeichnen wir mit ||z|| diejenige abzihlbare Ordinalzahl,
die isomorph zu der durch x codierten Wohlordnung ist.

Fiir x,y € WO schreiben wir z <o vy, falls ||z|| < ||ly|| gilt. Weiter sei
T =wo Yy eine abkiirzende Schreibweise fiir x <yyo y Ay <wo .

Um spéter beweisen zu konnen, dass C* keine perfekte Teilmenge besitzt,
brauchen wir den Boundedness-Satz. Eine Klasse A C WO heifit ordnungs-
typbeschrankt, wenn es ein x € WO gibt, so dass fiir jedes y € A gilt:
Y <wo .

Satz 4.3 Sei A eine Xi-Teilklasse von WO. Dann ist A ordnungstypbe-
schrinkt.

Dieser Satz, ebenso wie die genauen Ausfithrungen der im Folgenden skiz-
zierten Tatsachen, werden ausfiihrlich in [Jech] bewiesen.

Wichtig fiir den Beweis von Satz (4.3) ist, dass WO II} aber nicht %} ist.
Die Komplexitét von WO wird dabei auch fiir den Beweis von Lemma (4.5)
von Bedeutung sein.

C* werden wir des Weiteren als eine Klasse reeller Zahlen, die z-konstruktibel
sind, definieren, d.h., die Elemente aus C* sind in L[z|. Weiter brauchen wir
zur Definition von C* die auf L[z] definierte Wohlordnung <.

Um zeigen zu konnen, dass C% eine Y3 [x]-Klasse ist benstigen wir, dass die
Klasse der z-konstruktiblen reellen Zahlen sowie <, jeweils 33 [xz] sind. Dies
folgt daraus, dass sich in ZFC~ 4+ V = HC(C zeigen lisst, dass eine Klasse
genau dann Yi[z] ist, wenn sie ¥ [x] {iber (HC, €) ist.

Wir definieren nun die Klasse C*:

Definition 4.4 Sei xz € “w. Dann sei C* definiert durch
yeC* > ye Lzl Anye WOANNY <, y)ly € WO =y #wo y.
Lemma 4.5 Fiir jedes x € “w ist C* Yi[x].

Beweis:
Definiert man eine Relation R durch

(z,y) ER {zninewr={y 1y <.y}
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mit z,(m) = z(['(n,m)), so ist R ¥ (vgl. [Jech]). Damit erhélt man
yelr <« ye Lzl Ny € WO A3z[R(z,y) ANVn(—||z.]| = [y]])]-

Da —||z,|| = ||y|| T} ist folgt daraus die Behauptung. o

Wir haben nun alle Hilfsmittel, um folgende Lemmata zu beweisen.
Lemma 4.6 Flir jede reelle Zahl x € “w ist C* iberabzihlbar in L{x].

Beweis:

C”® ist eine in den abzéhlbaren Ordinalzahlen von L[x] unbeschrénkte Klasse,
d.h. fiir jede in L[z] abzdhlbare Ordinalzahl « existiert ein y € C* mit
llyl| > a. Denn jede in L[x] abzdhlbare Ordinalzahl « ldsst sich durch ein
y € WO N Lx] codieren. (In L[z] ex. eine Bijektion f : o — w, welche
eine Ordnung < auf w durch n < m & f~1(n) < f~1(m) induziert, die
offensichtlich den Ordnungstyp « hat. In L[z] lidsst sich daher ein geeignetes
y € WO definieren durch y(k) = 0, falls m, n existieren mit I'(n, m) = k und
m < n bzw. y(k) = 1, sonst.) Somit ist die Klasse B, :={y:y € L[z] Ay €
WO A ||y|| = a} fir jede in Liz] abzéhlbare Ordinalzahl « nicht leer und
es geniigt zu zeigen, dass sie ein beziiglich <, kleinstes Element besitzt, da
dieses dann offensichtlich in C* enthalten ist. Da B, nicht leer ist, kann man
ein f € OR derart wihlen, dass es ein y in Lg[x] gibt mit y € B,. Dann ist
Lglxz] N B, eine nichtleere Menge in L[z] und da <, eine Wohlordnung ist,
existiert ein beziiglich <, kleinstes Element in dieser. Dieses ist jedoch auch
schon kleinstes Element der Klasse B, denn <, ist gerade so definiert, dass
fir z € Ly[z] und w € Ls[z] mit v < § schon z <, w gilt.

Des Weiteren gilt, dass jede in den abzéhlbaren Ordinalzahlen von L[z]
unbeschrénkte Teilklasse B C WO N L{z| in L[z] iiberabzé&hlbar ist. Denn
sonst wire | J{||y|| : y € B} =: a eine in L[z] abzéhlbare Ordinalzahl und
wegen ||z|| < « fiir alle x € B wére B nicht unbeschrénkt.

Somit ist C* iiberabzéhlbar in L[x]. o

Lemma 4.7 Fir jede reelle Zahl x € “w enthdlt C* keine perfekte Teil-
klasse.

Beweis:

Nehmen wir an, dass C* eine perfekte Teilklasse P enthélt. Da P als perfekte
Klasse abgeschlossen und somit Borel, also Al ist, ist P insbesondere eine
31-Klasse. P ist des Weiteren eine Teilklasse von WO und daher nach dem
Boundedness-Satz ordnungstypbeschrinkt, d.h. es existiert eine abzéhlbare
Ordinalzahl o mit ||z|| < « fiir alle x € P. Somit ist K := {||z|| : € P}
abzdhlbar. Aufgrund der Definition von C* und wegen P C C* gilt aber,
dass zu jedem € K nur genau ein x € P existiert mit ||z|| = 8. Daher
ist P ebenfalls abzéhlbar. Dies steht jedoch im Widerspruch zur Annahme,
dass P perfekt ist, da eine perfekte Klasse immer iiberabzéhlbar ist. o
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Aus den beiden letzten Lemmata erhalten wir somit unmittelbar, dass ¥4 [x]-
PSP und damit 31-PSP in L[x] nicht gelten kann.

Wir wollen nun zeigen, dass damit auch schon IT}-PSP in L[z] nicht gel-
ten kann. Dazu beweisen wir folgenden Satz:

Satz 4.8 Es gilt:
M1} [z] PSP — X}[z]-PSP

und damit
I} PSP = %1 -PSP.

Um diesen Satz zeigen zu konnen, bendtigen wir Kondos Satz iiber ITi-
Uniformisierung.

Satz 4.9 Sei ¢(y,¥) eine II1-Formel. Dann gibt es eine 111 -Formel ¢ (y, T),
so dass gilt:

(Vy, ©)[Y(y, T) — (y, T)],
(VDB e(y, T) — Cy)v(y, ©)],

(vy’yl’ f)[w(?ﬁf) A T/’(y,,f) — Y= y/]'

Der Beweis dieses Satzes kann beispielsweise in [Simpson] nachgelesen wer-
den.

Wir kénnen nun folgendes Lemma beweisen, aus dem Satz (4.8) unmittelbar
folgt.

Lemma 4.10 Fiir jede $3-Formel ¢(y,z) gibt es eine 1}-Formel ¥ (y, ),
so dass fiir eine gegebene reelle Zahl x € “w und

C={yec“w: ey 2},

P={ye“w:i(y =)}
qgilt:
i) C ist abzihlbar <> P ist abzdihlbar.
it) P hat eine perfekte Teilmenge — C hat eine perfekte Teilmenge.

Beweis:
Mit dem Satz iiber ITi-Uniformisierung (4.9) erhélt man eine IT3-Formel
vo(y,x,2), so dass fiir y, x € “w gilt:

o o(y,z) < (Iz € “w)po(y, z, 2).
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b (Vy,x,z,z’ € ww)[SOO(yv:L‘aZ) A SDO(y,l',Z/) —z= Z/].

Seien po(-), pi1(-) die kanonischen Projektionsfunktionen des Standardiso-
morphismus (-,-) : “w x “w — “w. Definiere die IT1{-Formel v durch

Y(y,x) < p(po(y), z, p1(y))

und betrachte die IT3 [z]-Klasse

P={y€“w:y,x)}.

Dann gilt:

(1) C ist abzdhlbar genau dann wenn P abzihlbar ist. Denn durch f(y) :=
(y, z) mit z derart, dass ¢o(y,z,2) gilt, wird aufgrund der Funktionalitét
von g im letzten Argument eine Funktion f : C' — P definiert und man
sieht leicht, dass f bijektiv ist.

(2) Angenommen, P habe eine perfekte Teilklasse. Dann existiert ein per-
fekter Baum T mit [T] C P. Sei P* die Rechtsprojektion von 7T, d.h.
P*={y €“w: (Jr € “w)(y,z) € [T]}. Dann gilt:

o P*C (.

e P* ist iiberabzdhlbar: [T ist als perfekte Klasse iiberabzihlbar und es
gilt P* = f~Y[[T]], wobei f die unter (1) definierte Bijektion ist.

e P*ist 31 : P* ist die Projektion der abgeschlossenen (weil perfekten)
Klasse [T (vgl. Abschnitt 3.4).

Da nach Satz (4.1) X1-PSP gilt, hat P* eine perfekte Teilklasse, welche
insbesondere eine perfekte Teilklasse von C ist. o

4.3 Eine Charakterisierung von I1}[z]-PSP

Fiir x € N beweisen wir nun einen Satz iiber mégliche Charakterisierungen
von H% [x]-PSP, welcher in den Kapiteln 5 und 6 eine tragende Rolle spielen
wird.

Satz 4.11 Seix eine reelle Zahl. Dann sind folgende Annahmen dquivalent:
i) T}[x]-PSP.
ii) Y3 [x]-PSP.
ii1) NIL[I] existiert.

iv) Es gibt nur abzdhlbar viele reelle Zahlen in L|x].
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Beweis:
1. = 2.: Dies ist die Aussage von Satz (4.8).

2. = 3.: Gelte L[x]-PSP. Da C* Xi[z] ist, folgt mit Lemma (4.7), dass
C* abzahlbar ist, d.h. {||y|| : y € C*} ist eine abz&hlbare Menge von Ordi-
nalzahlen. Sei 5 das Supremum dieser Menge, dann gilt ||y|| < f fiir alle
y € C*. Wegen V = HC ist 8 abzdhlbar. Da C* in den in L[z] abzihlba-
ren Ordinalzahlen unbeschrinkt ist (siche Beweis von (4.6)), kann 5 in L[z]

nicht abzahlbar sein. Also existiert Nf[x].

3. < /.. Existiert NILM, so ist es wegen V' = HC abzihlbar. Da in L[x]
die Kontinuumshypothese gilt, kann es daher nur abzéhlbar viele reelle Zah-
len in L[z| geben.

Gelte umgekehrt, dass es nur abzéhlbar viele reelle Zahlen in L{z] gibt. Da
in L[z] das Auswahlaxiom gilt, welches (via Wohlordnungssatz) impliziert,
dass jede Menge eine Kardinalitét besitzt, geniigt es zu zeigen, dass L{z]N“w
in L[z] eine Menge ist.

Dies folgt daraus, dass nach Voraussetzung die Klasse C, definiert durch
a€C < JyeLllz]n“: a=min{a :y € La[z]} abzdhlbar und
daher eine Menge ist. Setzen wir v := sup C + 1, so erhalten wir damit
L{z] N“w € Ly[z] und diese Aussage gilt wegen der Absolutheit von L. |x]
auch in L[x].

Die Richtung von 4. nach 1. bzw. 2. ldsst sich in ZFC recht elegant mit dem
Satz von Mansfield-Solovay zeigen, welcher besagt, dass jede X3[z]-Menge,
welche nicht vollsténdig in L[z] enthalten ist, bereits eine iiberabzéhlbare
Teilmenge besitzt. Dieser Satz wird {iblicherweise mit der Charakterisierung
von X1-Mengen als Projektionen von Biumen auf w x w, wie wir sie in Ab-
schnitt 3.5 in ZFC~ + V = HC('fiir entsprechende Klassen gezeigt haben,
bewiesen. Dazu wird fiir eine Y}[z]-Klasse A der zugehorige Baum iterativ
“ausgediinnt”, so dass der dabei entstehende Fixpunktbaum entweder in of-
fensichtlicher Weise bezeugt, dass A eine perfekte Teilmenge enthélt oder
leer ist. Im letzten Fall kann dann gezeigt werden, dass A schon in L[z]
enthalten sein muss. Denn alle relevanten Biume sind in L[z] enthalten und
jedes y € A ist iiber dem letzten Baum der Iterationskette, in dessen Pro-
jektion y noch enthalten ist, iber L[z] definierbar.

Arbeiten wir jedoch in ZFC~™ +V = HC', so stellen sich bei diesem Vorge-
hen folgende Probleme:

e Die einzelnen Zwischenbaume der Iteration miissten als Klassen defi-
nierbar sein, dabei stoflen wir jedoch spétestens im Limesfall auf Pro-
bleme.

e Esist nicht offensichtlich, dass der Fixpunktbaum bereits nach héchstens
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w1 Schritten erreicht wird, d.h. uns kénnten evtl. nicht geniigend Or-
dinalzahlen zur Verfiigung stehen.

Wir werden daher die Richtung von 4. nach 7. mit Forcing beweisen. Da wir
dabei auch die Aussage 3. als Pramisse verwenden, haben wir oben bereits
die Aquivalenz von 4. und 3. gezeigt.

Da es den Rahmen dieser Arbeit iiberspannen wiirde, verzichten wir an
dieser Stelle auf eine ausfiihrliche Einfithrung in die Forcing-Methode und
verweisen den Leser fiir eine solche auf das Buch von [Kunen].

4./3.= 1.1 Sei A eine iiberabziihlbare I11[x]-Klasse. Sei ¢ eine I1}-Formel
mit y € A < ¢(y,x) fir alle y € “w. Sei P = Col(w,wlL[x}) ={p:|p| <

w A pist eine Funktion A dom(p) Cw A rng(p) C wf[m]} (geordnet durch
die Inklusion) und G € V[G] ein P-generischer Filter iiber V.

Fiir alle o < wlL[Z] ist Do :={p € Col(w,wf[z]) ca € rng(p)} offensichtlich

dicht in P und daher ist | JG : w — wlL[m] eine Surjektion in L[z][G], welche
bezeugt, dass L[z] N“w abzéhlbar in L[x][G] ist.

Sei g : w — L]z]N“w eine Bijektion in L[z][G] und sei b € “w definiert durch
b(I'(m,n)) = g(n)(m) fir alle n,m € w, wobei I" die Gédelsche Paarfunktion
sei. Da ¢ eine I1}-Formel ist, ist dann

dy € “w (Vn € w Im € w y(m) # b(I'(m,n)) A o(y,x)) (4)

Y1 in den Parametern b und z und entspricht der Aussage 3y € “w (y ¢
LizlNn“w Ay € A). Da Ljz] N “w abzéhlbar und A iiberabzéhlbar ist, ist
(4) offensichtlich wahr und da b,z € L[z][G] gilt, folgt mit dem Satz tiber
Shoenfield-Absolutheit (vgl. Satz (6.7)), dass (4) auch in L[z][G] wahr ist®.
Sei yo € L[x][G] ein Zeuge fiir (4). Dann existiert ein p € Col (w,wlL [x])
ein Name 7 € L[z] mit 7¢ = yq, so dass gilt

und

pIF¥n 3m 7(m) # b(L(m,n)) AVz € (L[F] N¥w) In ¥Ym b (m,n)) = z(m)
A (T, ).

Sei n € w,n > 2 so gewihlt, dass alle Axiome, die in einem Grundmodell
fiir die folgende Forcing-Konstruktion bendtigt werden sowie alle Axiome,
die verwendet werden, um zu zeigen, dass jeder fundierte (Mengen-)Baum
eine Rank-Funktion besitzt, hochstens 3, sind. Sei f eine Funktion, so dass
fiir jede X,-Formel ¢ der Form Jv ¥ (v, @) mit der Godelnummer @ und fiir
alle ¥ € L[z] gilt:

das bzgl. <p(, kleinste y mit L[z] = W(y,Z) ,falls dieses
flg,7) = existiert.
0 , sonst.

8Shoenfield-Absolutheit fiir ¥3[x]-Klassen werden wir in 6.2 speziell fiir L[x] zeigen. Es
dndert sich jedoch nichts im Beweis, wenn wir L[z] durch L[z][G] ersetzen.
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Sei {7y, : n € w} rekursiv definiert durch:
Y = max{wlL[x] +1,min{a: 7,b,% € Ly[z]}},
Yn+1 = kleinstes v, so dass fiir alle ¥,,-Formeln ¢ und fiir alle ¥ € L., [z]
schon f(¢,%) € L,[z] gilt.
Dann ist 7 := sup

new)Yn Offensichtlich eine abzéhlbare Ordinalzahl, so dass

P,7,b & € L, [x] gilt.
Ferner kénnen wir mit Induktion zeigen, dass fiir m < n jede in L[z] wahre
Y- bzw. II,,,-Formel mit Parametern aus L,[z]| auch in L.[z] gilt:
Fiir 31-Formeln folgt dies direkt aus obiger Konstruktion und fiir Il-Formeln
gilt die Behauptung aufgrund von Abwértspersistenz. Sei 1 < m < n und die
Behauptung gezeigt fiir m < m. Ist ¢ eine 3,,-Formel der Gestalt Jv ¥ (v, %)
mit L{z] = ¢ und & € Ly[z], so existiert nach Konstruktion von v ein
y € Ly[z] mit L{z] = ¥(y,Z). Wenden wir auf ¥(y,Z) die Induktionsvor-
aussetzung an, so erhalten wir wegen y € L, [z] somit L,[z] = ¢. Ist ¢ eine
II,,-Formel, so ergibt sich die Behauptung mit Hilfe der Induktionsvoraus-
setzung wieder aus der Abwirtspersistenz.
Da v abzéhlbar ist und da mit Induktion folgt, dass |Ly[z]| = |a] fiir jede
Ordinalzahl « gilt, kann es nur abzéhlbar viele in P dichte Mengen in L [z]
geben. Sei {D,, : n € w} eine Aufzihlung dieser.
Wir definieren nun rekursiv fiir jedes t € <“2 ein p; € P und ein u; € <“w:
Sei p(y € Do mit p;y < p. Ist py < p mit [t| = n definiert, so bestimmen wir
U, Pr—~0, Pe—~1 wie folgt: Da p schon entscheidet, dass fiir einen P-generischen
Filter G iiber L,[z] das 7¢ in der generischen Erweiterung nicht in L[z] lie-
gen kann und da p; < p gilt, muss es ein kleinstes k € w geben, so dass p; den
Wert von 7(k) nicht entscheidet. Wihle dann wu; derart, dass p; IF 7y = 1y
gilt und ferner py~o,pr~1 € Dp+1, so dass pi~g < p; sowie pi~1 < p; gilt
und pi~o und pi~1 jeweils verschiedene Werte fiir 7(k) entscheiden.
Fiir z € “2 sei

G,:={qeP:3t (p <qgNtCz}

Nach Konstruktion ist jedes G, ein Filter, welcher alle D,, schneidet und
daher P-generisch iiber L.[z] ist. Sei

C:={r% .2 ev2}.
Dann gilt:

o C C A: Sei z € “2. Wegen p € G, folgt dann L, [z][G.] E ¢(7%,z),
also L,[7][G.] = 7¢ € A. Da A I}[x] ist, existiert eine arithme-
tische Formel ¢ mit y € A < Vz € “w In € w d(Ytn, 2tn> T1n)-
Wir definieren einen Baum 7' auf w x w durch (s,h) € T < s,h €
““wAdom(s) = dom(h) N=p(8, b, Tygom(s))- Da T arithmetisch in x ist
gilt T € L, [z][G,] und wegen L,[z][G.] = 79 € A ferner L,[z][G.] =
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T{;c-y ist fundiert. Dabei ist T{,c.) (wie beim Beweis von Satz (3.23)
definiert durch Ti,c.) = {s € ““w : (Tﬁi’;m(s),s) € T}. Dann gibt
es nach Wahl von + eine ordnungstreue Abbildung in L,[z][G.] von
T(7¢-y in die Ordinalzahlen. Diese existiert natiirlich auch in V' und

bezeugt daher, dass T(,¢.) tatséchlich fundiert ist und somit 7 € A
gilt.

C' ist perfekt: Nach Konstruktion ist C' nicht leer und enthilt keine
isolierten Punkte. Ferner ist C' abgeschlossen, denn es gilt

C= ) Uths st €2},

(n€w)

wobei jede der endlichen Vereinigungen und damit auch der abzéhlbare
Schnitt {iber diese abgeschlossen ist. o
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5 ¥LLM

In diesem Kapitel betrachten wir Regularitdtseigenschaften beziiglich der
Lebesgue-Messbarkeit, also Schemata der Form I'-LM. Anders als bei der
Perfekte-Teilmenge-Eigenschaft interessieren wir uns hierbei spéter jedoch
nicht fiir die Folgerungen aus dem moglichst schwichsten sinnvollen Axio-
menschema dieser Art, sondern speziell fiir $1-LM. Der Grund hierfiir be-
steht darin, dass wir in Anlehnung an einen Beweis von Jean Raisonnier
zeigen werden, dass E%—LM bereits TT1-PSP impliziert. Daher kénnen wir
alle Aussagen beziiglich der Stérke von ZFC~ +V = HC +I1}-PSP (bzw.
SOA+TI1-PSP) direkt zu Aussagen beziiglich der Stirke von ZFC~ +V =
HC +X1-LM (bzw. SOA + X1-LM) umformulieren.

Auch wenn uns hier also die Frage nach dem schwéichsten moglichen Axio-
menschema beziiglich der Lebesgue-Messbarkeit nicht direkt interessiert,
werden wir an dieser Stelle kurz die den Ergebnissen aus den Abschnit-
ten 4.1 und 4.2 entsprechenden Tatsachen angeben:

Ebenso wie bei der Perfekte-Teilmenge-Eigenschaft ldsst sich zeigen, dass
jede analytische Klasse reeller Zahlen bereits Lebesgue-messbar ist. Da die
Komplemente Lebesgue-messbarer Klassen wieder Lebesgue-messbar sind,
folgt damit unmittelbar auch IT3-LM.

Dies ist aber auch schon das optimale Ergebnis, denn betrachtet man das
konstruktible Universum L, so lésst sich zeigen, dass es dort eine A% Klasse
gibt, welche nicht Lebesgue-messbar ist.

Diese Ergebnisse konnen beispielsweise in [Jech| nachgelesen werden. Ange-
merkt sei hier, dass diese in analoger Weise auch fiir die Bairesche Eigen-
schaft gelten.

Die folgenden Ausfithrungen werden sich vorwiegend an dem Artikel von
[Raisonnier] und dem Buch von [Bartoszynski/Judah] orientieren.

Wie zuvor arbeiten wir in ZFC~ +V = HC'.

5.1 Rapide Filter

Unser Ziel ist es zu zeigen, dass aus Eé-LM schon IT1-PSP folgt. Dazu wer-
den wir unter Annahme von ﬁH%—PSP die Existenz einer Eé—Klasse reeller
Zahlen, welche nicht Lebesgue-messbar ist, zeigen. Eine solche E%—Klasse
reeller Zahlen kann in diesem Fall als ein rapider Filter auf w konstruiert
werden, welchen man via charakteristischer Funktionen als Teilklasse des
Cantor-Raumes auffassen kann.

Definition 5.1 Ein Filter F' auf einer nichtleeren Menge S ist eine Klasse
von Teilmengen von S, so dass gilt:
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i) SeF und ¢ F.
it) Ist X € FundY € F, so gilt auch X NY € F.
i11) Ist X, Y C S und gilt X CY und X € F, so ist auchY € F.
Ein Filter auf w kann somit als Klasse reeller Zahlen aufgefasst werden.

Definition 5.2 Ein nichttrivialer Filter F' (d.h. F # {w}) auf w heifst ra-
pide, wenn es fir jede monoton wachsende Funktion ¢ : w — w ein G € F
gibt, so dass fiir jedes k € w gilt:

|G No(k)| <k.

Wir werden im Folgenden nur solche Filter betrachten, welche invariant
sind unter beliebigen endlichen Abédnderungen ihrer Elemente (d.h. solche,
die den Frechet-Flilter enthalten).

Satz 5.3 Kein rapider Filter auf w ist Lebesque-messbar.

Den Beweis dieses Satzes werden wir mit Hilfe des folgenden Satzes von
Bartoszynski fithren.

Satz 5.4 Sei F' ein Filter auf w. Ist F' messbar, so existiert eine Familie
{A,, : n € w} mit folgenden Eigenschaften:

(a) Fir jedes n € w besteht Ay, aus endlich vielen endlichen Teilmengen
von w.

(b) UA, N UAnm =0 fiir n # m.
(c) >onecoM{X Cw: Ja€ A, a CX}) < o0.
(d) VX € F 3*n Ja€ A, a C X.
Der Beweis dieses Satzes erfordert einige Vorbereitungen.

Lemma 5.5 Sei F ein Filter auf w. Dann hat F das Maf$ Null oder F ist
nicht messbar.

Beweis:

Angenommen, F' ist messbar.

Da endlich abgednderte Elemente von F wieder in F' enthalten sind, folgt mit
dem Null-Eins-Gesetz von Hewitt-Savage aus der Wahrscheinlichkeitstheorie
(vgl.[Schmitz]), dass F' das Mafl Null oder Eins hat.

Nehmen wir an es gelte u(F) = 1. Dann definieren wir einen das Lebesgue-
Maf erhaltenden Homomorphismus H : “2 — “2 durch H(z)(n) = 1—z(n).
Wegen pu(H"(F)) = 1 existiert dann ein 2 € F mit H(x) € F. Dies ist jedoch
wegen () ¢ F ein Widerspruch. o
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Lemma 5.6 Sei G C “2 eine Klasse vom Majf$ Null. Dann existiert eine
Folge (F,, : n € w), so dass F, C"2 fiir allen € w, > _ |Fn| 27" < o0
und G C {x € “2: I%°n atn € F,} gilt.

new

Beweis:

Wir verwenden die “Klassenversion” der folgenden ZF(C-Aussage, die sich

unmittelbar aus dem Beweis der Maflerweiterungssétze (3.13) und (3.14) er-

gibt (vgl.[Kohnen]):

Sei M C “2 eine Menge mit (M) = 0. Dann existiert eine Folge offener

Mengen (M, : n € w) mit M,, C “2 und pu(M,) < 27" fiir alle n € w und

A4—glqn€wﬂdﬁ'

In analoger Weise ergibt sich aus den “Klassenversionen” der Maferwei-

terungssitze, die mit Hilfe von Borel-Codes gezeigt werden kénnen (vgl.

Abschnitt 3.4), die “Klassenversion” dieses Satzes:

Sei G C “2 eine Klasse mit x(G) = 0. Dann existiert eine Folge (C), : n € w)

mit C,, C <¥2 fiir n € w, so dass fiir jedes n € w eine Menge A,, C w und

fiir jedes m € A, ein s}, € <“2 existiert, wobei die s, fiir m € A,, paar-

weise inkompatibel sind, mit C,, = {s};, : m € An} und p(U,,cq, Usn,) =

ZmeAn2_|sm <27 Vnecwsowierx € G VnewdnmeA, v€Us.
Identifiziert man jedes C,, mit der offenen Klasse G,, := Ume A, Usn , 50

codiert die Folge der C,, also gerade eine “Folge offener Klassen” (G, : n € w)

mit den gewiinschten Eigenschaften.

Fiir n € w definieren wir nun

Fo={s€m2:3kcwIlcAs=s)

Wegen p(Us) =278 firalle s € <“2gilt 3", |Ful27" =30, Y oser, MUSs).

Da ferner Znew M(Gn) = Znew M(U(meAn) us?ﬂ) = Znew ZmeAn M(MSZL) gllt
(w ist o-additiv und die s, fiir festes n disjunkt), folgt mit dem Umordnungs-

satz fiir konvergente Reihen:

Z |Fp|-27" < Zu(Gn) < 00.

new new
Fiir jedes x € G gilt des Weiteren xtn € F), fiir unendlich viele n. Denn
sei n € w beliebig. Dann gilt wegen = € ﬂ(n@)) G, (wegen x € G — Vn €
w Im € A, x € Ugn ) insbesondere x € Gy,. Somit existiert ein 1 € A, mit
X € Usp, also xtlsy| € Flgp|. Wegen p(Usp) < p(Gy) folgt 2-Isi'l < 27" und
damit |s]'| > n. o

Um das niichste Lemma zu formulieren, benétigen wir den Begriff einer
kleinen Klasse.

Definition 5.7 Eine Klasse H C “2 heifit klein, wenn es eine Partition
von w in disjunkte Intervalle (I, : n € w) und eine Folge (J, : n € w) gibt
mit
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i) Jn C 2 fiir alle n.
i) 3w [l - 2710 < 0o,
i) HC {x €“2:3%n zt1,€ Jp}.
Die Klasse {x € “2 : 3°n xt1,€ Jp,} bezeichnen wir auch mit (L, Jp)new-

Aus dem folgenden Lemma geht hervor, dass kleine Klassen gute Appro-
ximationen von Nullklassen darstellen, da sich jede solche als Vereinigung
zweier kleiner Klassen darstellen lésst.

Lemma 5.8 Sei G C “2 eine Klasse mit Maf§ Null. Dann ezistieren Folgen
(N, my - k € w) und (Ji, J}, - k € w), so dass gilt

i) ng < my < nggq fir ale k € w.
ii) Jj, C [nknEk+1)9 , J{C C [mik,me41)9 fm« ke w.
iii) Die Klassen ([, nkt1), Jk)kew » (M, Mit1), J4 ) kew sind klein.

w) G C ([, nkv1), Ji)kew U ([Mks mit1), I kew-

Beweis:

Sei G eine Klasse vom Mafl Null. Nach Lemma (5.6) gibt es eine Folge

(Fp :n € w) mit F,, C "2 fiir jedes n € wund ) . |Fn| 27" < 00, so dass
GC{zrev2:3%n am € F,} gilt.

Sei (€, : n € w) eine Folge positiver reeller Zahlen mit >
Wir definieren nun (ng, my : k € w) wie folgt

new

new €n < 00.

no :O’
my =min{j : j > ng A2M 3| F] 270 < e,
N1 =min{j : j > my A2 - 3T | F - 270 < ¢} fiir k € w.

Sei I, = [ng,ngy1) und I}, = [mg, mpy1) fiir & € w. Dann definieren wir
Ji und Jy, fiir k € w durch

SE Jp s € o AT € [mk, nk_H) dt € F; stdom(t)ndom(s)= ttdom(t)Ndom(s)
und analog
s € Jli: s e 1122 ATi € [nk+1, mk+1) dt € F; stdom(t)ndom(s)= trdom(t)ndom(s).

7 zeigen bleibt:
(2) (I, Ji)kew » (Ih, J})kew sind klein.

(b) G € (I, ) kew U (I}, I}, kew-
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Zu (a):

Da nach Definition von Jj, fiir jedes feste ¢ € [my, ng41) offensichtlich héchstens
|F;| - 2"++17" verschiedene s zu Jj hinzukommen konnen, gilt

[Tl < 3o |Fil - 2t

Somit folgt

il 271 < YL R gnen i gmeems = gm L SR L2 < g
(nach Definition von my). Nach Wahl von (e : k € w) erhalten wir daher

Z | Jie| - 271kl < Zek < 00

kew kEw

und haben damit gezeigt, dass (Ix, Jk)ke, klein ist.
Analog zeigt man, dass (I, J}) ke klein ist.

Zu (b):
Sei x € G und sei X = {n € w: tn € F,}. Da X nach Wahl der Folge
(Fy, : n € w) unendlich ist, ist mindestens eine der Klassen

XN U [mg, ngr1) oder X N U[nk,mk)
(kew) kew

unendlich.

Ohne Einschrankung sei die erste Klasse unendlich. Dann gilt = € (1, Jp)new-
Denn ist ztn € F), fir n € [my, ngy1), dann gibt es nach Definition von Jj
ein s € Ji, so dass xtng,mp+1) = s gilt. O

Wir schliefilen noch ein letztes kleines Lemma an, bevor wir Satz (5.4) be-
weisen.

Lemma 5.9 Seien (I}, J})kew, (IE, J? ) kew kleine Klassen. Ist (I} : k € w)
eine feinere Partition als (I7 : k € w), dann ist (I}, J)kew U (12, J?)kew
ebenfalls klein.
Beweis:
Fiir k € wsei J, = JPU{s € {2 :3p € w(IFN I} # 0 A strie JY)}. Dann
gilt
(I, Ti)kew = s T kew U (I, Ii Jkew-

Die Gleichheit ist klar. Ferner gilt

172 |72 I2|—|1? 172
S ke [kl - 27 < S0, (3] - 271 +Z{j;1;g,3} EAE (L= 91y
< Zkew ’Jla ’ 27“}%' + ZkEw ‘Jklz‘ ) 27‘1%‘ < 0.
Also ist (I,f, Jk)kew klein. o

Beweis von Satz (5.4):
Sei F' ein messbarer Filter auf w. Wir zeigen zunéichst, dass F klein ist.
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Wegen Lemma (5.5) hat F' das Mafl Null.

Aufgrund von Lemma (5.8) existieren ferner zwei kleine Klassen (Ix, Ji)kew,
(I}Ing]/g)kew mit F C (Ikw]k)kewu (I];,Jllg)kau und [ = [nk,nkﬂ), I,lc =
[mg, mky1) fiir eine Folge (ng,my : k € w) mit nx < my < ngyq fir alle
ke w.

Sei (e : k € w) die wie im Beweis von Lemma (5.8) zur Konstruktion von
(Iis Ji)kews (Iis J},)kew verwendete Folge reeller Zahlen mit »° . €, < 00.
Ohne Einschrankung diirfen wir diese so wihlen, dass ), 2k+2 . ¢ < 0
und €41 < ¢ fiir alle k£ € w gilt. Nach dem Beweis von (5.8) gilt

| Jg| - 2" 7M1 < g und | Jp| - 27T < g

Wir bezeichnen (I, Ji)kew mit Hy und (I}, J} ) pe,, mit Ho.

Gilt FF C Hy oder F C H,, so ist F' offensichtlich klein. Nehmen wir also
an, dass weder Hy noch Hs F iiberdecken. Dann definieren wir eine weitere
kleine Klasse Hgs, so dass deren zugehorige Partition von w feiner ist als die
von Hq bzw. die von Hs. Seien

Sy = {s € ™™)2 : 5 hat mindestens 2+ "™k Erweiterungen in Jj,}
und

Sy =0,

Si = {s € ™) : 5 hat mindestens 2" -1"F Erweiterungen in Jj,_|}

fiir k € w bzw. k € w fir £ > 0.

Seien
I3y = [, m) und 1344 = [mg, ngeq1)
sowie
S5, = SpUS), und Sz, =0
fir k € w.

Wir definieren dann
H3z = (I, S})new-

Um die Notation und die folgenden Beweise iibersichtlicher zu gestalten,
schreiben wir jedoch einfacher

H3 - ([nk,mk), Sk U Sl,c)kéuh

wobei dies im obigen Sinne zu verstehen ist.’
Hs ist klein. Denn es gilt : |Sg| - 2+ 7™=% < | J;| (nach Definition von
Sk) und wegen |Ji| < € - 2™+17" folgt somit |Sk| < e - 2(mi—ni)+k <

Dies entspricht nicht ganz Definition (5.7), da ([ng, mx))kew keine Partition von w ist.

49



er_1 - 20~ HR (da € < €,_1). Letzte Ungleichung gilt natiirlich nur fiir
k> 0.

Analog gilt, falls & > 0 vorausgesetzt wird : |Sj |- 27 ~™k—1=F < | ]/ | und
wegen |J]_ || < ey - 2™ 1 daher |S}| < eg_y - 20T TR,

Wir erhalten somit folgende Abschétzung:

Z ’Sk U S]’g’ QTR < ‘SO‘ .Qno—mo . Z (2 €1 - 2(mk—nk)+kz) Q=T
kew k€Ew,k>0

<e€+ Z 2k+1-€k_1 < 00
k€w,k>0

(nach Wahl der Folge (¢ : k € w)).

Gilt ' € Hy U Hs, so ist F' klein, da nach Lemma (5.9) Hy U H3 klein
ist.

Nehmen wir an F ¢ Hs U Hs und sei X € F mit X ¢ Hy U Hs. Wegen
F C Hy U H> folgt X € Hy. Dann gibt es eine unendliche, echt aufstei-
gende Folge (ky : v € w) mit X4y, nky1) € Jg, fir alle v € w. Ohne
Einschrinkung wéhlen wir (k, : u € w) so, dass X+tn;,n1) ¢ J; fiir alle
I ¢ {ky:uew}

Wir konstruieren nun eine kleine Klasse Hy, welche F' iiberdeckt.

Fir [ € w sei

fl = [ml, nl+1)
und

{s € Iy . Xfum) "8 € Jy V87 Xtupm)€ Ji} o falls 1= ky
T = mit einem u € w
0 , sonst.

Dann definieren wir )
H4 - (Il711l)16w'
Zu zeigen bleibt:
(i) Hy ist klein.
(ii) F C Hy.

Zu (i):

Wegen X ¢ Hj existiert ein 79 € w, so dass X t[n,,m,) ¢ S,US] fiir alle r > ry.
Sei ug € w so groB, dass k, > rg fiir alle u > ug gilt. Somit gilt fiir v > ug
nach Definition von Sy, , dass es weniger als 2™u+1 ="k« Erweiterungen
von X+tng, mi,) indg, gibt, da sonst X+ny, ,my,) € Sk, wire. Weiter gilt
nach Definition von S,’fu 41 und wegen ky + 1 > 7o, dass es weniger als
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QM +1~ My, ~ (kut1) Erweiterungen von Xt[ng, 11,me, 1) in J{Cu gibt, da sonst
XT[nku+1,mku+1) € Sllcu-i-l ware.

Nach Definition von T; gilt daher fiir u > ug:

|Th, | < 2Mkut1=mhu=ku 4 Onkyt1=Mky —(Rutl) < 9 9Mkut1— My —ku

= Q‘fku‘ . 21*]%'

Damit erhalten wir

SO 2 < ST T2 el 4 3 2l R <o

lew u<ug u>ug

und haben somit gezeigt, dass Hy klein ist.

Zu (ii):
Angenommen es existiere Y € F'\ Hy.
Definiere dann Z € “2 durch

[ Y(n) |, fallsn € Uye, I,
Z(n) = { X(n) ,sonst. ©

Wegen X NY C Z gilt offensichtlich Z € F.

Wir zeigen nun, dass Z ¢ H; U Hy gilt, so dass wir einen Widerspruch zu
F C Hy U Hy erhalten.

Sei Iy € w so, dass Y11, ¢ T; fiir alle [ > .

Wir zeigen zunéchst Z ¢ Hj. Sei ug € w so, dass k,, > [y fiir alle u > ug. Es
geniigt zu zeigen, dass ZtI, ¢ J,, fiir alle m > k,, gilt. Sei also m > ky,:
1.Fall: Sei m # k, fiir jedes u € w (in diesem Fall benttigen wir nicht einmal
m > ky,). Wegen Iy, C I, fiir alle u gilt dann I, () (U,e,, It.) = 0 und
wir erhalten Zt1,, = X+1I,,. Nach Wahl der Folge (k,, : u € w) gilt daher
ZtIm & I

2.Fall: Sei m = k,, fur ein u > ug. Dann ist X171, € J,,, und wegen [n,, my,)
¢ Unew ]Nku gilt ferner Z1[nm,mm) = X tnm,mn). Falls Z11,, € J,;, gelten wiirde,
so wiirde nach Definition von T, Z+I. € 1;, gelten. Wegen Z1I,, = Y tin
wiirde daraus jedoch Y17, € T}, folgen, was wegen u > ug ein Widerspruch
wiére.

Nun zeigen wir Z ¢ Hy. Wegen X ¢ Hj existiert ein 79 € w mit Xy ¢ J
fiir alle 7 > r¢. Sei nun ug € w so, dass k, > max{ly,ro} fiir alle u > wp.
Wir zeigen, dass Zyp. ¢ J), fir alle m > ky, gilt. Sei also m > ky,:

1.Fall: Sei m # k, fiir jedes u > ug. Wegen I, C I, fiir alle u gilt dann
Il N(Uuew I,) = 0 und wir erhalten Zyp, = Xpp,. Wegen m > 1o gilt
daher Zyp: & J,.

2.Fall: Seim = ky fiirein u > up. Dann gilt Z,; = Y,; und Zip,,, 1 mp i) =
. Wegen m > lp gilt Vy; ¢ T,, und daher folgt Zy ¢ J)

Xt 1mms1) m

nach Definition von T,,.
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Damit ist F' klein.

Im né#chsten Schritt konstruieren wir nun eine Familie {4, : n € w} mit
den gewiinschten Eigenschaften (a)-(d).

Sei (I, Jn)new eine kleine Klasse mit F C (I, Jp)new- Fiir n € w definieren
wir
J ={scJ,:Yuel2 (s711) Cu™t(1) = ue J,)}

Beh.: Es gilt F C (I, J},)necw-

Bew.: Angenommen es existiere ein X € F\{x € 2 : 3%°n xtne J),}. Sei
Ny € w so, dass fiir alle n > n, X171, ¢ J,’1 gilt. Da X € F gilt, existiert eine
echt aufsteigende Folge natiirlicher Zahlen (ng : k € w) mit ng > n, und
{n>ng: X1, € Jp} = {ng: k € w}.

Fiir jedes k € w existiert dann ein wu,, € 2 mit X11,, ~1(1) C uy, (1) und
Up,, ¢ Jp, . Definiere X durch

o X(m)alls m ¢ Upew T,
X(m) = { ug, (m) , falls m € Inlze

Dann gilt offensichtlich X ¢ X und da F ein Filter ist somit XeF.
Dies ist jedoch ein Widerspruch, da X nach Konstruktion kein Element von
(In, Jn)new sein kann.

Identifizieren wir Elemente von J;, mit Teilmengen von w, so kénnen wir
nun die Familie {A4,, : n € w} definieren durch

A, ={aC1,:aist C—minimales Element in J)}

fir n € w.

Wir miissen zeigen, dass {A, : n € w} die Bedingungen (a)-(d) erfiillt.
(a) Klar (2! ist endlich).

(b) klar (die I, sind disjunkt).

(d) klar (nach Konstruktion von {4, : n € w}).

Zu zeigen bleibt (¢):
Wegen |J)| < |J,| fiir alle n € w gilt >
zu zeigen, dass

new || - 271l < 00 und es geniigt

|J7/1‘,27\In|:u({ng:HaeAnagX}) (5)

fiir alle n € w gilt.
Sei also n € w. Sei aq, ..., a,, eine Aufzihlung aller Elemente in A,,.

52



e Fiir1 <¢ < m sei

Bo, ={X Cw:a; CXAVj<ia; g X}

Dann gilt {X C w : Ja € Ap a C X} = Uy<j<pmBa, und somit
W{X Cw:dae Ay aC X)) = Y0, u(Ba,).

e Analog schreiben wir J{l als disjunkte Vereinigung. Fiir 1 < i < m sei

Tt ={s€Jya; CsAVj<ia;Zs}

Dann gilt J;, = Upicmy i und somit |7, = 3532 | 7]
Wir zeigen, dass fiir 1 < i < m gilt:
p(Ba,) = || - 2710, (6)

Dazu zeigen wir etwas allgemeiner, dass fiir jedes endliche C' C w und fiir
a,a; C I,, mit j € C fiir die Mengen

Ubd={XCw:aCXAVjeCa; X}
und
Jb={se€J,:aCsAVjeCa;Zs}
gilt:
wUg) =8| - 271,
Wir fiihren eine Induktion nach |C|:
e |C]=0:
Dann gilt u(U) = p({X Cw:a C X}) =271l und |J&| = [{s € J, :
a C s}| = 2nl=lal Also folgt pu(UG) = |Jg| - 271,
° |C| =n+1:

Dann gilt Ug:{Xgw:agX}\U(AOB:CundA#@){XQw:
a CXAVk e Aa, CXAVjeBa X} ={X Cw:aC

XI\Uaos=c und 420){X Cw: (aUUpeq ar) € XAVj € Ba; £ X}
Analog gilt J& = {s € J), : a C s} \ U(AL'JB:C und Azp s € Jp ¢
a C sAVk € Aa, € sAVj € Baj € s} ={s e J,:aC
s\ Uo=c uwna aza){s € Ji i (@UUgcaar) S s AVj € B a; € s}.
Wegen AUB = C und A # () gilt dabei |B| < |C|.

Somit gilt: p(Ug) = p({X Cw:a S X}) =3 aup=c und azp) L{X C
wi(aUUpesar) CXAVjE€Ba; € X)) Y p({X Cw:aC X}) -

(aUU; e @i) | o— Wl 1 7al o—|In
> (A0B=C wnd azg) [T 127 = |27 =3 B una a0
| JguuieAai>|.2,|fn\ JéaUUieA“ﬂD.gfun\ _

| J&] - 9—In|

(|JQC)L‘_Z(AUB:C und A#() |
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Nun folgt die Behauptung (5) aus (6), denn es gilt:

BAE 9—IIn| — Z?ll AR 9—|In| — Z?il 1(Ba,)
=p{X Cw:3Jaec A, X Ca}).

Also gilt (¢). o

Wir kénnen nun den Beweis von Satz (5.3) fiihren:
Sei F' ein rapider Filter auf w. Nehmen wir an, dass F' messbar ist. Dann
gilt

FC{X Cw:3*®n Ja€ A, a C X},

wobei {A4,, : n € w} eine Familie wie in Satz (5.4) sei.
Fiir n € w sei
B, ={a€w]":3k €wae A}

Jedes B,, ist endlich. Denn nehmen wir an, es gibt ein n € w, so dass B,
unendlich ist. Da fiir jedes k € w Ay endlich ist, existiert dann eine Folge
(@, 11 € w) mit m; € w, my < my fiir i < j und ap, € (Ap, N By,) fiir alle
i € w. Dann gilt aber wegen p({X Cw:a C X})=27" fiir alle a € By:

S H{X Cw:da € Ay aC X}) > Y, n{X Cw:am, C X)) =
Ziew 27" = oo

Dies ist offensichtlich ein Widerspruch.
Wir koénnen daher eine monoton wachsende Funktion f : w — w definieren
durch

f(n)=min{k:Vi<n+1Va € B; a C k}

fir n € w.

Da F' rapide ist, existiert ein Z € F mit |Z N f(n)| < n fir alle n € w.

Fiir jedes n € w und fiir jedes a € A, gilt a € B),), insbesondere also
a C f(la| —1). Wir erhalten daher

1Znal <[Z0 f(la] = 1)] < a] =1 <]

und somit a  Z.

Dies ist jedoch ein Widerspruch, denn wegen Z € F gilt
Ze{XCw:3*°nJa€ A, aC X}

Also ist F' nicht messbar. o
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5.2

»1-LM und IT\-PSP

Wir werden nun folgenden Satz beweisen:

Satz 5.10 Es gilt: ¥3-LM = TI}-PSP.

Dazu fithren wir zunéchst den Raisonnier-Filter ein (eine dquivalente Defi-
nition findet sich in [Raisonnier]).

Definition 5.11

i)

ii)

Fiirx, y €“2, x # y sei

hz,y) = Inf{n € w: 2(n) # y(n)}.

Fiir eine tiberabzihlbare Teilklasse X des Cantor-Raumes sei der
Raisonnier-Filter Fx wie folgt definiert:

G € Fx <> 3T, : n € w)[¥n T, ist Baum auf {0,1} A
Ve (r € X — 3In VYm xtme T,,)) A Vn Vz Yy
(Ym xtme T, N Ym ytme T, N z#vy
— dm € G xtm# ytm A T (m—1)= Yt(m-1))]).

Etwas anschaulicher, wenn auch formal nicht ganz korrekt (da wir
nicht iber Folgen von Klassen sprechen kénnen) bedeutet dies

G € Fx & es existiert eine “Folge” (Y, :n €w), ¥, C¥2und Y,
ist abgeschlossen fir alle n, mit X C |, ¢, Yn und

Die Bedingung, dass die Y, abgeschlossen sein miissen, kann dabei
vernachlissigt werden: Sind die Y, nicht abgeschlossen, so kinnen
wir ohne die Mengen h(Y,) zu vergrifiern, die Abschliisse der Y, als
Folge wdihlen. Denn sind x,y im Abschluss eines Y,, dann existie-
ren Folgen (x, : n € w), (yp : n € w) in Y, mit lim z, = x
und lim y, = y. Gilt h(x,y) = m, so wihlen wir j,k € w mit
d(z,z;) < ﬁ, d(y, ym) < mLH und erhalten h(z;,yr) = m.

Um die weiteren Beweise nicht unnétig zu verkomplizieren und dadurch
die Beweisideen zugunsten technischer Details in den Hintergrund treten zu
lassen, werden wir im Folgenden stets mit dieser zweiten Charakterisierung
des Raisonnier-Filters arbeiten. Dabei verlieren wir nicht an Genauigkeit, da
es in allen Féllen problemlos moglich sein wird, die Y;, als [T},] zu schreiben,
wobei die T,, als Baume auf {0,1} “harmlose” Mengen sind.
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Lemma 5.12 Fx ist ein nichttrivialer Filter auf w mit der Eigenschaft,
dass mit G € Fx undn € w auch GN{k € w: k> n} € Fx gilt. Ferner ist
Fx invariant unter endlichen Abdnderungen seiner Elemente.

Beweis:

Ist G € Fx und G C H, so gilt offensichtlich auch H € Fx.

Seien G, H € Fx und (Y,¥ : n € w), (Y,F : n € w) zugehérige Folgen wie in
Definition (5.11). Definiere dann (Y}, : n € w) durch

Y, =Y¢nYH | falls n =T(k,m) gilt,

wobei I' : w X w — w eine Bijektion sei. Offensichtlich ist jedes Y, abge-
schlossen.

Seien @ € X und k,m € w mit a € YkG und a € Y. Dann gilt a € YT (k,m)
und somit X C ¢, Yn- Des Weiteren gilt fiir 2,y € Yp ) mit 2 # y
h(z,y) € G und h(z,y) € H. Also folgt h(z,y) € GNH, d.h. J,¢, M(Yn) C
GNH.

w € Fy ist klar. Angenommen () € Fx. Dann existiert eine Folge (Y, : n €
w), mit abgeschlossenen Y,, und {J, o, M(Y,) € 0, d.h. nach Definition von
h muss |Y,| <1 fiir jedes n € w gelten. Wegen X C J, ., Yn wire X dann
aber abzéhlbar.

Sei m € w und sei (Y, : n € w) eine Aufziihlung aller Klassen U; fiir s € ™2.
Dann gilt h(Y;) = w\m fiir alle n € w und wegen X C “2 = |, Y» folgt
somit w\m € Fx. Daraus folgt zum einen, dass Fx nicht trivial ist und zum
anderen, dass GN{k € w: k >n} =GNw\n € Fx fiir jedes G € Fx und
fiir jedes n € w gilt.

Seinun Z Cw, Z € Fx und sei Y C w derart, dass fiir alle bis auf endlich
vielex € ZUY x € ZNY gilt. Sei € ZUY maximal mit £ ¢ ZNY.
Dann folgt wegen ZN{k cw:k>zt e Fxyund ZN{kcw:k>z} CY
schon Y € Fx o

Lemma 5.13 Ist X eine diberabzihlbare X3[Y]-Klasse fir ein Y € N, so
ist Fx S3[Y].

Beweis:
Dies folgt direkt aus Definition (5.11). o

Wir beweisen nun Satz (5.10). Dabei verwenden wir ein entscheidendes Lem-
ma, welches ein hinreichendes Kriterium dafiir liefert, wann der Raisonnier-
Filter rapide ist. Der Ubersicht halber beweisen wir dieses jedoch erst im
Anschluss.

Beweis von Satz (5.10):

Gelte 31-LM. Nehmen wir an, IT}-PSP gelte nicht. Dann existiert ein Y €
N, so dass TI}[Y]-PSP nicht gilt und wir erhalten mit Satz (4.11), dass
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X = L[Y]|N“2 iiberabzahlbar ist. Daher existiert nach Definition (5.11) der
zugehorige Raisonnier-Filter Fx und da X ferner $1[Y] ist, erhalten wir mit
Lemma (5.13), dass Fx Zi[Y] ist.

Um einen Widerspruch zur Voraussetzung Z%—LM zu erhalten, werden wir
nun zeigen, dass Fx rapide und daher nach Satz (5.3) nicht messbar ist.

Fir H C%¥2 x “2 und z € “2 definieren wir die x-Sektion von H durch
H,={ye®“2:(x,y) € H}.
Des Weiteren setzen wir

H(X)= ] B
rzeX

Wir verwenden nun folgendes Lemma, dessen Beweis wir spdter nachtragen
werden:

Lemma 5.14 Sei X C “2 dberabzihlbar. Gilt fiir jede Gs-Klasse H C “2 X
“2, deren Sektionen alle vom Mafi Null sind, dass auch H(X) Null ist, so
ist Fx ein rapider Filter.

Um die Pramisse von Lemma (5.14) fir X = L[Y|N“2 nachzupriifen, werden
wir folgende Eigenschaften von X benétigen:

o X ist BI[Y].

e Schrinken wir die kanonische Wohlordnung <y von L[Y] auf X ein, so
erhalten wir eine definierbare X}[Y]-Wohlordnung auf X, welche wir
im Folgenden mit <x bezeichnen.

e Jedes echte Anfangsstiick von <x ist abzihlbar. Denn gilt x € X, so
existiert ein (abzéhlbares) @ € OR mit « € L,[Y]. Da die kanonische
Wohlordnung von L[Y] gerade so definiert ist, dass alle Vorgénger von
x schon in L,[Y] enthalten sind und da man ferner mit Induktion
zeigt, dass |Ly[Y]| = a gilt, folgt daraus die Behauptung.

Sei nun also H C “2 x “2 eine Gs-Klasse mit Null-Sektionen. Fiir y € H(X)
sei A(y) das beziiglich <x kleinste x € X mit y € H,.
Definiere

H(X) = {(z,y) € H(X) x H(X) : Mz) <x Ay)}.

H(X) istNE%. Denn X sowie <x sind 31, H ist Borel und es gilt:
(r,y) e HX) < 3dze X (z,2) e H N Iye X (g,y) € H AN ANzx) <x A(y).

"OWir verwenden hier und im Folgenden iibersichtshalber Mengenschreibweise, auch
wenn es sich um echte Klassen handelt.
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Damit ist H(X) nach Voraussetzung messbar.

Fiir festes y € H(X) ist {\(y/) : y € H(X) A My/) <x Ay)} als Teilmenge
des durch <xtA(y) gegebenen Anfangsstiicks von <x hochstens abzihlbar
und da des Weiteren fiir jedes y/ € H(X) die Klasse {z : x € H(X)AX(z) =
A(y!)} als Teilklasse von H)(,y das Mafl Null hat, folgt, dass die Klasse
{x : (x,y) € H(X)} als hichstens abzihlbare Vereinigung von Nullklassen
selbst Null ist. Mit dem Satz von Fubini (vgl.[Schmitz]) erhalten wir, dass
H(X) eine Nullklasse ist. Wenden wir den Satz von Fubini ein zweites Mal
an, so erhalten wir, dass die Klasse aller z € H(X) mit der Eigenschaft, dass
{y: (z,y) € H(X)} keine Nullklasse ist, eine Nullklasse ist. Sei zy € H(X)
derart, dass {y : (zo,y) € H(X)} Null ist. Dann gilt:

H(X)={y: (y,20) € HX)}U{y:y € H(X) AXy) = Azo)}
U{y : (zo,y) € H(X)}.

H(X) ist somit eine Nullklasse und wir erhalten mit Lemma (5.14), dass
Fx ein rapider Filter ist. o

Es bleibt Lemma (5.14) zu zeigen. Dazu beweisen wir zunéchst ein weiteres
Lemma.

Lemma 5.15 Sei E € “2 eine Nullklasse. Dann existiert eine abgeschlos-
sene Klasse B C“2, so dass gilt:

i) BNE ={.
it) p(B) > 0.
iii) Fiir jedes s € <“2 mit BNUs # 0 gilt p(BNUs) > ()41

Beweis:
Sei By C “2 abgeschlossen mit By N E = § und u(By) > 2. Sei Tj) ein Baum
auf {0, 1} mit By = [Tp]. Definiere rekursiv Bdume T}, fiir k& € w durch

Tey1 = {h € T : Is € M2 A p([Ty] NUs) > 1/8FFL
ANz e [Ty NUs In € w h = 45}

Sei
T = ﬂ Ty.
kEw
Dann definieren wir fiir jedes k € w
By, = [Ty]
und schlie3lich
B =1T].
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Offensichtlich gilt € B genau dann wenn x € By fir jedes k € w gilt,
also B = (e, Bk 1 Weiter gilt fiir jedes k € w Bry1 = U{Bx NUs : s €
k12 A (B NUs) > 1/8F+13,

Wir miissen zeigen, dass B die gewiinschten Eigenschaften besitzt.
B ist offensichtlich abgeschlossen. Also gilt (1).
Es gilt wegen By O B;1 D Bs... 2 B,,... O B:

u(B) > p(Bo) = > 1Bk \ Biya)- (7)

kew
Wegen “2 = Ujpy Ul gilt weiter
( By \ Bry1) = Uy N (Bi \ Bry1)) + pUpy N (B \ Bry1)). (8)

Fiir k € w und s € <92, 1 <|s| < k berechnen wir pu(Us N (By \ Byry1))-
Wegen Us = U, cb+1-151)oUs—~r und wegen

0 falls p(Us~r N By,) > 1/8%+1
pw(Us— N (B, \ Bry1)) = { < 1/8k+1 sonstu( § :

fiir r € (H1=IsD2 ) folgt

2k+1—\s|
PN (B B = Y alther 0 (Bi\ Biot)) < . (9
re(k+1=[s))2
Setzen wir (9) in (8) ein, so ergibt sich
2" 1
( By \ Bry1) < Q'W = Vs
und wir erhalten aus (7) und mit p(Bo) > % schlieBlich
1 1 5 1 1
B) > uw(Bo) = ) g =#(Bo) — 5> 5 —5=5>0. 1
w(B) > p(Bo) = Y g = #Bo) — 5 > g~ 5 =5 >0 (10)

kEw

Damit gilt (2).

Sei nun s € <¥2 mit Us N B # (.
Gilt [s| = 0, so erhalten wir mit (10) pu(UyN B) = u(B) > 1.

"Djes ist natiirlich eine etwas informale Schreibweise, da die rechte Seite als abzéhlbarer
Schnitt von Klassen zunéchst so nicht definiert ist. Unsere Konstruktion mit Hilfe der
Béume (Mengen!) T} bzw. T zeigt jedoch, dass diese Vereinigung von Klassen tatséichlich
definierbar ist.
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Nehmen wir nun |s| > 0 an. Aufgrund der Definition von B gilt Us N By # 0
und nach Definition von By, folgt

pu(Us N Byg—y) > 1/8"!

und
USQBM :L{sﬁBM_l. (11)
Mit (9) und (11) erhalten wir nun
1 2k+1—|s\
pUs N B) = p(Us N Big)) = Y uUs N (Bi \ Biya)) > 3 > R
k>|s| k>|s|
11 NN 1 n' o1
— . ylsl - - = - -
g g 2 <4> S 5 2 (4) Z gl
k>ls| i1

und haben damit gezeigt, dass auch (%) erfiillt ist. o

Mit dem Beweis von Lemma (5.15) werden wir nun den Beweis von Lemma
(5.14) fithren und damit den Beweis von Satz (5.10) vervollstandigen.

Beweis von Lemma (5.14):
Wir miissen zeigen: Fiir jede monoton wachsende Funktion ¢g : w — w
existiert ein G € Fy, so dass fiir jedes k € w gilt:

|G N go(k)| < k.

Zunichst wihlen wir eine Familie (A(s,l,j))sewg’l@,j@) mit fl(s,l,j) -
<«{0,1}, so dass die durch

x € A(s,1,§) < Ir € A(s,1,7) z € U,

definierten offenen Klassen A(s, [, j) unabhéingig bzgl. des Lebesgue-Mafles
sind (d.h. (N5 15)eBA(s: 1, 7) = [ (51,5)es #(A(s, 1, 7)) fiir jedes B C W2 x
w x w) und p(A(s,1, 7)) = 2= fiir alle s € <2, | € w und j € w gilt.
Dazu sei ((sg,lk,jr) : k € w) eine Aufzdhlung aller Tripel (s,l,7) mit s €
W2 lEw, jEwW.

Wir definieren dann induktiv:

rn = 07
A(Sl,ll,jl) = {7“ € (T1+l1+j1)2 1 Vn (Tl <n<ri+h +51 = T(n) = 1)}
und fiir k£ > 1
T = Th—1+lpe—1+ Jr-1,
A(si b, i) = {re THting cvn (ry <n < rp + U + i — r(n) = 1)}
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Beachten wir, dass fiir endliches B C w p({z € “2: Vk € B z(k) = 1}) =
2718l und ferner nach Definition der fl(s, l,j) fur k #m (rg, v+l + jk) 0O
(PmsTm + b + Jm] = 0 gilt, so erfiillt die Familie (A(s,1,7))se<waicw jew
offensichtlich die gewiinschten Eigenschaften.

Sei ¢ : w — w monoton wachsend. Wir definieren H? C “2 x “2 durch

H(b = m U U{(x,y) Yy e A(‘Q;Td)(l)ul:j/)}lQ'

jew jr>j 1>ji
Es gilt:

i) Fiir festes j/,1 € w ist die Klasse C := {(z,y) : y € A(wg),1,

)}
offen (beziiglich der durch d((z,y), (z/,y/)) =max{d(z,z!), (y,y/)}
definierten Maximumsnorm d auf “2 x “2). Denn sei (z,y) € C.
Da A(xyg(y,1,j7) offen ist, existiert ein 5, so dass aus d(g,y) < )
schon § € A(z44), 1, /) folgt. Dann gilt mit o ::min{g, \llﬁ} fiir alle
g ev2:d((&9)(z,y) <6 = (&,7) € C.
Damit ist H? offensichtlich eine Gs-Klasse.

ii) Sei # € “2. Nach Definition von H? gilt dann fiir jedes j € w:
Hg ={y: (i,y) € H?} C Uj/Zj Ulzj/A(quﬁ(l)? L, j1). Wegen p1(A(Z14()
1,j0) = 2=H9) gilt fiir jedes j € w wUjs; Usj AZrp), 1, 51) <

Z]/>j Zl>]l H—J/) < Z ( /) Z 2(_)) Z 2 J/+1 Da‘

die Reihe 3, 2 —irt konverglert wird Z ~ T fur geniigend
grofle j beliebig klein, so dass M(Hg) = 0 folgt.
Da H? somit eine Gs-Klasse mit Nullsektionen ist, ist H?(X) nach Voraus-

setzung damit eine Nullklasse.

Nach Lemma (5.15) existiert ein abgeschlossenes B® C “2 mit B’ NH®(X) =
0, u(B®) > 0 und der Eigenschaft, dass fiir alle s € <¥2 gilt: B® NUs# () =
u(BY NUs) > (L)1,

Fiir jedes z € X und fiir beliebiges j € w definieren wir

= (U U Al@rga),1,9n) n B?.

VIES RS

Die Of sind offen in B? und wegen H?(X) N B? = () und ()
HY N B® C H*(X) N B? gilt N

jEw

icw OF = (. Mit dem Satz von Baire, nach

2Da wir die offenen Klassen A(s, [, j) wieder mit Hilfe der Mengen A(s, 1, j) reprisen-
tieren konnen, ist die rechte Seite als Klasse definierbar:

(z,y) € H® <+ Vj €w jr > 5 3 > j1 Ir € A(zrg0),1,5) y € U
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welchem der hochstens abzéhlbare Schnitt dichter offener Klassen reeller
Zahlen wieder dicht ist und welcher auch in ZFC~bewiesen werden kann
(vgl. [Jech]), folgt, dass nicht alle OF dicht in B? sind. Es gibt also stets ein
s € ““2 und ein j € w mit

B’NUs #0 und B*NU;NOT = 0. (12)

Sei (-,+) : w x <¥2 — w eine rekursive Bijektion mit (j, s) > max{j, |s|} fiir
alle j € w und s € <“2. Wir definieren eine Funktion F® : X — w durch

F?(z) = Kkleinstes (j,s), so dass (12) gilt.
Nun definieren wir eine Aquivalenzrelation R® auf X durch
R (z,y) +>

(F?(x) = F(y) A Tg(po(a)) = Yro(re(y)))-

R? hat hochstens abzihlbar viele Aquivalenzklassen, denn ordnen wir je-
der Aquivalenzklasse Y von R? dasjenige ({j,s),8) mit (z € Y > F?(z) =
(J;8) N Tpg((,s)) = 5) 2u, so erhalten wir (aufgrund der Injektivitdt von
(-,+)) eine Injektion nach w.

Sei (Y;,)new eine Aufzihlung der Aquivalenzklassen von R?. Dann gilt offen-

sichtlich X C U, ¢, Yn und damit Zy := (J,c,, M(Yn) € Fx.
Wir zeigen nun folgende Behauptung:
Vk € w: 1 Zy N p(k)| < k(3k + 3)22%F. (13)

Sei k € w. Dann gilt
Zy (k) = {h(z,y) < ¢(k) 1 2,y € X,z # y, R?(z,y)}

= {h(z,y) < o(k) 2,y € X,z # y, FP(x) = FO(y), Tpp(p0(2)) = Yra(re(y)) }-
Ist z € ZyN(k), so existieren also z,y € X, jo € w und sp € <2 mit = # y,
z = h(z,y) < ¢(k), F(x) = FO(y) = (jo,50) und T1g((jo.s0)) = Yré((joso))-
Wegen letzterem folgt aufgrund der Definition von h somit h(x,y) > ¢({jo, so)).
Da aulerdem h(x,y) < ¢(k) gilt, erhalten wir wegen der Monotonie von ¢
<j0, 80> < k.

Wir konnen also | Z4 N ¢(k)| nach oben abschétzen, indem wir fiir alle j € w,
s € <“2 mit (j, s) < k die Kardinalitit der Menge M; s := {h(x,y) < ¢(k) :
v,y € X, x #vy, Fo(x) = F?(y) = (j,s)} nach oben abschitzen und an-
schliefend die so erhaltenen Abschétzungen summieren.

Seien also j € w, s € <¥2 mit (j, s) < k.

Fir z, 2/ € X mit z44x) = 2/1¢x) und fiir jedes y € X folgt nach Definition
von h aus h(x,y) < ¢(k) schon h(z,y) = h(x/,y).
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Wir schiitzen |M; | daher nicht durch das Quadrat der Kardinalitét von
{r € X : F®(z) = (j,s)}, sondern nur durch das Quadrat der Anzahl der
verschiedenen moglichen Anfangsstiicke der Linge ¢(k) fiir Elemente aus
{r € X:F?x)=(j,s)} ab.

Die Menge der verschiedenen moglichen Anfangsstiicke der Linge ¢(k) fir
Elemente aus {z € X : F?(z) = (j,s)} ist enthalten in

A(j,s) = {t e ®®2: B® U, # 0 AB®NU N A(t, k, 5) = 0},
denn gilt F?(z) = (j, s), so gilt aufgrund der Definition von F?:

B NUs # 0 und B N, N 07 = B*nils 0 (| | Alzyg)1.47) = 0.
124121
Wegen der Wahl von (,) und wegen (j,s) < k gilt j < k und daher

Setzen wir A(j,s) = {t € ?®2: B® N, N A(t, k,j) = 0}, so erhalten wir
damit folgende Abschétzung:

1Zs N (k)| < > (1A, 5)])?

JEwW,s€<W2 (f,s)<k
= > (IA3, 9)])?. (14)
JEW,s€<w2 (j,8)<k,BPNUs#0

Fiir den Fall B® NU, # () beschriinken wir nun (4, s) := |A(j, s)| .

Dazu schitzen wir p(B? NUs) mit §(4, s) nach oben und mit Lemma (5.15)
nach unten ab.

Aufgrund der Definition von A(j, s) sieht man sofort:

BPnuU, C (] (“2\A(t, k).
teA(4,s)

Da pu(A(t, k,j)) = 2= #+9) gilt und da die A(s,, ) beziiglich des Lebesgue-
Mafles unabhéngig sind, folgt daher

N(B¢ NU) < (1 — 2*(k+j))5(j,3).

Fiir die untere Abschiitzung von u(B?® NUs) erhilt man wegen B® NU; # ()
nach Lemma (5.15), dass

1) IsH+1
W(B® U > <8>
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gelten muss.
Es gilt also folgende Abschitzung:

1 |s|+1 . '
<8) < M(B¢> NUs) < (1 — 2—(k+1))5(y,8)'

Durch Anwenden des Logarithmus erhalten wir daraus
5(4,8) < (3|s] + 3)2%+7.
Setzen wir dies in (14) ein, so ergibt sich
1Zy N (k)| < > ((3ls] +3)25+)2,
JEW,s€<w2 (j,5)<k

Wegen der Wahl von (,) gilt fiir & > (4, s) schon |s| < k und j < k, so dass
wir |s| und j durch k abschétzen kénnen. Ferner ist (,) eine Bijektion, so
dass in der auftretenden Summe iiber £ Summanden summiert wird. Somit
ergibt sich

1Zs N p(K)| < k(3k + 3)%2%

und damit (13).

Nun konnen wir zeigen, dass Fx rapide ist und damit den Beweis zu Ende
fiihren.

Sei ¢p : w — w monoton wachsend. Definiere 9 : w — w durch ¥(k) =
k(3k + 3)22%. Dann definieren wir ¢ : w — w durch

¢o(k) = do(P(k +1)).

o ist monoton wachsend und nach (13) erhalten wir somit fiir jedes k € w
125, 0 6o(t(k+ 1)] < k(3k +3)22%% = (k).

Sei n € w. Wegen ¢(0) = 0 existiert dann ein k € w mit ¥(k) <n < p(k+1)
und es folgt mit der Monotonie von ¢

1Zg, Ndo(n)| < 1Z5 N do(P(k+ 1)) < (k) <n.

Da Z¢~)0 € Fx gilt, ist Fx somit rapide. o
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6 Zur Stirke von SOA +I1{-PSP und SOA +3!-LM

In diesem Kapitel werden wir die Stéirke von SOA+II{-PSP und SOA+X}-
LM untersuchen. Sowohl SOA + ITI}-PSP als auch SOA + ¥3-LM machen
lediglich Aussagen iiber reelle Zahlen. Da die Struktur der reellen Zahlen
gerade der Bereich ist, den SOA in natiirlicher Weise axiomatisiert, liegen
diese Schemata daher als axiomatische Erweiterung recht nahe.
Des Weiteren scheinen diese Axiomenschemata zunéchst wenig mit den star-
ken Mengenexistenzaxiomen der Mengenlehre zu tun zu haben. Dies ist in-
sofern von Bedeutung, als dass gerade diese sehr schnell aus dem Bereich
der reellen Zahlen herausfithren. So impliziert beispielsweise das Potenz-
mengenaxiom unmittelbar die Existenz mathematischer Objekte von unbe-
schrankt groflen Kardinalitdten, also Objekten, die uns in der deskriptiven
Mengenlehre auf den ersten Blick eher befremdlich erscheinen. 3
Wir werden zeigen, dass SOA + II}-PSP und SOA + Xi-LM dennoch in
erstaunlich enger Verbindung zu ZF'C' stehen.
In Abschnitt 6.1 zeigen wir dazu, dass aus der Konsistenz von SO A+I1{-PSP
bzw. SOA+ 21-LM bereits die Konsistenz von ZFC gefolgert werden kann.
Dazu beweisen wir mit der Charakterisierung von I1}[x]-PSP aus Abschnitt
4.3, dass in jedem Modell von SOA + ITi fiir jede reelle Zahl = das relativ
zu x konstruierte konstruktible Universum L[x] ein Modell von ZFC' ist.
Da wir in Kapitel 5 gesehen haben, dass 2§—LM bereits IT1-PSP impliziert,
erhalten wir damit ein analoges Ergebnis fiir die Theorie SOA + $1-LM.
Im folgenden Abschnitt 6.2 zeigen wir mit Hilfe von Shoenfield-Absolut-
heit, wie dieses Ergebnis genutzt werden kann, um Aussagen dariiber zu
machen, welche in ZFC beweisbaren Sitze schon in SOA + IT}-PSP bzw.
SOA + Z1-LM gezeigt werden kinnen.
Ein Beispiel fiir eine Anwendung dieser Vorgehensweise findet sich schlief3-
lich in Abschnitt 6.3.

Bis auf Abschnitt 6.3, in dem wir grofitenteils in ZFC arbeiten, legen wir
im Folgenden wieder ZFC~ +V = HC zu Grunde.

6.1 Aquikonsistenz mit ZFC

Wir beweisen nun das Hauptresultat dieser Arbeit, ndmlich die beiden fol-
genden Sétze:

Satz 6.1 Gelte II}-PSP. Fiir jede reelle Zahl x gilt dann Llz] = ZFC.

Im Hinblick auf das Resultat aus Kapitel 5 erhalten wir hieraus unmittelbar:

13 An dieser Stelle sei bereits erwihnt, dass es durchaus Aussagen der deskriptiven Men-
genlehre gibt, zu deren Beweis diese “higher-type-objects” unverzichtbar sind. Vergleiche
hierzu zum Beispiel Martins Beweis von Borel-Determiniertheit (6.12) und die Ergebnisse
von Friedman, nach denen dieser Beweis ohne diese nicht zu fiihren ist.
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Satz 6.2 Gelte £3-LB. Fiir jede reelle Zahl x gilt dann L[z] = ZFC.

Um Satz (6.1) beweisen zu kénnen bendtigen wir folgendes Lemma, dessen
Beweis wir in Anlehnung an Godels Beweis der Giiltigkeit der verallgemei-
nerten Kontinuumshypothese (GCH) in L fiihren werden.

Lemma 6.3 Gelte ZFC~. Sei x eine Menge und nehme an, dass V = L[z]
gilt. Gelte ferner, dass fir jede Ordinalzahl o eine requlire Kardinalzahl
8 > « existiert. Dann gilt ZFC, also insbesondere das Potenzmengenazxiom.

Um (6.3) zu zeigen, brauchen wir Mostowskis Kollabierungs-Satz, den Satz
von Léwenheim und Skolem, sowie Gédels Kondensationslemma. Da diese
Sétze in jedem Grundlagenbuch nachgelesen und ferner ohne den Gebrauch
des Potenzmengenaxioms bewiesen werden kénnen (vgl. z.B. [Jech]), werden
wir diese hier ohne Beweis nur kurz zitieren.

Satz 6.4 (Mostowski) Sei E eine fundierte und extensionale Relation auf
einer Klasse P. Dann existiert eine eindeutige transitive Klasse M und ein
eindeutiger Isomorphismus m zwischen (P, E) und (M, €). Insbesondere gilt
also (im Fall E=€), dass jede extensionale Klasse P isomorph zu einer
transitiven Klasse M ist, wobei der zugehdrige Isomorphismus eindeutiq ist.
Wir nennen M auch den transitiven Kollaps von P.

Der Isomorphismus 7 lisst sich dabei induktiv definieren durch:

w(x) ={n(z): 2z E z}.

Fiir den néchsten Satz brauchen wir den Begriff des elementaren Submodells.
Ist U ein Modell, so nennen wir B ein elementares Submodell von I/ wenn
gilt:

i) Der Triager von B ist enthalten im Trager von U.

ii) Fir jede Formel ¢(z1, ..., z,,) und fiir alle aq, ..., a,, aus dem Triger von
B gilt:
B = ¢(al,...,an) < U = pay, ..., ap.

Es gilt folgender Satz:

Satz 6.5 (Lowenheim und Skolem) Jedes unendliche Modell einer abzihl-
baren Sprache enthdlt bereits ein abzdhlbares elementares Submodell.

Als letzten Satz brauchen wir das Kondensationslemma:

Satz 6.6 (Gddel) Fir jede Limesordinalzahl § gilt: Ist M ein elementares
Submodell von (Ls, €), dann ist der transitive Kollaps von M gerade ein L,
fiir ein v < 4.
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Diesen Satz verwenden wir im Folgenden fiir den relativierten Fall L[x].
Wir haben nun alle Vorbereitungen getroffen, um Lemma (6.3) zu beweisen.

Beweis von (6.3):
Sei y € L[z]. Dann existiert ein o € OR, so dass y € Ly[z] gilt. Ohne Ein-
schrinkung sei a > Ng.
Wir miissen zeigen, dass die “Potenzklasse” {z € L[x] : z C y} eine Menge
in L[z] ist, dass also die Potenzmenge P(y) von y existiert.
Sei z C y. Wegen V = L[] existiert ein § € OR, 8 > «, mit z € Lg[z],
wobei wir 0.B.d.A. g € Lim annehmen diirfen. Sei X ein elementares Sub-
modell von Lglz] mit TC(y) C X, z € X und |X| = |T'C(y)|-No. Ein solches
X existiert, da die Sprache L¢ offensichtlich abzahlbar ist und es daher nach
dem Satz von Lowenheim-Skolem ein abzithlbares Submodell X von Lg|z]
gibt. Man kann daher X als den Abschluss von X UTC(y) U {z} unter ge-
eigneten Skolemfunktionen wihlen.
Sei M der transitive Kollaps von X. Nach dem Kondensationslemma gilt
M = Ly[x] fur ein v < . Sei 7 : X — Ly[z] der (eindeutige) Isomorphis-
mus zwischen den Modellen. Da T'C(y) transitiv ist, gilt mro(y) = Idyroy)-
Denn fiir alle 7 € TC(y) und fiir alle s gilt wegen (s € r — s € TC(y) —
s € X)schon rNX =r. Dan(r) ={n(s) : s € r} gilt, folgt mit €-Induktion
dann 7(r) = {s: s € r} = r. Wegen z C y gilt somit 7(w) = w fir allew € 2z
und daher 7(z) = {7(w) : w € 2z} = {w: w € 2z} = 2. Also folgt z € L,[x].
Ferner gilt |y| = |Ly[z]| = |X| = |[T'C(y) - Xo| < |a|. Die letzte Ungleich-
heit gilt, da zum einen a > Ny vorausgesetzt wurde und zum anderen,
da TC(y) C La[z] (y € La[x] und Ly[z] ist transitiv) gilt. Denn wegen
|Lo[x]| = |af folgt hiermit |T'C(y)| < |a|.
Sei & > «a regulédr. Dann gilt |&| > |a| > |7/, also & > v und somit z € Lg[z].
Da & nicht von z abhéngig ist, erhalten wir nun (mit der Absolutheit
von “C” fiir transitive Modelle):

P(y) ist somit iiber Lg[x] mit Parametern aus Lg[x] definierbar und wir
erhalten P(y) € Lg+1[x] und damit P(y) € L[x]. o

Wir schlieen nun den Beweis von Satz (6.1) an.
Beweis von (6.1)
Es gelten L{z] E ZFC~ und L[z] = V = L[z|. Dies wird beispielsweise in

[Jech] bewiesen, wobei das Potenzmengenaxiom nicht benotigt wird.
Zu zeigen bleibt also L[z] |=(Pot). Dazu verwenden wir obiges Lemma (6.3).
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Sei « € OR. Wegen (V. = HC) ist a abzdhlbar. Sei y € WO mit
llyl| = a. Seien po(-), pi(-) die Projektionen des Standardisomorphismus
(,) 1 Yw X Yw — Yw. Setze dann z := (z,y). Aufgrund von ITi-PSP folgt
mit Satz (4.11), dass Nf[z] existiert. Da in L[z] das Auswahlaxiom gilt, ist

N[ regulir in L[2]. Bs gilt Lja] € L[2], denn wegen = € L[z] und = po(2)
]

ist € L[z]. Daher ist Nf[z] auch regulér in L[z], denn da es keine in Nf[z
kofinale Folge der Linge § fiir ein 8 < Nf[z} in L[z] gibt, so gibt es eine
solche erst recht nicht in L[z]. AuBlerdem gilt in L{z], dass Nf[z} grofler als
« ist. Denn wegen z € L[z] gilt auch y = pi(z) € L[z]. Da WO IIi und
damit nach dem Satz von Shoenfield (vgl. Satz (6.7)) absolut fir L|[z] ist
und da ferner |ly|| = « gilt, folgt L[z] F a < NlL[Z}, denn Elemente aus
WO koénnen nur abzéhlbare Ordinalzahlen codieren. Da die <-Relation fiir
transitive Modelle absolut ist, folgt damit auch L{z] = o < NlL[Z].

Mit Lemma (6.3) folgt nun L[z] =(Pot). o

Mit Hilfe von Forcing lésst sich zeigen, dass aus der Konsistenz von ZFC
auch die Konsistenz von SOA+wolle topologische Regularitit folgt. Dieses
Ergebnis wird in der Diplomarbeit von Daniel Busche (vgl. [Busche]) gezeigt.

6.2 Zur Giiltigkeit von ZFC-Sitzen in SOA—I—H%-PSP und
SOA—|—E§-LM

Vergleicht man die “Stérke” zweier Theorien, so interessiert man sich im All-
gemeinen nicht nur fiir relative Konsistenzaussagen. Eine weitere natiirliche
Frage ist, welche Sdtze der einen Theorie schon in der jeweils anderen be-
wiesen werden koénnen.

Mit Hilfe der Ergebnisse des letzten Abschnittes und mit dem Satz iiber
Shoenfield-Absolutheit werden wir hierzu nun ein schénes Resultat bewei-
sen.

Zunéchst zeigen wir folgenden Satz:

Satz 6.7 (Shoenfield-Absolutheit) Sei a € “w. Dann ist jede ¥3[a]-Relation
(und damit auch jede T13[a]-Relation) A absolut fiir L]a]. Es gilt also fiir alle
x € L[a] NYw

r€AS LjalErzeA

oder, ausgedriickt mit der definierenden Formel ¢ fir A,
() < Lla] = ¢(x).

Bevor wir Satz (6.7) beweisen, machen wir folgende Bemerkung:
Sei a € “w und sei T' ein Baum in La]. Ist T" eine Menge, dann gilt

T ist fundiert < Lla] = T ist fundiert. (15)
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Dies folgt daraus, dass wir die Fundiertheit eines (Mengen-)Baumes sowohl
durch eine V-Aussage als auch durch eine 3-Aussage charakterisieren kénnen.
Denn ist T fundiert, so gibt es keine unendlichen Pfade in 7" und somit erst
recht keine in Lla]. Gilt umgekehrt L[a] = T ist fundiert, so gibt es eine
ordnungstreue Abbildung f : T'— OR in L[a] und diese existiert natiirlich
auch in V.

Man beachte, dass (15) im Allgemeinen nicht mehr gilt, wenn 7" eine ech-
te Klasse ist. Denn da 7' dann iiberabzihlbar verzweigt sein kann ist es
moglich, dass T' fundiert ist und dennoch keine ordnungstreue Abbildung
f: T — OR existiert (denn es gibt nur abzihlbare Ordinalzahlen!)!4.

Wir verwenden im Folgenden die im Beweis von Satz (3.23) eingefiihrte
Notation.

Beweis von Satz (6.7):
Sei a € “w und A € %i[a]. Wie im Beweis von Satz (3.23) finden wir dann
einen in a rekursiven Baum S auf w3, so dass fiir alle z € “w gilt:

r €A Jy €“w S,y ist fundiert.

z,y)

Fiir € “w N L[a] erhalten wir somit
Lla] Fr € A+ Jy € Lla]N“w Lla] |F Sy, ist fundiert.

S ist arithmetisch in @ und wegen a € L[a] folgt daher fiir alle z,y € L]a]N“w

S(I;[‘;]) = S(z,y)- Zusammen mit der Bemerkung (15) erhalten wir somit

Ll Fxz € A+ Jy € Lla]N*w S,y ist fundiert. (16)

Gilt also L[a] =z € A, so folgt « € A.

Sei nun z € AN Lial.

Sei yo € “w so, dass S, ,,) fundiert ist. Dann gibt es eine ordnungstreue
Abbildung f: .S — OR, d.h. fiir alle 71,75 € 5 gilt

z,0) Z,Y0)

fn) < f(r) < CmnAn #1.

Sei v € OR mit rng(f) C a.

Sei B die Menge aller geordneten Paare (o, s), so dass gilt:

o€ Yw, s: S o) O ist eine Funktion und fiir alle 7, €
gilt:

L (dom

S($¢(dom(0)) )

8(7’1) < S(Tg) 17 C T AT 75 T1.

14 Aus diesem Grund lésst sich beispielsweise der Beweis von Shoenfield-Absolutheit wie
er in [Jech] oder [Kanamori] ausgefiihrt wird nicht auf ZFC~ + V = HC iibertragen.
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Dabei sei

S('rT(donL(cr))va) = {7 € “Yw:dom(r) < dom(c) A (T4dom(r)s Ttdom(r)s T) € S}

Wegen a, x € Lla] gilt B € Lla].
Wir definieren eine Inklusion C* durch

<O‘, 3> Cc* <5‘, §> g <5’, §> €EBANocCaoA ENS(’%(dom(a))vU)) = s.
(Beachte, dass es fiir (o, s) C* (7, §) dabei durchaus moglich ist, dass o # &
aber S(%(dom@w) = S(xT(domw)),&) und somit s = § gilt.)
Dann sieht man leicht, dass B beziiglich C* ein (Mengen-)Baum in L[a] ist,
fiir welchen Gleichung (15) gilt.
Ferner ist B nicht fundiert, denn {(yotn, fTS@T vor )) 1 n € w} ist offensicht-
lich ein unendlicher Pfad in B.
Mit (15) gilt, dass B auch in L[a] nicht fundiert ist, d.h. es existiert ein
unendlicher Pfad {(o,, sp) : » € w} von B in L[a]. Seien

y:UUn und g = US"‘
new new

Dann gilt y € L[a] und g bezeugt, dass S(z,y) fundiert ist, denn g ist eine

Funktion von S(, ,) nach a und fiir alle 71,72 € S(, ) gilt

f(Tl) < f(TQ) S CTr AT 75 1,

d.h. g ist ordnungstreu.
Mit (16) erhalten wir daher L{a] Fz € A. o

Mit diesen Vorbereitungen beweisen wir nun folgenden Satz:

Satz 6.8 Sei ¢ ein I1}-Satz von L. Dann gilt

ZFCF ¢ = SOA+TI}-PSP - .

Beweis:
Sei ¢ ein I1}-Satz von Lo der Gestalt

Vo € “w Jy € “w o(x,y),

wobei ¢(x,y) ein I1i-Satz sei. Gelte ZFC + . Um SOA + ITi-PSP F ¢
zu zeigen, geniigt es aufgrund des Vollstdndigkeitssatzes zu zeigen, dass fiir
jedes beliebige Modell U von SOA + IT3-PSP schon U = ¢ gilt. Sei also U
ein Modell von SOA + IT{-PSP. Sei x € “w NU beliebig. Dann folgt mit
Satz (6.8) L[z| | ZFC und wegen = € L[z] existiert daher ein y € L[z]| mit
L[z] = ¢(z,y). Mit Shoenfield-Absolutheit (6.7) erhalten wir, dass ¢(x,y)
in U gilt. Da wir = € “w NU beliebig gewéhlt haben, folgt somit U = ¢. o
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Ob es einen in Z F'C wahren }-Satz von Lo gibt, welcher nicht in SO A+11}-
PSP bewiesen werden kann, bleibt zunéchst offen.

Um die Frage zu beantworten, welche SOA + IT{-PSP Sitze auch in ZFC
gezeigt werden konnen, zitieren wir hier aus der Diplomarbeit von Daniel
Busche (vgl. [Busche]). Dort wird gezeigt, dass jeder in SOA+II1-PSP bzw.
in SOA + £1-LM beweisbare I1}-Satz auch in ZFC wahr ist.

Anders als im umgekehrten Fall 1isst sich hier sehr einfach zeigen, dass diese
Komplexitiitsgrenze bereits optimal ist: V' # L und II}-PSP sind E},)—Sétze
und gelten sowohl in SOA + IT3-PSP als auch in SOA + X1-LM. Sie kénnen
aber keine in ZFC beweisbaren Sitze sein. Denn unter der Annahme, dass
Z FC konsistent ist, ist auch ZFC + V = L konsistent. In letzterer Theorie
sind aber beide Annahmen falsch, was fiir erstere offensichtlich ist und fiir
letztere gerade durch Sitze (4.6), (4.7) und (4.8), welche ebenso in ZFC
gezeigt werden konnen, besagt wird.

6.3 Eine iiberraschende Anwendung: Borel-Determiniertheit
in SOA+IT}{-PSP bzw. SOA+3X!-LM

Eine interessante Anwendung von Satz (6.8) (und damit auch von Satz (6.1))
ergibt sich bei Betrachtungen zu Determiniertheitsaxiomen.

In diesem Abschnitt arbeiten wir zunéchst in ZFC, wobei wir insbesondere
Gebrauch vom Potenzmengenaxiom machen werden. Erst mit Satz (6.13)
beweisen wir ein Resultat aus SOA + IT3-PSP bzw. SOA + Z1-LM.

Sei X eine nichtleere Menge. Mit jedem Z C “X assoziieren wir folgen-
des von zwei Spielern A und B gespieltes Spiel G(Z):

Die Spieler wihlen abwechselnd je ein Element aus X (sie setzen einen Zug),
so dass sich eine Folge (ag, by, a1, b1, ...) ergibt, wobei A die a; und B die b;
gewdhlt hat. Die Spieler spielen so lange, dass sich auf diese Weise eine Folge
der Linge w, also beispielsweise im Fall von X = w eine reelle Zahl, ergibt.
Falls diese in Z liegt, so gewinnt Spieler A, andernfalls gewinnt Spieler B.
Wir machen folgende Definitionen:
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Definition 6.9

e FEin Spielverlauf (im Spiel G(Z)) ist eine Folge {ag, by, a1, b1, ...) € “X.

e FEine Strategie fiir Spieler A (fir Spieler B) ist eine Funktion o deren
Definitionsbereich die endlichen Folgen gerader (ungerader) Linge von
Elementen aus X sind und deren Werte in X liegen.

o Wir sagen, dass Spieler A (Spieler B) das Spiel {ag, by, a1,b1,...) mit
der Strategie o spielt, falls o({)) = ao, o({ag,by)) = ai,...(c({ap)) =
bo, o({ao,bo,a1)) = b1,...) gilt und bezeichnen dieses Spiel mit o * b
(ax o), wobei b= (b, :n € w) (a=(an:n € w))sei.

o Sei Z C¥X eine Menge. Fine Strategie o heifst Gewinnstrategie bzgl.
Z fiir Spieler A (fir Spieler B), wenn gilt

{oxb:0e“X}CZ ({a*xo:ae“X} CYX\Z).

o Sei {ag,by,ai,bi,...;an(,by)) ein Anfangsstiick eines Spielverlaufes in
G(Z). Mit Glao-bosarbrs—an(bn))( 7) bezeichnen wir dasjenige Spiel, wel-
ches erst bei {(ag, bo, a1, b1, ...,an(,by)) beginnt, wobei Spieler A {an41,
ap+2,...) und Spieler B ((bn, )bn+1,bnt2,...) spielt und A genau dann
gewinnt, wenn {(ag, by, a1,b1,...) € Z gilt.

Wir nennen G{@0:0:01,b1,an (b)) (7Y quch Teilspiel von G(Z) auf
<a0, bo, ay, bl, ceey an(, bn)>

o Ist (ag,bo,a1,by,...,an(,by)) ein Anfangsstiick eines Spielverlaufes in
G(Z), so heifst eine Menge > von endlichen Folgen Quasistrategie fiir
Spieler A (fiir Spieler B) im Teilspiel auf {(ag,bo,a1,b1,...,an(,bn)),
wenn Folgendes gilt:

i) Jede Folge in > erweitert {ag,bo,a1,b1,...,an(,by)).
it) Fir jedes m > n gilt: Ist (ag,bo,a1,b1,...,an, by, .ccvam) € >,
dann gilt fir jedes y € X (ag,bo, a1,b1, ..., Gy bpy ooy @y y) € > .
(Ist {ag,bo, a1,b1, ey Any by ooy Gy b)) € D, dann gilt fiir jedes
Yy Ew <a0,b0,a1,bl, ...,an,bn, ...,am,bm,y> S 2)
Spielt einer der beiden Spieler also nach einer Quasistrategie, so schrinkt

er seine maglichen Ziige dieser entsprechend ein. Die Ziige seines Ge-
genspielers werden dabei nicht beschrdnkt.

o Fine Menge Z C “X heifst determiniert, wenn es eine Gewinnstrategie
fir einen der beiden Spieler in G(Z) gibt.
Um auszudricken, dass Z determiniert ist, schreiben wir auch Det(Z).
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Ebenso wie wir Borelmengen als gewisse Teilmengen von “w durch die Bo-
relhierarchie bestimmt haben, konnen wir diese Definitionen vollkommen
analog auch auf Teilmengen von “X iibertragen. Dabei iibertragen sich die
meisten der Eigenschaften von Borelmengen reeller Zahlen auf solche verall-
gemeinerten Borelmengen. '

Im Folgenden interessieren wir uns natiirlich meist fiir den Fall X = w.
Jedoch werden wir in Martins Beweis der Borel-Determiniertheit auf obige
Verallgemeinerung zuriickgreifen miissen.

Definition 6.10

o Mit AD bezeichnen wir das Axiom der Determiniertheit, welches be-
sagt, dass jede Klasse reeller Zahlen determiniert ist.

o Mit X}L- TIL-, bzw. AL-AD bezeichnen wir das Aziom, welches besagt,
dass jede XL -, TIL - bzw. Al-Klasse reeller Zahlen determiniert ist.

Ahnlich wie bei den bisher betrachteten Regularitiitseigenschaften liefert
auch hier das Auswahlaxiom eine Menge reeller Zahlen, welche nicht deter-
miniert ist.

Das Axiom der Determiniertheit impliziert, dass jede Menge reeller Zah-
len Lebesgue-messbar ist, sowie die Bairesche Eigenschaft und, falls sie
tiberabzéhlbar ist, eine perfekte Teilklasse besitzt.

Interessiert man sich fiir die projektiven Mengen reeller Zahlen, so stellt
sich die natiirliche Frage, fiir welche von diesen Determiniertheit bewiesen
werden kann.

Einen ersten Schritt liefert folgender Satz:

Satz 6.11 Sei X # (0. Dann ist jedes abgeschlossene und jedes offene Z C
“X determiniert.

Beweis:

Sei zundchst Z C “X abgeschlossen. Nehmen wir an, dass Spieler B im
Spiel G(Z) keine Gewinnstrategie hat. Wir geben dann folgende Strategie
fiir Spieler A an:

Da B keine Gewinnstrategie hat, existiert ein ag € X, so dass B auch kei-
ne Gewinnstrategie im Teilspiel G(%0)(Z) auf (ag) besitzt. Denn andernfalls
hitte B bereits in G(Z) eine Gewinnstrategie. A spielt nun in seinem ersten
Zug ein solches ag (hier brauchen wir das Auswahlaxiom). Spielt B nun ein
by € X, so existiert nun abermals ein a1 € X, so dass B auch auch keine Ge-
winnstrategie im Teilspiel G{@0:%0:41)(Z) auf (ag, by, a;) besitzt. Denn sonst

51st X iiberabzihlbar, so ist “X jedoch nicht separabel. In diesem Fall sind manche
Sétze die auf der Separabilitit von “w beruhen, z.B. der, dass sich offene Mengen als
abzéhlbare Vereinigung abgeschlossener Mengen darstellen lassen, nicht zu zeigen.
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giibe es bereits eine Gewinnstrategie fiir B in G{®)(Z). Auf diese Weise setzt
A das Spiel fort.

Sei = (ao, bo, a1, b1, ...) ein Spielverlauf in G(Z), den A nach obiger Stra-
tegie gespielt hat. Wir zeigen, dass x € Z gilt:

Fiir jedes n € w besitzt Spieler B keine Gewinnstrategie im Teilspiel
Glaoboan) (7Y auf (ag, by, ..., an). Somit existiert stets ein f, € “X mit
fran = (a0, bo, ..., an) und f, € Z, denn andernfalls wire jede Strategie fiir
B im Teilspiel G{@0:to--9n)(7Z) eine Gewinnstrategie. Da limf, = z gilt und
da Z abgeschlossen ist, folgt daher z € Z.

Somit ist die angegebene Strategie fiir Spieler A eine Gewinnstrategie und
wir erhalten, dass Z determiniert ist.

Indem wir lediglich die Spieler vertauschen liefert das gleiche Argument,
dass auch jedes offene Z C “ X determiniert ist. o

D.A Martin bewies 1975 sogar folgendes Resultat (vgl.[Moschovakis]):
Satz 6.12 In ZFC ist jede Borelmenge determiniert.

Beweis:

Wir beweisen Satz (6.12) nur fiir £ Mengen mit n € w. Denn bereits hierfiir
benotigt man die w-fache Anwendung des Potenzmengenaxioms und dies ist
gerade der Grund, warum wir den anschliefend folgenden Satz (6.13) als
“erstaunlich” bezeichnen kénnen.

Der vollsténdige Beweis von Satz (6.12) findet sich beispielsweise in [Kechris]
und benétigt zusétzlich ein (topologisches) “Covering-Theorem” fiir den Li-
mesfall.

Wir fithren den Beweis mit einer Induktion nach n. Dabei liefert Satz (6.11)
den Induktionsanfang. Im Induktionsschritt beschrinken wir uns auf den
Fall n = 3 um der Gefahr zu entgehen, dass die Beweisidee in der Uniiber-
sichtlichkeit der Notation verloren geht'%. Die Argumentation lisst sich voll-
kommen analog auf beliebiges n iibertragen.

Sei X # () und sei Z C“X X9. Ferner sei
FO.F' F? ..

eine Aufzihlung abzéhlbar vieler abgeschlossener Mengen F; ; C “ X, so dass
fiir einen Spielverlauf f gilt:

Weiter sei fiir jedes n T;, ein Baum auf X mit F" = [T},].
Wir betrachten zunéchst ein Spiel H (auf einer von X verschiedenen Menge

5Fiir die Determiniertheit von X3-Mengen ldsst sich auch ein Beweis finden, welcher
ohne das Potenzmengenaxiom auskommt. Dieser kann jedoch im Unterschied zu dem im
Folgenden gefiihrten Beweis nicht per Induktion auf beliebiges n verallgemeinert werden.
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X™*) bei welchem die einzelnen Spiele von der Form

<$0, ‘Tla Z[}a <t07 u0>7 ceey x?na $2n+17 ZQna <t2’na U2n>a >

sind und bei dem folgende Regeln gelten:
i) xg,x1, T2, ... € X.

ii) Fiir jedes n ist ) o, eine Quasistrategie fiir A im Teilspiel
<.%'0, L1y eeey L0, $2n+1> in G(Z)

iii) Fiir jedes n ist t3, = 0 oder tg, = 1 und ug, ist eine endliche Folge
von ungerader Linge, die mit (x,, 21, ..., 2,+1) kompatibel ist.

iv) Definieren wir fiir jedes n € w U {—1} einen Baum S,, auf X durch

° 571 = <wy
® Sp=5n-1N) ,,, fallsty, =0
e S, ={u € S,_1:u ist kompatibel mit us, }, falls to, =1,

so gilt:
Fiir alle n liegen die Folgen (zg, ..., Zan), (To, ..., Ton, Tont1) 0 Sp_1
und falls to,, = 1 gilt, so muss ug, in ) o, \7, sein.

Dieses Spiel lésst sich wie folgt interpretieren:

Die xg, x1, x2, ... entsprechen den Spielziigen der Spieler im Spiel G(Z). Die
Spieler von H machen jedoch zwischenzeitlich zusétzliche Ziige der Form
> on bzw. (tan,u2,). Spielt A die Quasistrategie ) ., , so bietet er seinem
Gegeniiber damit an, seine weiteren Ziige nur in Ubereinstimmung mit die-
ser zu setzen. Nimmt B dieses Angebot an, dann spielt er im néchsten Zug
ton, = 0 und weiter verspricht er A im Gegenzug, dass er versuchen wird,
dass der Spielverlauf am Ende des Spiels in F™ liegt. Die Folge ug, ist in
diesem Fall nicht relevant. Nimmt B das Angebot von A nicht an, so spielt
er to, = 1 und ein der Regel 3 entsprechendes usg,, wobei zusétzlich (siehe
Regel 4) uay, € Yo, \Ty, gelten muss. Von diesem Zeitpunkt an miissen bei-
de Spieler ihre Ziige so setzen, dass die sich aus dem bis dorthin erreichten
Spielverlauf ergebende Folge kompatibel mit ug, ist. Am Ende des Spiels
ergibt sich in diesem Falle also (xg,x1,...) ¢ F"™.

Der erste Spieler, der sich nicht an die Regeln hélt, verliert das Spiel. Wird
das Spiel beendet und haben sich beide Spieler an die Regeln gehalten, so
gewinnt Spieler A genau dann, wenn es entweder ein n € w gibt, so dass
ton, = 0 und (zg, z1,...) ¢ F™ gilt (sich also Spieler B nicht an seine wihrend
des Spiels gemachten Versprechen gehalten hat), oder falls es ein i gibt, so
dass fiir alle j und fiir alle n gilt, dass aus F; ; = F" schon to, = 1 folgt.

Wir miissen nun eine X3 Menge Z* finden, so dass G(Z*) das Spiel H
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wiedergibt.

Dazu bemerken wir, dass wir durch die Regeln 1-4 einen arithmetischen
Baum T (auf X*) definieren kénnen, welcher genau alle endlichen An-
fangsstiicke jedes nach diesen Regeln erlaubten Spielverlaufs enthilt (vgl.
[Moschovakis]). Mit Hilfe dieses Baumes T definieren wir nun Z*:

(o, 1, Y 0, (o, v0), -..) € Z* < =(In (w0, 21, ..., T2p—1) €T
A\ <.7}0,.1‘1, ...,.Z‘Qn,l,xgn> ¢ T)
A(3n (zo,x1,..x2p) €T
A <ZL‘0,SL‘1, ...,Jlgn,ﬂj‘gn+1> §é T))
V (E|7‘L ton = 0 A (z0, 21, > ¢ Fn)
vV (H’L \V/j Vn [E,j =F"— ton = 1])]

A gewinnt also das Spiel G(Z*) genau dann, wenn gilt: A spielt nach den
Regeln und es gilt, dass B nicht nach den Regeln spielt oder dass B seine
eventuell wihrend des Spiels gemachten Versprechen an A nicht hélt oder
dass es ein 7 gibt, so dass fiir alle j und fiir alle n gilt, dass aus F;; = F"
to, = 1 folgt.

Z* ist offensichtlich 39 und daher nach Induktionsvoraussetzung determi-
niert!?. Des Weiteren entspricht G(Z*) dem oben beschriebenen Spiel (mit
Regeln) H.

Um die Verbindung von G(Z) und G(Z*) zu verdeutlichen nennen wir einen
Spielverlauf in G(Z*) korrekt, wenn sich beide Spieler an die Regeln ge-
halten haben und Spieler B alle seine Versprechen erfiillt hat, d.h. wenn
Vn (xo,1,...) € F™ < to, = 0 gilt. Ist (0,21, (to, uo), ...) ein solcher
korrekter Spielverlauf, so erhalten wir

(o, 1,0, (to,u0), ...) € Z* <> Fi Vj Vn [F;j = F" — (x0,21,...) ¢ F"]
< (z0,x1,...) € Z.

Da einer der beiden Spieler in G(Z*) eine Gewinnstrategie hat, geniigt es
nun zu zeigen, wie man aus dieser eine Gewinnstrategie fiir den entsprechen-
den Spieler in G(Z) erhalt:

1.Fall: Spieler A hat eine Gewinnstrategie o* in G(Z*).Wir beschreiben nun
eine Gewinnstrategie fiir A in G(Z). A simuliert hierzu einen Spielverlauf in
G(Z*), welcher nach der Strategie o* gespielt wird. Dabei sollen die z1, z2, ...
aus dem Spielverlauf in G(Z*) mit denen aus dem Spielverlauf in G(Z) tiber-
einstimmen, wobei A die x, in G(Z*) entsprechend der Strategie o* wihlt

1"Man beachte hierbei, dass die Komplexitit von Z* von der letzten Zeile der Definition
von Z* und damit von der Komplexitit von Z abhéngt: Ist Z eine 291+1 Menge mit n > 0,
so folgt, dass Z* XL ist.
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und die x9,41 in G(Z) von B vorgegeben werden. Ferner simuliert A die
> o, und die (top, u2,) im Spielverlauf G(Z*) wie folgt:

> o wird durch ¢* bestimmt. Anschlieend setzt er tg = 0 (ug ist dabei irre-
levant), so dass Spieler B in G(Z*) damit verspricht, dass (x¢, z1,x2,...) in
FO liegen wird. Nehmen wir an, dass er auf diese Weise n-mal vorgegangen
ist, d.h. fiir i < n ) ,; durch o* bestimmt und ty; gleich Null gesetzt hat.
Stellt sich nun heraus, dass es ein ¢ < n gibt, so dass

(o, 1, .o, Ton) ¢ T;

gilt, also dass Spieler B seine bis dahin gegebenen Versprechen nicht wird
halten kénnen, dann dndert er den simulierten Zug (0, ug;) zu (1, (zo, 1, ...,
Zan)). Des Weiteren dndert er fiir i < j < n evtl. die 223' entsprechend der
Strategie o*.
Anschlieflend simuliert A fiir & > n wie zuvor ) ,, durch die Vorgabe von
o* und t9, durch 0 bis es abermals klar wird, dass B seine Versprechen in
G(Z*) nicht halten kénnte und A entsprechend einige Spielziige abéndert.

Fahrt A auf diese Weise fort, so ist klar, dass kein simulierter Zug in
G(Z*) mehr als endlich oft abgeéndert wird. Denn ein Zug der Form (0, ug;)
kann hochstens einmal zu (1, (zg, 21, ..., T2,)) gedindert werden und ein Zug
der Form } _,; kann nur geéindert werden, wenn ein (0, ug;) mit ¢ < j getindert
wurde.
Betrachten wir nun den resultierenden Spielverlauf in G(Z*). Spieler A hat
sich in diesem an die Regeln gehalten, denn die ), und die xg, wurden von
ihm zunéchst nach der Gewinnstrategie o* gesetzt, die offensichtlich keine
den Regeln widersprechenden Ziige vorgeben kann. Andert er im Nachhinein
einen simulierten Zug (0, u2;) zu (1, (xo, z1, ..., T2,)) mit ¢ < n und damit
auch ggf. die 223' fiir i < j < n, so konnen sich dadurch die nun durch
o* vorgegebenen x4y, 944, ..., Loy nicht gedndert haben. Denn den Re-
geln entsprechend diirfen die Spieler nach dem Zug (1, (zg, x1, ..., T2y)) nur
solche Spielziige vornehmen, die den bis dorthin verlaufenen Spielverlauf
kompatibel mit (xo, z1, ..., x2,) machen.
Auch Spieler B hat sich in dem von A simulierten Spielverlauf an die Regeln
gehalten. Denn da nach einer Anderung eines (0, uo;) zu (1, (g, z1, ..., T2,))
mit ¢ < n die 243, 245, ..., Ton—1 nicht gedndert wurden, hat auch er sei-
ne Ziige so gesetzt, dass der resultierende Spielverlauf mit (xg,x1, ..., Z2,)
kompatibel ist. Des Weiteren hat er offensichtlich alle seine Versprechen an
A eingehalten.
Somit ist der von A simulierte Spielverlauf korrekt und da er auflerdem nach
einer Gewinnstrategie fiir A gespielt wurde gilt, dass er in Z* liegen muss.
Somit gilt

(xo,21,22,...) € Z

und damit hat A auch das Spiel G(Z) gewonnen.
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2.Fall: Spieler B hat eine Gewinnstrategie 7* in G(Z*). In diesem Fall ge-
ben wir eine Gewinnstrategie fiir B in G(Z) an. Diesmal simuliert B einen
Spielverlauf in G(Z*), welchen er nach der Strategie 7* spielt und bei dem
die xg, x1, 2, ... mit denen im Spiel G(Z) tibereinstimmen, wobei B nun die
ZTon+1 in G(Z*) entsprechend 7" wihlt und die x2, von A in G(Z) vorgege-
ben werden. B simuliert die ), und die (t2p,u2,) dann wie folgt:

Er setzt

>0 = {u: fiir jede Quasistrategie ) gilt (1, (xo, 1) u) # 7*(x0, 21, )}

Da ), alle Folgen gerader Lange enthélt, ist es eine Quasistrategie im Teil-
spiel auf (xg, z1) und daher ein zuléssiger Zug fiir Spieler A. Der Zug (to, uo)
wird durch 7*(xg, 1, Y ) bestimmt. Dabei muss schon ¢y = 0 gelten, denn
da 7* eine Gewinnstrategie ist, darf sie Spieler B keine Ziige, die nicht den
Regeln geniigen, angeben. Wére tg = 1, so wiirde sie dieses tun, da nach
Definition von ), dann ug nicht in ), liegen kénnte.

Nehmen wir an, dass Spieler B auf diese Weise n-mal vorgegangen ist, d.h.
fir i <n ), durch

> 9; = {u : fir jede Quasistrategie Y gilt (1, (xo, x1, ..., T2i41) u) #
7'*($07 L1y eeey L2525, L2—1, 227;_27 <t2172, U2i72>> L2y L2341, Z)}

definiert und (g, up) mit 7" bestimmt hat (wobei jedes Mal t9; = 0 gel-
ten muss). Nehmen wir weiter an, dass Spieler A nun ein solches xq,, gesetzt
hat, dass

<ZUO,SU]_, "'7x2n> ¢ ZQi

fiir ein ¢ < n gilt, sich also im simulierten Spiel G(Z*) nicht mehr an die Re-
geln hilt. Nach Definition von 3, gibt es dann eine Quasistrategie Y 5, mit

TH(BOy Ty ey T2, 2515 9 9;) = (1, (0, T1, o.y Ton)).

Spieler B @ndert nun in seiner Simulation ) ,, um zu Zlm Weiter dndert er
fiir i < j < n evtl. die (taj,us;) entsprechend der Strategie 7*. Eine Ande-
rung der Tg;y1,2;43, ..., T2p—1 muss nicht vorgenommen werden, denn mit
dem Setzen von (tg;,u2;) = (1, (xg,x1, ..., x2,) verpflichten sich die Spieler,
sofern sie nach den Regeln spielen, ihre weiteren Ziige so zu wihlen, dass
der Spielverlauf kompatibel mit (xg, z1, ..., 2,) bleibt.

B kann nun auf diese Weise fortfahren und ebenso wie im ersten Fall gilt,
dass kein Zug in G(Z*) mehr als endlich oft abgeéindert werden muss. Es
ergibt sich damit wieder ein simulierter Spielverlauf in G(Z*) und da 7 eine
Gewinnstrategie fiir B ist, ist B dabei der Gewinner. Da der Spielverlauf von
B offensichtlich so simuliert wurde, dass es sich um einen korrekten Spiel-
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verlauf handelt, kann dies nur dann der Fall sein, wenn der entsprechende
Spielverlauf in G(Z) nicht in Z liegt. Somit hat Spieler B auch das Spiel
G(Z) gewonnen. o

Um das Hilfsspiel G(Z*) zu definieren, brauchen wir die Existenz der Po-
tenzmenge von X. Denn Z* ist eine Teilmenge von “X*, wobei X* eine
Menge ist, die neben den Elementen aus X auch noch Elemente der Po-
tenzmenge von X enthélt. (Endliche Folgen von Elementen aus X kénnen
durch eine geeignete Aufzdhlung mit Elementen aus X identifiziert werden,
so dass Quasistrategien bzw. Ziige der Form (to,,u2,) zu Elementen der
Potenzmenge von X werden.)

Somit benéGtigen wir fiir obigen Beweis im Laufe der Induktion die w-fach
iterierte Potenzmenge der Menge X '® und H. Friedman konnte in [Friedman]
sogar zeigen, dass hierauf tatséichlich nicht verzichtet werden kann. Dies ist
erstaunlich, denn die Aussage, dass jede Borel-Menge reeller Zahlen deter-
miniert ist, bezieht sich zunéchst lediglich auf den Gegenstandsbereich der
“gewohnlichen” Mathematik (ohne die moderne Mengenlehre). Es ist daher
alles andere als selbstversténdlich, dass in ihrem Beweis auf solche “higher-
type-objects” mit Kardinalitdten weit iiber der des Kontinuums nicht ver-
zichtet werden kann.

Aufgrund der fundamentalen Rolle des Potenzmengenaxioms im Beweis von
Borel-Determiniertheit 14sst es sich auf den ersten Blick vermuten, dass Satz
(6.12) in SOA +II1-PSP bzw. in SOA + X1-LM nicht gezeigt werden kann.

Mit Hilfe von Satz (6.1) stellt sich diese Annahme nun jedoch als falsch
heraus, denn wir kénnen mit dem Beweisprinzip von Satz (6.8) folgenden
Satz beweisen:

Satz 6.13 SOA+II}-PSP und SOA+X}-LM beweisen Borel-Determiniert-
het.

Beweis:
Ist ¢(x,y) eine II}-Formel und ¢(z,y) eine X1-Formel, so ist folgender Satz
H%:

(Vy € M)[(Vz € N)[p(z,y) < ¢(z,y)] = Det({z € Nz ¢(x,y)})].

Nach Martins Satz (6.12) ist diese Aussage wahr in ZFC. Damit folgt der
Beweis von (6.13) aus Satz (6.8). o

Eine sich anschlieende und noch offene Frage ist nun, ob sich der Beweis
von Satz (6.13) auch auf “direktem” Wege, d.h. ohne Bezugnahme auf ein in-
neres Modell, in welchem wir mit dem Potenzmengenaxiom arbeiten kénnen

18Tm vollstandigen Beweis die wi-fache iterierte Potenzmenge von X.
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und das gewiinschte Ergebnis dann aufgrund von Shoenfield-Absolutheit er-
halten, beweisen lédsst. Ein solcher Beweis wire zugleich ein neuer Beweis
von der Giiltigkeit von Borel-Determiniertheit in ZFC', denn wie in der Ar-
beit von [Busche] gezeigt wird gilt, dass jeder in SOA + ITI}-PSP beweisbare
I1}-Satz bereits in ZFC' beweisbar ist.

6.4 Hauptresultat

Am Ende dieser Arbeit werden wir nun unsere Hauptresultate zusammen
mit den bereits in den Abschnitten 6.1 und 6.2 zitierten Ergebnissen aus der
Arbeit von Daniel Busche (vgl. [Busche]) in einem abschlieendem Theorem
zusammenfassen:

Theorem 6.14 Folgende Theorien sind dquikonsistent und beweisen die
gleichen T13-Siitze von Lo .

o ZFC.
e SOA+TI{-PSP.
e SOA+X}-LM.

e SOA+wolle topologische Regularitit.

80



A Zur Stiarke mathematischer Axiomatisierungen
— einige metamathematische Uberlegungen

Im Folgenden méchte ich einige Anmerkungen zu im Vergleich zu Z F'C schwa-
chen Axiomensystemen, wie beispielsweise dem in dieser Arbeit verwendeten
System SOA bzw. ZFC~ +V = HC', einer konservativen Erweiterung von
SOA, machen.

In der Literatur, welche sich mit schwachen Axiomatisierungen beschéftigt,
ist oft im Vorwort eine “Rechtfertigung” dieser Thematik zu finden. Bei-
spielsweise bedauert Simpson [Simpson|, dass das Interesse an mathemati-
scher Grundlagenforschung und somit auch an der Frage, wie stark Axiome
denn iiberhaupt sein miissen um die wesentlichen Theoreme der Mathematik
zu beweisen (Stichwort: “reverse mathematics”) heutzutage “aus der Mode”
gekommen sei. Barwise [Barwise| gibt eine noch direktere Rechtfertigung, in-
dem er zunichst konkrete Aspekte, welche ihm an ZF'C missfallen, anfiihrt
und daraus schlussfolgert: ‘[...] these considerations [...] eventually dictate
the study of set theories weaker than ZF".

Im Folgenden mochte ich nun auch Argumente beschreiben, welche die Be-
schéftigung mit schwécheren Axiomensystemen als sinnvoll erscheinen las-
sen. Diese werden Bezug nehmen auf die Rolle der Mathematik in den Na-
turwissenschaften, insbesondere in der Physik.

In ihrem Buch “Naturalism in Mathematics” [Maddy1] beschiftigt sich Ma-~
ddy mit der Frage, nach welchen Kriterien mathematische Axiome gewéhlt
werden sollten. Sie stellt diese Frage jedoch in einem fiir unser Anliegen we-
nig relevantem Kontext, da sich ihre Ausfithrungen auf neue mogliche Axio-
me im Bereich der Mengenlehre (Konstruktibilitdtsaxiom, Grofie-Kardinal-
zahl-Axiome, Determiniertheitsaxiome) beziehen und sie damit die “Recht-
fertigung” von ZF'C selber schon voraussetzt.

Dennoch werde ich in gewisser Weise an ihre Argumentation ankniipfen und
sie daher an dieser Stelle kurz erldutern:

Welche moglichen Ansétze gibt es zur Beantwortung der Frage nach der
Wahl geeigneter Axiome? Ein erster wire sicher der “philosophische An-
satz”: Man beschéftigt sich mit der Philosophie der Mathematik, insbeson-
dere mit Fragen der Ontologie und Epistemologie, und versucht schliefllich
die Axiome so zu wéhlen, dass diese im Einklang mit den eigenen philoso-
phischen Uberzeugungen stehen. Material zum Studium verschiedener phi-
losophischer Ansétze steht zur Geniige zur Verfiigung, man findet nahezu zu
jeder erkenntnistheoretischen Theorie in der Philosophie den dazu passenden
Ansatz in der Mathematik. Schone Ausarbeitungen enthalten beispielsweise
[Maddy2] (Realismus), [Shapiro| (Strukturalismus), [Rheinwald] (Nominalis-
mus, Formalismus,...?), [Heyting] (Intuitionismus) oder (in Kurzform) auch
[Ebbinghaus] (einige Anmerkungen unter anderem zum Konzeptualismus).
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Dieser Ansatz kann jedoch verschiedene Probleme bergen, insbesondere je-
nes, dass zu wenig Bezug zur tatséchlichen Praxis der Mathematiker herge-
stellt wird. In dieser spielen philosophische Aspekte, wenn iiberhaupt, nur
eine sehr untergeordnete Rolle. Was zdhlt sind die mathematischen Interes-
sen, nicht die philosophischen.

Dieses Argument wird von Maddy ausfiihrlich geschildert und ist schliellich
der Ausgangspunkt fiir ihre zweite Strategie zur Beantwortung der Frage
nach der Wahl von Axiome. Der “mathematische” Ansatz bzw. “natura-
lism”: Dieser Ansatz entspricht keiner philosophischen Richtung, auch wenn
eine solche durch ihn nicht ausgeschlossen wird. Er ist mehr eine Strate-
gie oder eine Uberzeugung, nach welcher Mathematik so betrieben werden
sollte, wie es “mathematisch am natiirlichsten” ist. Bezogen auf die Frage
nach der Wahl von Axiomen bedeutet dies, dass diese aus der Mathematik
selber entschieden werden sollte. Das heifit, man wihlt Axiome so, dass sie
den Vorstellungen der Mathematiker (und nicht unbedingt denen der Philo-
sophen) geniigen und mathematisch wiinschenswert erscheinende Ziele mit
ihrer Hilfe verwirklicht werden kénnen.

Diesen letzten Ansatz, nach welchem sich die Axiomatisierung der Mathe-
matik vor allem an der Praxis orientieren sollte, werde ich nun aufgreifen.
Dabei werde ich jedoch nicht, wie Maddy, auf die Erwartungen an die Ma-
thematik eingehen, die sich aus der Praxis der Mathematiker selbst ergeben,
sondern vielmehr auf die, die sich aus der mathematischen Praxis der An-
wender der Mathematik, insbesondere der Physik, ergeben. Denn angesichts
der fundamentalen Rolle, die die Mathematik in der Physik einnimmt'®, liegt
auch hier ein weites Feld vor, in dem aktiv Mathematik betrieben wird.

Im Folgenden werden wir uns nun mit der mathematischen Praxis der Physi-
ker auseinandersetzen und anschliefend versuchen, mit den daraus gewonne-
nen Erkenntnissen herauszufinden, welchen Anforderungen an mathemati-
schen Axiomatisierungen gestellt werden sollten, damit diese mit der Physik
kompatibel bleiben. Diese Ergebnisse werden wir schliefflich sowohl auf die
Frage anwenden, was sich Physiker von der mathematischen Forschung er-
hoffen diirften, als auch auf darauf aufbauende Uberlegungen, warum mit
der Physik kompatible mathematische Systeme auch fiir die Mathematik
selbst von Interesse sein konnten.

1. Die mathematische Praxis der Physik:

Um die Situation der mathematischen Praxis der Physiker zu untersuchen,
werde ich zunéchst auf die “philosophische Situation” der Physik eingehen.

19Die Quantenmechanik ist bis heute nicht intuitiv erklidrbar, ihre Existenz wire ohne
den mathematischen Formalismus schlicht eine Unmoéglichkeit. Allgemeiner lisst sich fest-
stellen, dass insbesondere theoretische Physik in ihrer heutigen Form ohne Mathematik
undenkbar wire.
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Es ist hierbei wichtig zu beachten, dass oben beschriebene Konzepte zur
Wahl mathematischer Axiome — zum einen die Orientierung an philosophi-
schen Uberzeugengen und zum anderen die Orientierung an der tatséchlichen
Praxis — sich keinesfalls ausschlieflen. Dieser Eindruck kénnte sich daraus
ergeben, dass vor allem in der modernen Mengenlehre philosophische Uber-
legungen wenig Einfluss auf die Praxis haben und somit das erstere Konzept
(wie oben bereits erwéhnt) bei der Wahl von mdoglichen ZFC erweiternden
mengentheoretischen Axiomen auf Grundlage der mathematischen Praxis
wenig von Bedeutung ist. Wie wir nun erértern werden, scheint dies im Fal-
le der Physik jedoch nicht in gleicher Weise zuzutreffen.

Vereinfacht ausgedriickt ist es das Ziel der Physik, das “Universum” zu
beschreiben. Auch wenn “Realitét” philosophisch gesehen sicher auf die
unterschiedlichsten Weisen interpretiert werden kann, so lédsst sich schwer
bezweifeln, dass der Physiker “von Haus aus” an eine gewisse Realitdt und
Existenz physikalischer Objekte glauben muss, um in sinnvoller Weise seiner
Wissenschaft nachzugehen. Seine Griinde, an die Realitét seiner Forschungs-
objekte zu glauben, sind jedenfalls viel nahe liegender als jegliche Griinde,
die einen Mathematiker dazu bewegen koénnten. (Auch wenn der Mathe-
matiker natiirlich, wenn er seine Wissenschaft ausiibt, nicht umhin kann,
zumindest sprachlich so zu tun, als ob den mathematischen Objekten eine
gewisse Existenz zukomme!)

Auch wenn sich dieser “Realismus” der Physiker zunéchst nur auf physi-
kalische, also raum-zeitliche, Objekte bezieht und nicht auf abstrakte ma-
thematische Konstruktionen, so diirfte es dem Physiker auch in Hinsicht
auf letztere schwerer fallen, diesen eine gewisse “Existenz” (insbesondere
auch im Hinblick auf Eindeutigkeit) abzustreiten. Angesichts der engen Ver-
kniipfung von Mathematik und Physik steht er hier einem &dhnlichen Fall
gegeniiber wie dem klassischen “Leib-Seele-Problem” der Philosophie, denn:
Wie kénnten “nicht-existente Dinge” einen derartigen Einfluss auf eine phy-
sikalisch existierende Welt haben???

Auch wenn der Mathematiker sicher mit eben solchem Erstaunen dieses
“Mathematik-Physik-Problem” betrachtet, so muss es ihn in Bezug auf sei-
ne Téatigkeit als Wissenschaftler weit weniger beeinflussen als den Physiker.

29Bei dem “Leib-Seele-Problem” geht es um die Frage, ob “Leib” und “Seele” von glei-
cher Natur sind (unser “Seelenleben” beruht auf nichts Weiterem als gewissen physikalisch
erkldrbaren Vorgéngen, beispielsweise elektrischen Impulsen) oder sich grundsétzlich von-
einander unterscheiden. Beide Annahmen fiithren zu Schwierigkeiten, denn im ersteren Fall
wiirde uns in gewisser Hinsicht unser “Versténdnis von uns selbst” (insbesondere unser
freier Wille) verloren gehen und im zweiten Fall ist es schwer zu erkldren, auf welche Weise
“seelische Dinge” physikalische Prozesse in Gang setzen kénnen, was sie ja unzweifelhaft
kontinuierlich tun. Dieses Problem der “Nichterklarbarkeit der Verbindungsstelle” zweier
prinzipiell unterschiedlicher Existenzformen, die dennoch in engster Wechselwirkung mit-
einander zu stehen scheinen, betrifft auch analoge Uberlegungen beziiglich der Mathematik
und Physik.
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Anders als im Fall der Physik ist es fiir die Beschéftigung mit Mathematik
vollkommen irrelevant, ob die “Existenz einer physikalischen Welt” voraus-
gesetzt wird oder nicht.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass der Physiker in seinen phi-
losophischen Einstellungen (aufgrund der angenommenen Tatsache, dass
er sein wissenschaftliches Tun fiir sinnvoll erachtet) im Allgemeinen mehr
Grund zur Annahme einer “Realitdt” hat als dies bei einem Mathematiker
der Fall ist, denn seiner Wissenschaft wiirde sonst in gewisser Weise “die
Grundlage” entzogen?! 22,

Dieser philosophische Aspekt ist meines Erachtens bei der Wahl eines ma-
thematischen Axiomensystems von tragender Wichtigkeit. Denn wahrend
sich der Mathematiker in seinem “wissenschaftlichen Hintergrunddenken”
sehr unbefangen alle moglichen Welten vorzustellen vermag?3, so existiert
in dem “philosophischen Hintergrunddenken” des Physikers nur eine reale
Welt und somit wahrscheinlich auch nur eine dazugehorige Mathematik.

In anderen Worten, der Mathematiker hat die (gedankliche) Freiheit zu fra-
gen, “Welches Axiom ist schén und im Sinne meiner Interessen?”, wihrend
der (realistische) Physiker fragen muss: “Welches Axiom ist richtig?”

Da das “Hintergrunddenken”, ob gewollt oder ungewollt, auch immer Ein-
fluss auf die Praxis hat, liegt somit die Vermutung nahe, dass sich der Phy-
siker in seinem Tun tatséichlich mehr von philosophischen Uberzeugungen
leiten lasst als ein Mathematiker. Daraus ergibt sich ein erster zu beachten-
der Aspekt zum Verstdndnis der Mathematik aus Sicht der physikalischen
Praxis.

Gehen wir nun aber daran einen direkten (nicht durch ein philosophisches
Hinterfenster erspéhten) Blick auf die Praxis des Physikers zu werfen, um
herauszufinden, welche Anspriiche dieser an die Mathematik stellt.

2INatiirlich kann weder ein Physiker, noch ein Mathematiker, noch ein Philosoph ir-
gendeine philosophische Richtung “beweisen”, auch nicht innerhalb seiner eigenen Wis-
senschaft. Ich gehe auch nicht davon aus, dass alle Physiker realistische Ansichten pflegen.
Es geht mir vielmehr darum, wie die allgemeine “Stromung ”in den einzelnen Wissen-
schaften ist, bzw., ob eine solche iiberhaupt vorhanden ist. Im Falle der Mathematik und
der Philosophie scheint dies (jedenfalls fiir mich) wenig erkennbar, wihrend in der Phy-
sik ein gewisser Realismus” bzw. “Glaube an eine existierende Wirklichkeit” schon alleine
deswegen nahe zu liegen scheint, da ohne ihn die Tétigkeiten eines Physikers in der Gefahr
schweben wiirde, ihren Sinn zu verlieren.

22Es soll an dieser Stelle nicht verschwiegen werden, dass es durchaus auch Interpretatio-
nen physikalischer Theorien gibt, die nicht auf dem Gedanken einer “eindeutige Realitét”
aufbauen. Ein Beispiel hierzu ist die “Vielwelten”-Interpretation der Quantenmechanik,
nach der sich der Beobachter selbst in eine Superposition méglicher Zustéinde verwandelt.
Solche Interpretationen diirften von den meisten Physikern jedoch nicht in ernsthafter (und
damit fiir die Praxis relevanter) Weise in ihre physikalisches Weltbild einbezogen werden,
zumal auch einige technische Probleme bestehen bleiben, vgl. [Tegmark, Wheeler].

23Gelbst wenn er an eine eindeutige mathematische Wirklichkeit glaubt, kann er dennoch
mit Hilfe von inneren Modellen oder Forcing allerhand “weitere Welten” studieren.
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Fin Physiker stellt Beobachtungen an der Natur an und versucht diese an-
schlieBend in einem Modell zu erkliren. Sein Primat dabei ist die Uberein-
stimmung der beobachtbaren Phdnomene mit den Vorhersagen des Modells.
Fragen wir ihn nach der Mathematik, die er in seinem Modell verwendet, so
wiirde er wahrscheinlich antworten, dass er von dieser vor allem erwartet,
“zu funktionieren”, d.h. ihm (méglichst) vollsténdig alles zu liefern, was er
fiir den Formalismus seiner Theorie benttigt. Tut sie das nicht, so hat die
Geschichte gezeigt, dass Physiker durchaus motiviert sind, “die Liicken zu
stopfen” und die fehlende Mathematik selbst zu entwerfen?*. Dem Physiker
ist dabei in seinem Tun die Maxime “Vollstindigkeit” wichtiger als die der
“Konsistenz”. Mehr oder weniger kleine “Inkonsistenten” werden, wenn es
sein muss, ohne grofe Bedenken durch allerhand “Tricks” ausgebessert?.
Wir haben somit einen zweiten wichtigen Aspekt der Rolle der Mathematik
in der Physik ausfindig gemacht: Mathematik als Mittel um physikalische
Theorien mit logischer Struktur und einer exakten Sprache zu unterlegen,
wobei die Mathematik der Theorie bzw. den beobachtbaren Phinomenen,
welche diese erklart, ggf. angepasst wird.

Es gibt jedoch noch einen dritten Aspekt der Mathematik, der in der Praxis
der Physik eine Rolle spielen kénnte: Mathematik als “Intuition”. Um den
Blick zu 6ffnen fiir neue, fruchtbare Anséitze zur Erkldrung seiner Beobach-
tungen ist es manchmal notwendig, dass der Physiker “neue Teile der Welt”
betritt und sich nicht vor Ungewohntem scheut. Fiir solche Entdeckungsrei-
sen ist Intuition und Fantasie unabdingbar. Gerade im Bereich der Physik
liegt es nahe, diese auch in Form aller méglichen denkbaren mathematischen
Konstruktionen, und seien diese auf den ersten Blick noch so sonderbar (hier
sei nur an einige der durch die moderne Mengenlehre ins Leben gerufene ma-
thematischen Objekte erinnert), zu suchen?®.

24Beispiel: Dirac’s Delta-Funktion, die er zur Beschreibung des Elektrons bendtigte, und
die dann erst sehr viel spdter von Schwartz als Beispiel einer verallgemeinerten Funktion
verstanden wurde.

25Ein Beispiel hierfiir ist die Elektrodynamik, die sowohl in ihrer klassischen als auch
in ihrer quantenmechanischen Beschreibung die Physiker vor (zunichst) unldsbar erschei-
nende mathematische Probleme stellt. Uber die heute gingige Theorie QED, fiir deren
Entwicklung Feynman (zusammen mit Schwinger und Tomonaga) den Nobel-Preis er-
hielt, schreibt dieser: “it turns out that it is possible to sweep the infinities under the rug,
by a certain crude skill, and temporarily we are able to keep on calculating” [Feynmanl]
und weiter “[..]JWhat is certain is that we do not have a good mathematical way to
describe the theory of quantum electrodynamics; such a bunch of words...is not good
mathematics.” [Feynman?2]

26 Auch wenn dieses Vorwort im wesentlichen ein Argument fiir die Beschiftigung mit
schwicheren mathematischen Theorien sein soll, so ist dieser Aspekt hier aufgefiithrt, um
auch eine Uberlegung angeben, welche nahe legt, dass auch die mathematischen Ergebnisse
starker Axiomatisierungen fiir die Physik in gewisser Hinsicht von Interesse sein kénnten.
Jedoch bleibt zu beachten, dass dieser Aspekt vermutlich nicht in dem Mafle die tégliche
Arbeit des Physikers bestimmt wie die ersteren.
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2. Konsequenzen der mathematischen Praxis der Physik im Hinblick auf die

Anforderungen an mogliche mit der Physik kompatible Axiomatisierungen

Greifen wir die ersten beiden Aspekte unserer Erorterung der mathema-
tischen Praxis der Physiker auf, so kann man sich nun iiberlegen, warum
Axiomensysteme wie ZFC' evtl. fiir eine Axiomatisierung im Sinne der Pra-
xis der Physik mitunter zu stark sind.

Fiir einen ersten Punkt bzgl. der aus der Praxis entstehenden Einstellungen
der Physiker zu solch starken Axiomensystemen wie ZF'C ziehen wir das
“philosophische Hintergrunddenken”, welches den Physiker in seiner tégli-
chen Arbeit stets begleitet, also den ersten Aspekt unserer Erorterung der
mathematischen Praxis der Physik, heran. Da der Physiker durch dieses
mehr in den Vorstellungen von einer “realen Welt” gefangen ist als der Ma-
thematiker, liegt die Frage nahe, ob er sich demzufolge nicht auch schwerer
tut, gewisse “obskure” Objekte der Mengenlehre zu akzeptieren.
Insbesondere das Potenzmengenaxiom, welches die Existenz von Objekten
mit Kardinalitdten weit iiber der des Kontinuums postuliert, diirfte ihm
zunédchst eher befremdlich anmuten. Denn beispielsweise scheint schon die
angenommene Existenz des bei der Suche nach physikalischen Objekten
vom Umfang des Kontinuums unter anderem am nahe liegenden Objektes,
dem Raum-Zeit-Kontinuum, eine primére Ursache in der Unvereinbarkeit
von Quantenmechanik und allgemeiner Relativitatstheorie darzustellen (vgl.
[Isham]). Man braucht sich aber noch nicht einmal so weit in die Theorien
der modernen Physik vorzuwagen: Schon auf “klassischer Ebene” finden sich
zahlreiche Hinweise auf die Problematik mit dem Kontinuum, z.B. im Zu-
sammenhang mit dem statistischen Gewicht fiir den Boltzmann-Faktor bei
der Herleitung der Maxwell-Boltzmann-Verteilung fiir die Geschwindigkeit
in Gasen.

Gehen wir nun auf den zweiten auf Grundlage der Praxis erorterten Aspekt
ein: Die Mathematik als Strukturelement physikalischer Theorien, wobei die
beobachtbaren Phénomene im Vordergrund stehen und der Mathematik
in diesem Sinne ein zweitrangiger Charakter zukommt. Um seiner Maxi-
me “Ubereinstimmung des Modells mit der Beobachtung ist wichtiger als
die dazu verwendeten Methoden” gerecht zu werden, benétigt der Physiker
damit (mathematischen) Freiraum. Er muss die Moglichkeit haben, seine
eigenen mathematischen Ideen und Zielvorstellungen einzubringen, welche
sich daran orientieren, beobachtbare Phinomene in Einklang mit physikali-
schen Theorien zu bringen und somit von anderer Natur sind als bei einem
Mathematiker. Die verwendete Mathematik muss sich von ihm “anpassen”
lassen und dabei kénnen zu starke Axiome durchaus hinderlich sein.

Denn zum einen ist die Gefahr der Inkonsistenz groéfler, besonders dann,
wenn der Physiker zusétzliche mathematische Annahmen in seine Theorie
steckt. (Das Physiker zuweilen selbst gerne Mathematik erfinden, haben wir
bereits gesehen!)
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Aber Inkonsistenz ist nicht das einzige Problem. Obwohl man die meisten
Aussagen im Bereich der “gewdhnlichen” Mathematik (damit beziehe ich
mich auf nicht-mengentheoretische Mathematik) schon in relativ schwachen
Theorien beweisen kann, so gibt es dennoch Beispiele fiir solche, zu deren
Beweis man in starkem Mafle auf die Methoden der Mengenlehre zuriick-
greift?”. Da Physiker in ihren Theorien im Allgemeinen mit Aussagen aus
der “gewohnlichen” Mathematik arbeiten, ist somit durchaus die Situati-
on denkbar, dass Aussagen benttigt werden, welche bislang nur unter zur
Hilfenahme starker Axiome bewiesen wurden. Was tut ein gewissenhafter
Physiker in solch einer Situation?

Auch hier wird die Maxime “Ubereinstimmung von Beobachtung und Mo-
dell” vermutlich die Antwort bestimmen: Erweist sich die in Frage stehende
Aussage als seiner Theorie forderlich, so wird der Physiker aller Wahrschein-
lichkeit nach die zu ihrem Beweis benéotigten Hilfsmittel (Axiome) akzeptie-
ren, auch wenn sie ihm noch so merkwiirdig vorkommen mégen?®. Lisst die
Aussage sich mit seiner Theoriebildung jedoch nur schwer oder gar iiber-
haupt nicht vereinbaren, so diirfte der Physiker wenig Grund sehen, warum
er diese “verriickten Ideen der Mathematiker” in seinen Ansichten iiber Ma-
thematik beriicksichtigen sollte. Mit anderen Worten: Der Physiker mochte
selbst entscheiden, ob er gewisse starke Axiome akzeptiert oder nicht.
Zusammenfassend ldsst sich feststellen, dass bei einer mathematische Axio-
matisierung, welche den Anspruch erhebt, mit der Praxis der Physik kom-
patibel zu sein, nicht auf Axiome zuriickgegriffen werden sollte, die den
Rahmen der Mathematik zu weit festlegen kénnten.

3. Zum moglichen Nutzen von mit der Physik kompatiblen
mathematischen Systemen

Mathematik ist von Physikern, genau wie von Mathematikern, lange Zeit
einfach “gemacht” worden (und wird es noch heute), ohne dass sich zu den
axiomatischen Grundlagen besonders viele Gedanken gemacht wurden®®.
Daher gehe ich davon aus, dass Physiker, ebenso wie Mathematiker, ein
gewisses “intuitives Grundverstdndnis” der Mathematik besitzen, welches
zumindest so weit geht, dass iiber die wesentlichen Axiome, die man fiir
die “gewohnliche Mathematik” benétigt, eine gewisse Ubereinstimmung und
Akzeptanz besteht. Es gibt also ein “mathematisches Grundgeriist”, an dem

2TEin Beispiel hierfiir ist der von Martin gefithrte Beweis von Borel-Determiniertheit,
welcher unter anderem auf der iterierten Anwendung des Potenzmengenaxioms beruht.

28Insbesondere im Hinblick auf sein “philosophisches Hintergrunddenken”, vgl. den er-
sten erdrterten Aspekt der mathematischen Praxis der Physik.

#Dabei sehe ich wenige Griinde, warum die Physik langfristig daran weniger interessiert
sein sollte als die Mathematik. Auch wenn die Idee einer “Universumstheorie” philoso-
phisch strittig sein mag, gehort sie dennoch immer noch unzweifelhaft zu den Hauptzielen
der Physik (vgl. z.B. [?]). Eine in diesem Sinne vollstédndige Theorie erfordert mit Sicher-
heit auch die Festlegung der mathematischen Spielregeln.
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der Physiker festhalten wird, auch wenn dieses zu Komplikationen in seiner
Theorie fiihren sollte.

Somit ist das, was sich der Physiker von den Ergebnissen der Mathematiker
erhoffen wird, zunéchst einmal eine grundlegende Analyse dieses “mathema-
tischen Grundgeriistes”. Dieses kann er dann, sollte es die Theoriebildung
erforderlich machen, spéter nach seinen spezifischen physikalischen Interes-
sen um zusétzliche mathematische Annahmen erweitern.

Die Analyse eines solchen “Grundgeriistes” erfordert jedoch ein entspre-
chend moderates, auf den Gegenstandsbereich angepasstes Vorgehen bei der
Wahl der Axiome.

Doch nicht nur die Physik diirfte an mit der Physik kompatiblen mathe-
matischen Systemen interessiert sein. Es ist gut denkbar, dass auch die Ma-
thematik selbst von der Beschéftigung mit solchen Systemen durchaus pro-
fitieren konnte.

Um diesen Gedanken weiter auszufiihren sei hier an die durch das Auffinden
mathematischer Paradoxien (z.B. der Russellschen Paradoxie) verursach-
te Grundlagenkrise der Mathematik am Ende des vorletzten Jahrhunderts
erinnert. Da es nur wenige Dinge gibt, die einen Mathematiker mehr zum
Verzweifeln bringen diirften als ein offen da liegender Widerspruch, bemiihte
man sich intensiv um eine Lésung und fand diese schliefSlich in der so genann-
ten “axiomatischen Methode”: Man sprach den Verursachern der Paradoxien
die Existenz ab.

Paradoxien, die wie die Russellsche auf Selbstbeziiglichkeit beruhen, sind
seit, der Antike bekannt und sind seither sicher auf die unterschiedlichsten
Weisen zu “losen” versucht worden, wobei eine “Losung” in diesem Sinne
zunéichst als ein moglicher Weg im Umgang mit ihr zu verstehen ist. Auch
wenn der Weg der axiomatischen Methode sicher eine kluge und auch in
Zukunft weiter zu verfolgende Methode ist, so ist diese (wie wohl auch jede
andere) dennoch nicht frei von Problemen:

Zum einen kann in einem erkenntnistheoretischen Sinne gefragt werden, wel-
che Art neuen Wissens in solch einem axiomatischen System iiberhaupt ge-
wonnen werden kann. Denn es handelt sich bei “neu” bewiesenen Sétzen
stets um FErkenntnisse, die schon von Anbeginn in den Axiomen festge-
legt sind und nur (fiir uns) nicht auf den ersten Blick aus diesen ersichtlich
sind30. Wirklich “neue Erkenntnis”, wie sie in anderen Wissenschaften vor
allem aus dem immer wieder stattfindenden Abgleich zwischen Theorie und
empirischem Wissen gewonnen wird, kann somit nicht moglich sein. Dabei
ist “empirisches Wissen” in der Mathematik durchaus ein denkbares Kon-
zept: Ein Kandidat fiir eine dazu benétigte “mathematische Realitat” wére
beispielsweise die “mathematische Intuition”, deren Rolle in Bezug zur Er-

39Diese Problematik ist in der Philosophie auch unter dem Namen “Analyseparadoxon”
bekannt, vgl. philex.de vom 24.01.03.
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kenntnisgewinnung in der Mathematik bereits von Godel mit der Rolle der
“physikalischen Realitét” in Bezug zur Erkenntnisgewinnung in der Physik
verglichen wurde3!. Ein weiterer fiir unser Anliegen relevanterer Ansatz je-
doch ist es, “mathematische Realitdt” und damit die Moglichkeit tatséchlich
“neuen Wissens”, in der “physikalischen Realitit” zu suchen. Gerade unter
dem Aspekt, dass die Physik (warum auch immer) untrennbar mit der Ma-
thematik verkniipft zu sein scheint, scheint es durchaus denkbar, dass die
in der Physik erworbenen Kenntnisse auch Ideen fiir mathematische Kon-
struktionen liefern konnten3?2.

Ein weiteres Problem des Losungswegs der axiomatischen Methode ist das
der Unvollstandigkeit, welches durch die Formulierung des Godelschen Un-
vollstandigkeitssatzes sowohl in der Mathematik als auch in der Philosophie
fiir Aufsehen sorgte. Auch hier liegt der Gedanke nicht fern, warum eine
mehr an dem Abgleich mit den Naturwissenschaften orientierte Denkweise
der Mathematik von Nutzen sein kénnte: Mit der “physikalischen Realitét”
(die evtl. eine “mathematische Realitit” beinhaltet), steht ein Modell zur
Verfiigung, auf welches im Gegensatz zu einem angenommenen Modell V
der Mengenlehre ein Zugriff moglich ist, der sich nicht nur auf eine (unvoll-
sténdige) axiomatische Beschreibung des Modells bezieht und mit dem somit
das Prinzip “Vollsténdigkeit” nicht von vornherein ausgeschlossen wird.
Alternative Losungsansétze zur “axiomatischen Methode” bzgl. der Parado-
xieproblematik in der Mathematik miissen nicht auf die Annahme gewisser
Axiome verzichten®?. Auch in der Physik werden manche Aussagen axioma-
tisch gefordert, angefangen bei den klassischen Newtonschen Axiomen der
Mechanik bis hin zu den Axiomen der Quantenmechanik, welche in ihrer
philosophischen Interpretation vielleicht noch ratselhafter als die Axiome
der modernen Mengenlehre erscheinen moégen. Dennoch ist hier eine der
entscheidenden Methoden zur Gewinnung neuen Wissens das physikalische
Experiment, welches Erkenntnis in einem davon génzlich unberiihrtem Rah-
men moglich macht.

Die unterschiedliche Herangehensweise im Umgang mit Mathematik in der
Physik und der Mathematik selbst sollten Anlass geben, dem Prinzip der
Interdisziplinaritit auch in der Mathematik Beachtung zu schenken.

Nicht nur die Physik profitiert in offensichtlicher Weise von der mathema-
tischen Forschung. Auch fiir die Mathematik selbst konnten Anregungen

3!Tn [Goedel] schreibt dieser: “I don 't see any reason why we should have less confidence
in this kind of perception, i.e., in mathematical intuition, than in sense perception, which
induces us to build up physical theories and to expect that future sense perceptions will
agree with them, and moreover, to believe that a question not decidable now has meaning
and may be decided in the future.”

32In geringem Umfang ist dies bereits schon geschehen, vgl. FuBnote (24)

33 Ansonsten konnte ggf. auch eine schwiichere bzw. mit der Physik kompatible Axioma-
tisierung wenig zu neuen Losungsvorschlidgen beziiglich eines interdisziplinir orientierten
Austausches beitragen.
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aus jener Wissenschaft, die (in mathematisch etwas arroganter Art) in man-
cher Hinsicht schon fast als ein Teilgebiet der Mathematik gesehen werden
kann3?, und die sich dennoch so grundlegend in weiten Teilen ihrer Metho-
dik von der Mathematik unterscheidet, durchaus viel versprechend sein?.
Indem sich die Mathematik zusétzlich auch mit Physik kompatibleren Axio-
mensystemen als beispielsweise ZFC beschiftigt, wird verhindert, dass wir

uns den Moglichkeiten solcher Ansétze von vornherein verschlielen.

Ich bedanke mich bei Herrn Prof. Kurt Roth, der mir einige Finblicke in die
philosophischen Gedanken eines Physikers gewéhrte und bei meiner Freun-
din und ehemalige Kommilitonin Mona Frommert, die zur Zeit selber an
ihrer Diplomarbeit (in der Physik) schreibt und jederzeit bereit war, mein
physikalisches Wissen zu ergénzen.

34vgl. FuBnote (19).

35Vielleicht mag heute einem Mathematiker der Gedanke, dass es noch weitere Moglich-
keiten zur “Loésung” der Paradoxieproblematik geben kénnte, genauso absurd vorkommen
wie einem Physiker vor nicht einmal hundert Jahren die Uberlegung, dass es eine physika-
lische Theorie geben konnte, die selbst im Falle der genauen Kenntnis der Anfangsbedin-
gungen meist nur Wahrscheinlichkeitsaussagen macht, was sich — und das ist das eigentlich
Schlimme — jedoch nicht aus der Unkenntnis der “verborgenden Variablen” ergibt, son-
dern aus einer Superposition sich nach klassischen Theorien ausschlieBender Zusténde,
welche erst durch den Akt des Beobachtens wieder aufgehoben wird. Dennoch, obwohl die
Quantenmechanik selbst von ihren Erfindern, die noch mit dem Weltbild einer zumindest
theoretisch vollkommen deterministischen Physik, eine der wohl bis dahin seit Jahrhunder-
ten fest verankertsten Grundannahmen dieser Wissenschaft, aufwuchsen, heftigst kritisiert
wurde (“Gott wiirfelt nicht”, A. Einstein), z&hlt sie heute zu den erfolgreichsten Theorien
der modernen Physik.
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