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Kapitel 1

Registermaschinen und
u-Rekursivitat

1.1 Registermaschinen

Man nennt eine Funktion f berechenbar, wenn es ein effektives Verfahren
(einen Algorithmus) gibt, das zu gegebenem Argument z in endlicher Zeit
den Funktionswert f(z) liefert. Als erste Préazisierung dessen, was mit "effek-
tiven Verfahren” gemeint ist, betrachten wir idealisierte Rechenmaschinen,
die nach einer eindeutigen Vorschrift, dem Programm, das ihnen eingege-
bene Material, die Speicherinhalte, in einfachen Rechenschritten bearbeiten.
Dabei kann der Inhalt eines Speichers zur Bestimmung des nachsten Rechen-
schrittes herangezogen werden.

Als erster entwickelte um 1936 der englische Mathematiker Turing ein Kon-
zept einer solchen idealisierten Rechenmaschine. Die Turing-Maschinen ar-
beiten auf einem einzigen Band und konnen ihr Arbeitsfeld in einem Re-
chenschritt nur um ein Feld nach rechts oder links verlagern. Wir betrachten
hier statt dessen die seit 1961 von Minsky, Rodding, Shepherdson und Stur-
gis entwickelten Registermaschinen. Sie haben mehr Ahnlichkeit mit realen
Rechenmaschinen, und einfache Programme lassen sich fiir sie leichter schrei-
ben. Aus diesen und auch aus tiefer liegenden Griinden sind sie in den letzen
Jahren immer mehr in den Vordergrund getreten.

Wir beginnen mit einer losen Beschreibung, die noch keine strenge mathe-
matische Definition darstellt.

Beschreibung einer Registermaschine. Eine Registermaschine besitzt
endlich viele Register Ry,...,Ry, von denen jedes genau eine natiirliche Zahl
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enthélt (speichert). Der Index i des i-ten Registers R; wird die Adresse von
R; genannt. Eine Registermaschine kann fiir jede Adresse ¢ folgende Rechen-
schritte ausfithren:

1. Addierschritt: Sie kann zum Inhalt der i-ten Registers 1 hinzuzahlen;

2. Subtrahierschritt: Sie kann vom Inhalt des i-ten Registers 1 abzie-
hen, falls dieser positiv ist, und nichts tun, falls dieser 0 ist;

3. Testschritt: Sie kann priifen (testen), ob der Inhalt des i-ten Registers
positiv oder 0 ist.

Dies sind die elementaren Operationen, die eine Registermaschine ausfiih-
ren kann. Die sidmtlichen von einer Registermaschine ausfiihrbaren Operatio-
nen erhélt man, wenn die Registermaschine mehrere elementare Operationen
nacheinander ausfiihrt.

In welcher Reihenfolge und an welchen Registern die Registermaschine diese
Rechenschritte ausfiihrt, wird durch das Programm der Registermaschine
geregelt: Das Programm besteht aus endlich vielen Instruktionen Iy,..., /5 1,
die enthalten

1. die Nummer der Instruktion,
2. den auszufithrenden Rechenschritt und

3. die Nummer der néchsten zu bearbeitenden Instruktion (Folgeinstrukti-
on), falls der Rechenschritt von der Art 1. oder 2. ist, bzw. die Nummern
von zwei Folgeinstruktionen, falls der Rechenschritt ein Testschritt 3.
ist; von diesen ist die erste zu bearbeiten, falls die Priifung einen posi-
tiven Registerinhalt ergibt, sonst die zweite.

Es ist auch erlaubt, dass die aufgerufene Nummer gleich s, also nicht mehr
Nummer einer Instruktion ist. In diesem Fall stoppt die Maschine, sie hort
auf zu rechnen.

Eine Instruktion 148t sich hiernach durch 4 Zeichen mitteilen, etwa in der
Gestalt

1. Addier-Instruktion: ji + [
2. Subtrahier-Instruktion: j2 — [  oder

3. Test-Instruktion: jikl



Hierbei bezeichnet jeweils j die Nummer der Instruktion, ¢ die Adresse des
zu bearbeitenden Registers; + und — teilen mit, dass zum Inhalt dieses i-ten
Registers 1 zu addieren bzw. von ihm (soweit moglich) 1 zu subtrahieren ist,
und [ ist die Nummer der im Fall 1. und 2. einzigen Folgeinstruktion; im Fall
3. ist als nachstes die Instruktion mit der Nummer &k zu bearbeiten, sofern
der Inhalt des i-ten Registers positiv war, sonst die mit der Nummer /.

Das Wesentliche an einer Registermaschine ist also ihr Programm. Die Re-
gister sind dagegen nur Stellen, an denen je eine natiirliche Zahl steht. Die
Adressen aller Register, die im Laufe der Rechnung eventuell angesprochen
werden oder deren Inhalt durch eine Test-Instruktion 3. die weitere Rechnung
beeinflussen kann, miissen im Programm auftreten, namlich als zweites Zei-
chen in einer Instruktion. Als "relevante” Registerzahl einer Registermaschine
kann man also das Maximum aller in ihrem Programm auftretenden Adres-
sen bezeichnen. Dann kann man eine Registermaschine mit ihrem Programm
identifizieren, und diese Identifikation liefert die einfachste Moglichkeit, Re-
gistermaschinen zu definieren.

1.1.1 Definition

Eine Registermaschine M, auch (Register-)Programm genannt, ist eine
endliche Folge I, ..., Is_1 (s > 0) von Quadrupeln, den Instruktionen von
M, der Gestalt

mitj <s,i > 1,0 € {+,—,0,...,s} und | < s. Die Anzahl s der Instruktionen
von M nennt man auch die Lange von M. M hat die Registerzahl N und
ist eine N-Registermaschine, wenn N mindestens so grofl wie jede von M
angesprochene Adresse ist:

N > max {i| es gibt j, b, : ji bl ist Instruktion von M}.

Wegen besserer Lesbarkeit schreiben wir die Instruktionen einer Registerma-
schine meistens untereinander.

Beispiele

Wir untersuchen die Wirkung einiger besonders einfacher Registermaschinen.



la) 0 1 — 1 Diese Registermaschine subtrahiert, soweit moglich,
1 vom Inhalt von R, und bleibt dann stehen.

Ib) 0 1 — 0 Diese Registermaschine 16scht den Inhalt von Rj,
andert dann nichts mehr, stoppt aber nicht.

lc) 0 1 1 2 Diese Registermaschine 16scht den Inhalt von Ry
1 1 — 0 und stoppt dann.

1d) 0 1 2 1 DieseRegistermaschine stoppt sofort, wenn der Inhalt
1 1 — 0 von Ry positiv ist. Ist der Inhalt von R; gleich 0,
so andert sie nichts, stoppt aber auch nicht.

le) Die leere Registermaschine () besteht aus 0 Instruktionen,

ist also die Folge der Lange 0 und ist die einzige
0-Registermaschine. Sie startet gar nicht erst; sie stoppt
schon, wenn sie starten sollte.

Bevor wir weitere Programme fiir Registermaschinen und die von ihnen
bewirkten Operationen auf ihren Registern angeben, wollen wir préazisieren,
wie eine Rechnung auf einer Registermaschine im einzelnen aussieht.

Gegeben sei eine N-Registermaschine M. Sie bearbeitet einen - unabhangig
von M gegebenen - Speicherinhalt. Das ist ein N-Tupel oder N-Vektor von
natiirlichen Zahlen, namlich eine natiirliche Zahl in jedem der N Register.
Ist  der Speicherinhalt nach einigen Rechenschritten, so muss man wissen,
nach welcher Instruktion I; aus M der Inhalt & bearbeitet werden soll. Sind
Instruktionsnummer 7 und Inhalt & bekannt, so liegt durch M nicht nur
der nachste Rechenschritt, sondern auch die Nummer der Folgeinstruktion
und damit - durch Wiederholung des Arguments - die ganze Rechnung fest.

1.1.2 Definition

Gegeben sei eine N-Registermaschine M der Lange s. FEine M-
Konfiguration ist dann ein (N + 1)-Tupel (j,x), wobei j < sund @
ein N-Tupel x1,...,xx von natiirlichen Zahlen ist. Hierin heifit ; In-
struktionsnummer und x Speicherinhalt der Konfiguration. Ist j =
s, so heifit  (j,x) auch M-Endkonfiguration. Eine M-Konfiguration
(7', 2") heifit M-Folgekonfiguration der M-Konfiguration (j, ) in folgen-
den Fallen:

l.j<sund I; =ji+1:



j=lund &' = (z1,...,2; + 1, ..., xn)

2.j<sund [j=j51—1:

j=lund &' = (z1,....,2; = 1,...,2N)
3.j<sund [ =71kl :

j =k, falls x; > 0, sonst j' = [, und stets '’ = x

E.j=s:
j=s=jund &' ==«

In 2. ist

. xr — 1, falls z > 0 ist,
. ] 0, falls z = 0 ist.

Die Determiniertheit der Registermaschinen basiert auf folgender einfacher
Bemerkung:

1.1.3 Lemma

Jede M-Konfiguration besitzt eine und nur eine M-Folgekonfiguration.

Der Beweis ergibt sich durch Fallunterscheidung entsprechend der Definition
1.1.2. Ist (j, ) gegeben, so liegt - im Fall j < s abhéngig vom dritten Symbol
in I; - genau einer der Falle 1. - 3. bzw. E. vor, und in jedem dieser Falle ist
genau ein (j', ') als M-Folgekonfiguration in Definition 1.1.2 angegeben.

Bemerkung. Wichtig ist uns die Eindeutigkeitsaussage von Lemma 1.1.3.
Die Existenz einer M-Folgekonfiguration ist im Fall E. per Definition (will-
kiirlich) dadurch gesichert, dass eine Endkonfiguration ihre eigene Folgekon-
figuration ist.

Die vorige Definition diente der Prazisierung des intuitiven Begriffs der Rech-
nung auf einer Registermaschine, die sich jetzt als endliche Konfigurationen-
folge festlegen lafit.

1.1.4 Definition

Eine M-Rechnung der Dauer T auf einer Registermaschine M ist eine
endliche Folge

<<j07 .’Bo), ) (jT7 wT))

von insgesamt 7' 4+ 1 M-Konfigurationen, so dass
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1. jo =0 ist und
2. fir ¢t < T stets (ji1, @e11) M-Folgekonfiguration von (j;, x;) ist.

xo heiBt dabei die Eingabe und (0,x() die Anfangskonfiguration der
Rechnung. Die Rechnung ist beendet oder abgeschlossen, wenn jr = s,
also (jr,xr) eine M-Endkonfiguration ist. Dann heifit 7 auch das Ergeb-
nis der M-Rechnung zur Eingabe x(, und dafiir schreibt man oft

Lo
M :xy = xr oder U M.
T

Aus Lemma 1.1.3 ergibt sich durch Induktion nach der Rechenzeit die De-
terminiertheit der Ergebnisse:

1.1.5 Lemma

Das Ergebnis einer M-Rechnung ist, sofern es existiert, durch die Eingabe
bereits eindeutig bestimmt:

Zu jedem Speicherinhalt x gibt es hochstens einy mit M - x =y .

Beweis. x sei die Eingabe in M. Durch Induktion nach T folgt, dass es auf
M genau eine Rechnung der Dauer T mit der Anfangskonfiguration (0, x)
gibt. Denn

1. fiir T'= 0 ist die Rechnung ((0,x)) der Dauer 0 vorgegeben.

2. Wenn es mnach Induktionsvoraussetzung genau eine Rechnung
((0,x0), ..., (yr,xr)) der Dauer T auf M gibt, so gibt es zur
M-Konfiguration (jr,zr) nach Lemma 1.1.3 genau eine M-
Folgekonfiguration (jri1,7r+1). Dann ist

((07 wO)a ey (jT7 wT)a (jT—f—l, wT-i—l))
die eindeutig bestimmte Rechnung der Dauer 7'+ 1 auf M.

Ist nun jr = s fiir ein T, so ist (jri1,®r+1) = (Jr,xr) nach Definition
1.1.2, E. Wenn also einmal in einem Zeitpunkt 7" im Laufe einer Rechnung
eine M-Endkonfiguration erreicht wird, stimmt diese mit allen spéteren
M-Konfigurationen iiberein. Der Speicherinhalt &7 zu diesem Zeitpunkt T
ist dann das eindeutig bestimmte Ergebnis der Rechnung.
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Eine Rechnung braucht auch bei beliebiger Fortsetzung keine Endkonfigura-
tion zu erreichen, sie braucht kein Ergebnis zu haben. Dies zeigt sich schon
in den Beispielen 1 b) und 1 d) und ist in 1.1.5 beriicksichtigt.

Abkiirzend teilen wir  Speicherinhalte auch in der Form
xx;y bzw. ...x;... oder xx;yrrz bzw. ...xj...... ZTg... mit, wenn uns nur
der Inhalt des i-ten bzw. des i-ten und k-ten Registers interessiert.

Beispiele. Wir suchen Kopiermaschinen, die den Inhalt des i-ten Regi-
sters ins k-te Register iibertragen. Dies kann man in verschiedener Weise
auffassen.

2 a) Fur 1 <14,k sei Kj; die Registermaschine mit dem Programm

0+ 1 3
1 ¢ = 2
2 k + 0

Ist @ # k, so liefert K;; fiir jede Eingabe ein Ergebnis, und zwar ist

K ..vy.xp... = .02 + x;..., speziell ...x;...0... = ...0...2;... .

2 b) Will man den Inhalt des i-ten Registers ins k-te Register kopieren,
unabhéngig davon, was vorher im k-ten Register stand, so wird man erst
das k-te Register 16schen und dann K;; anwenden, etwa mit folgendem

Programm:
0k1 2
241 3 5
3¢ — 4 z;...0...= ..0...x;
4k + 2

2 ¢) Die Maschinen unter 2 a) und 2 b) léschen beide das i-te Register
(fiir 4 # k). Will man das nicht, so kopiert man den Inhalt des i-ten
Registers zweimal in die Register k und [; anschlielend kopiert man
mit Kj; wieder von [ nach 7 zuriick. Wir definieren also Kj;; durch

1 4

?
l
k
l

W N = O

2
+ 3
+ 0.

Dies hat die Wirkung, falls ¢, k, [ paarweise verschieden sind,

Ky ooz xp.xp.. = 000+ x50 + X5
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Danach rechnen wir mit Kj; weiter, d. h. wir setzen K;; fort durch

44Ky, 41 5 7
50 — 6
6: + 4

und erhalten insgesamt
g L X = X+ Xy + 2.0

Fur z;, = 2; = 0 ist dies das Gewlinschte. Sonst muss man wie unter
2 b) die Loschprogramme fiir die Register & und [ vorschalten.

An diesen einfachen Beispielen fallt zweierlei auf:

Bemerkung 1. Die Maschine unter 2 ¢) verwendet hilfsweise ein Register
R;, das sowohl vor als auch nach der Rechnung 0 enthalten soll, das aber
unterwegs gebraucht wird, und, wie man sich intuitiv klarmacht, auch unent-
behrlich ist. Zu einer Maschine M : 20 = y0 braucht es also keineswegs eine
Maschine M’ : @ = y zu geben. Dagegen folgt M : xz = yz mit beliebigem
N'-Tupel z aus M : x = y. Hier taucht die Frage auf, zu welchen Zwecken
man wieviele Register tatsachlich braucht.

Bemerkung 2. Unter 2 b) und 2 c¢) ist davon die Rede, dass man ein Pro-
gramm an ein anderes “anhangt” bzw. einem anderen vorschaltet, allgemeiner
dass man mehrere Maschinen “nacheinander rechnen” 1afit. Es ist also von der
bisher noch nicht definierten Verkettung von Registermaschinen die Rede
und damit vom Operieren mit Registermaschinen. Jede Registermaschine
bewirkt nach Definition 1.1.4 eine Operation auf den Speicherinhalten, aber
hier treten Operationen auf, die Registermaschinen wieder Registermaschi-
nen zuordnen, gewissermaflen Operationen hoheren Typs. Einige spezielle
von diesen Operationen werden wir jetzt untersuchen.

1.1.6 Definition

Ist M’ eine Registermaschine und s € N, so sei s + M’ die Folge von
Instruktionen, die man aus M’ erhélt, indem man alle Instruktionsnummern
um s vergoflert, indem man also jede Instruktion

ji+l durch (s+j) i + (s+1)
ji—1 durch (s+7) i - (s+1)
jikl durch (s+j) i (s+k) (s+1)

8



ersetzt.

Ist nun M eine Registermaschine der Lange s, so heifit die Instruktionenfolge

5 —iWM’ die Verkettung von M und M’, die mit (M M') bezeichnet wird.

Ferner wird die k-te Potenz einer Registermaschine M rekursiv definiert

durch
M° = () und M**t = (M*M).

Fiir s > 0 und M’ # () ist s + M’ keine Registermaschine; wohl aber gilt:

1.1.7 Lemma

Die Verkettung (M M') von zwei Registermaschinen M und M’ ist stets wie-
der eine Registermaschine. Genauer:

Sind M und M’ N-Registermaschinen der Langen s bzw. §', so ist (M M)
eine N-Registermaschine der Léange s + s'. Es ist stets

(M@) = (0M) = M und ((M M')M") = (M(M'M")).

M .
Beweis. In der ersten Spalte von (MM') = ot M treten nachein-

ander die Zahlen 0,...,s — 1,s + 0 = s,...,s + (¢ — 1) als Instruktions-
nummern auf. Ebenso treten in der dritten und vierten Spalte nur Zahlen
<s(in M) bzw. < s+ (in s+ M’') auf.

Damit ist (MM') eine Registermaschine der Linge s + s'. In der zweiten
Spalte schliellich werden nur Adressen < N aufgerufen.

Per Definition ist (M 0) = (0 M) = M, weil 0 die Lange 0 hat. SchlieBlich
ist

M M
(M M"M") = s+ M = s+ M = (M(M'M")),
(S+S/>+M” S+(S/+M”>

weil es auf dasselbe hinauskommt, ob man die Instruktionsnummern von M"”
um s + s’ erhoht oder ob man sie erst nur um s’ und dann nochmals um s
erhoht.

Bemerkung. Nach Lemma 1.1.7 bilden die Registermaschinen beziiglich
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der Verkettung eine Halbgruppe mit neutralem Element (). Wegen der Asso-
ziativitdt der Verkettung konnen wir die runden Klammern fortlassen. Wir
schreiben also MM’ fiir (M M"). Die Gleichheitsrelation = zwischen Regi-
stermaschinen bezeichnet hier die buchstébliche Ubereinstimmung (syntak-
tische Identitit) ihrer Programme. Das ist eine engere Relation als die Uber-
einstimmung der Wirkungen von Registermaschinen, ihre sog. extensionale
Gleichheit, fiir die zwei Registermaschinen bei gleichen Eingaben gleiche Er-
gebnisse liefern miissen. = ist echt enger als die extensionale Gleichheit, weil
man in jedes Programm #Z () Instruktionen einbauen kann, die nie aufgerufen

werden. Z. B. sind
0142

01+ 1 und 1111

zwei extensional gleiche, aber nicht identische Registermaschinen. Lemma
1.1.7 ist formal in dem Sinne, dass es sich nur auf die Gestalt der Programme
bezieht und von dem zentralen Begriff der Rechnung auf einer Registerma-
schine unabhangig ist. Nun war die Verkettung von Registermaschinen gerade
so eingefiihrt, dass die Rechnungen auf MM’ durch Hintereinanderschalten
von Rechnungen auf M und Rechnungen auf M’ entstehen:

1.1.8 Lemma

M, M’ seien N-Registermaschinen. Dann ist MM’ : = z gleichwertig
damit, dass es ein N-Tupel y gibt mit

M:z=yud M :y = z.

Die Maschine M’ kommt also erst zum Zuge, wenn die M-Rechnung mit
Eingabe & abgeschlossen ist.

Eine kompakte und suggestive Notation hierfiir ist auch
T =y = z.
M M

Beweis. Ist M oder M’ leer, so ist nichts zu beweisen. Seien M und M’ nicht
leer. Aus
M:x=yund M :y= =z

folgt, dass es eine M-Rechnung ((0,x),...,(s,y)) und eine M’-Rechnung
((0,y), ..., (¢, 2)) gibt, wobei die Instruktionsnummern s bzw. s’ nur in der
letzten Konfiguration der M- bzw. M’-Rechnung auftreten. Dann ist zu-
néchst ((0,), ..., (s,y)) eine M M'-Rechnung ohne Ergebnis und ferner

0,2),....,(8,Y),.... (s+ &, 2)
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eine M M'-Rechnung mit Ergebnis z, weil die Instruktionen aus s+ M’ keine
Instruktionsnummern < s enthalten, also keine Instruktion aus M als Folge-
instruktion haben konnen.

Gilt umgekehrt MM’ : & = z, so gibt es eine M M’-Rechnung

((0,2),...,(s+ 5, 2)).

Da M, M’ nicht leer sind, ist 0 < s < s+s5". Also muss es in dieser Rechnung
eine erste Konfiguration (j,y,) mit Folgekonfiguration (j’,y,) geben, so dass
Jj < s < j'ist. Dann ist j/ = s, weil in der Instruktion /; aus M keine
groferen Instruktionsnummern als s auftreten.

Also gilt M : ¢ = yfiry = y, und M’ : y = =z, weil in der gegebenen
M M'—Rechnung nach (j',y,) = (s,y) nur noch Instruktionen aus s + M’
herangezogen werden.

Warnung. Die angefithrten M-, M’- und M M’-Rechnungen haben in der
Regel nicht die Dauer s,s' bzw. s + s’. s und s’ sind nur die Langen der
Programme M und M’. Wenn etwa die M-Rechnung die Dauer 7" hat und
fiir t <T die t-te Konfiguration der M-Rechnung die Instruktionsnummer j;
hat, so wird nur ausgenutzt, dass jr = s und j; < s ist fur t < T.

Die Multiplikation wird bereits auf der Grundschule als Iteration der Addition
eingefiihrt:

rTyYy=xr+xr+..+2zx
N !
Yy mal

Um z -y auf einer Registermaschine zu berechnen, priift man deshalb zuerst,
ob y > 0 ist; ist dies der Fall, so subtrahiert man 1 von y, addiert x zum
Register, in dem der Wert erscheinen soll, und beginnt von vorn; ist y = 0,
so hort man auf. Man iteriert also den ersten Teil des Programms so lange,
bis y = 0 ist.

Setzen wir s3 := 0 3 — 1, so ist zunachst s3Ko14K,2 eine 4-Registermaschine
mit der Wirkung

zxy0=z4+z2xy—=10
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und dem Programm

Das neue Programm ist dann

M (M)s
0319

03—1 }ss 13-2 }1+ss
1225 2236
22-3 32—4
3144 1+ Koy A145 2+ Koy
44+1 54+2
5468 6470

64—-7 5+ Ky
72+5

74—8 6+K42(m0d 9)
8246

und bewirkt
(M);:0zy0=2-yx00.

Zur Konstruktion von (M)3 verkettet man also erst s3 mit K514 und Ky und
iteriert diese neue Registermaschine M := s3K214K45 nach dem 3. Register.
Das erreicht man dadurch, dass man eine Testinstruktion 0 3 1 9 vorschaltet,
dann die acht Instruktionen von 1 + M folgen lat, dabei aber in 1 + M
jedes Auftreten der (Stop-)Instruktionsnummer 9 durch 0 ersetzt, wodurch
der Eingangstest 0 3 1 9 wieder aufgerufen wird, wenn eine Rechnung aus
1 + M herausfithrt. Zum Stop kommt (M); also nur, wenn dieser Test ein
leeres drittes Register vorfindet. Diesen Prozess definieren wir allgemein.

1.1.9 Definition

Gegeben sei eine Registermaschine M der Lénge s und eine Adresse i.
Ersetzt man in 1 + M die Instruktionsnummer s + 1 iberall durch 0,
so erhdlt man eine Instruktionenfolge, die wir mit 1 + M(mod s + 1)
bezeichnen. Die Iteration von M nach dem i-ten Register ist dann

01 (s+1)

(M)s := 14+ M(mod s+ 1).

1.1.10 Lemma

Die Iteration einer Registermaschine nach einem Register ist stets wieder eine
Registermaschine. Genauer: Ist M eine N-Registermaschine der Lange s, so
ist (M); eine max(N,i)-Registermaschine der Lénge s + 1.
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Dieses Lemma entspricht Lemma 1.1.7 und wird entsprechend bewiesen. Fiir
die Wirkungsweise der Iteration gilt:

1.1.11 Lemma
M sei eine N-Registermaschine Z (); 0. B. d. A. sei i < N. Dann ist
(M), x =1y
gleichwertig damit, dass zugleich
1. y; = 0 ist und

2. M* : x = y fiir ein k gilt, fiir das aus [ < k stets folgt:
M'! hat, angesetzt auf @, ein Ergebnis z mit z; # 0.

Beweis. M sei nicht leer. Gelten 1. und 2. und definieren wir induktiv

y' =z und fir l < k :

y'*! ist das Ergebnis von M, angesetzt auf y',

so haben wir

x =1y’ = y' = .= y'=y.

Durch Induktion nach k sieht man, dass (M); bei y* stoppt, aber nicht vor-
her, weil fiir [ < k der Eingangstest 04 1 s 4 1, angesetzt auf y', wegen 2.
ein positives Ergebnis hat, so dass der Programmteil 1 + M aufgerufen wird.
Dieser liefert das Ergebnis '™, das nun wieder dem Eingangstest unterwor-
fen wird.

Umgekehrt gelte  (M); : x=y.  Es gibt also eine (M);-Rechnung
((0,),...,(s + 1,y)) mit Eingabe x, Ergebnis y und Dauer T ( also jr =
s+ 1). Wir zeigen 1. und 2. durch Induktion nach 7. Offenbar ist 7" > 0.

Ist T'= 1, so ist * = y, der Eingangstest ergibt 0 im ¢-ten Register, es ist
also y; = x; = 0, und 2. gilt fiir £ = 0.

Ist T > 1, so ist x; > 0, M kommt zum Einsatz und liefert ein Ergebnis
y', auf das (M); wieder angesetzt wird. Die vorausgesetzte (M);-Rechnung
zerfallt also in zwei Teile wie folgt:

1
T—T=Y —>
Test My (M)Zy

Die Dauer T" der (M );-Rechnung, angesetzt auf y', ist kiirzer als T'. Nach
Induktionsvoraussetzung gilt
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1. y; =0 und

2. es gibt ein &' mit M* : y'=y und aus [ < k' folgt stets
M : y'=z fiir ein z mit z; # 0.

1". ist 1., und setzt man k := k' + 1, so folgt 2.

Warnung. Die M-Rechnungen mit den Eingaben y!, wie sie oben betrachtet
wurden, sind fiir verschiedene [ in der Regel nicht von gleicher Dauer, z. B.
kann die M-Rechnung M : x=y' allein linger dauern als M*~! : y'=y* fiir
grofle k.

Die Operationen der Verkettung und der Iteration von Registermaschinen
geben uns die Moglichkeit, eine iibersichtliche Klasse von Registermaschi-
nen auszuzeichnen, deren Programme wir nicht mehr in einer Matrix hin-
zuschreiben brauchen, sondern linear ohne explizite Angabe der Instrukti-
onsnummern. Das erleichtert den praktischen Umgang mit diesen speziellen
Registermaschinen erheblich.

1.1.12 Induktive Definition
der normierten Registermaschinen.

1. Jede Maschine
a;=07+1 und s;, =071

ist eine normierte Registermaschine.

2. Sind M; und M, normierte Registermaschinen, so ist auch (M; Ms) eine
normierte Registermaschine.

3. Ist M eine normierte Registermaschine und i > 1, so ist (M); eine
normierte Registermaschine.

Beispiele. Die in Beispiel 2 eingefiihrten Losch- und Kopiermaschinen sind
so, wie sie dort aufgeschrieben wurden, normierte Registermaschinen. Denn
es ist

Ky, = (siar); und
Ky = (siaray);.

1.1.13 Lemma

L;, K., K1y sind normierte Registermaschinen.

Lemma 1.1.7 und 1.1.10 ergeben sofort:
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1.1.14 Satz

Jede normierte Registermaschine ist eine Registermaschine.

Der Beweis durch Induktion nach der Definition der normierten Registerma-
schinen ist trivial.

Die Umkehrung gilt natiirlich nicht: Bei normierten Registermaschinen kann
eine Testinstruktion j ¢ k£ [ nur am Anfang eines Iterationsprogramms auf-
treten, und dann ist £ = j 4+ 1. Dies kann bei beliebigen Registermaschinen
verletzt sein. Bei normierten Registermaschinen kann man auch nicht aus dem
Inneren eines [terationsteils herausspringen, was bei anderen Registermaschi-
nen selbstverstandlich moglich ist. Normierte Registermaschinen werden im
groffen und ganzen von oben nach unten Instruktion fiir Instruktion abgear-
beitet; nur beim Beginn eines Iterationsteils wird getestet, ob dieser Teil en
bloc iibersprungen werden soll, und am Ende des Iterationsteils springt man
zu seinem Beginn, dem Eingangstest, zuriick. Trotzdem werden wir feststel-
len, dass die normierten Registermaschinen dasselbe leisten wie die Register-
maschinen insgesamt, wenn auch nicht immer mit derselben Registerzahl.

1.1.15 Aufgaben

1. Man definiere eine Addiermaschine Add mit 4 Registern mit der Wir-
kung
Add:0zy0=2+yxy0.

Das 4. Register wird also nur hilfsweise gebraucht (vgl. Bem. 1). Man
kann Add leicht aus den Kopierprogrammen aus Beispiel 2 a) bis 2 ¢)
zusammensetzen.

2. Was leistet K fiir ¢ # k, was fir i = k7

3. Man zeige M*+ = M* M.

4. Die arithmetische Differenz — ist die 2-stellige Funktion
~:NxN-—=N

vy — x —vy, fallsy < xist ;
y= 0, falls y > x ist .

Zul <, k,l,i# k#1l+#i definiere man einen +/—-Kopierer M mit
der Wirkung

M. xp.xp.x... = . 0. .25+ 2.0 = 5.
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Mit diesem M und einigen Kopiermaschinen definiere man durch Ver-
kettung eine Subtrahiermaschine Sub mit 4 Registern und der Wirkung

Sub:0zxy0=zx=-yxy0.

5. Man wandle die Registermaschine (s3K514/K42)3, die vor 1.1.9 eingefiihrt
wurde, ab zu einer 5-Registermaschine Mult mit der Wirkung

Mult :0xy00=2-yxy00.

6. Ausgehend von der Registermaschine Mult konstruiere man eine
Potenzier-Maschine Pot als 6-Registermaschine mit

Pot:0xy000=22y000.

Dann schatze man die Dauer dieser Rechnungen in Abhangigkeit von
x, 1y ab.

1.2 Partielle Funktionen, Berechenbarkeit
und p—Rekursivitat

Wir haben in 1.1 den Begriff der Rechnung prazisiert, nicht aber den der
berechenbaren Funktion. Dass eine n-stellige Funktion f durch eine Regi-
stermaschine M berechnet wird, soll natiirlich heiflen, dass M, angesetzt auf
ein Argument x von f, ein Ergebnis hat und f(x) liefert. Da unsere Register-
maschinen nur natiirliche Zahlen speichern, muss das Argument @ jedenfalls
ein n-Tupel natiirlicher Zahlen und f(x) eine natiirliche Zahl sein, d. h. f
muss eine zahlentheoretische Funktion sein. Da eine Registermaschine M
nicht fiir jedes n-Tupel « ein Ergebnis zu liefern braucht, liegt es nahe, nicht
nur totale, iiberall auf N" definierte Funktionen zu betrachten, sondern auch
partielle Funktionen, die auf Teilmengen von N definiert sind.

1.2.1 Definition

Eine Funktion f : D — N mit D C N" heifit eine n-stellige partielle
(zahlentheoretische) Funktion. Ist D = N", so heifit f auch total. Den
Definitionsbereich D von f bezeichnen wir mit domf.

Partielle (reelle) Funktionen sind aus der Analysis geldufig: z. B. das Inverse
% und der Tangens tan sind reelle Funktionen, die auf echten Teilmengen

von R definiert sind.
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Oft ist es niitzlich, aus dem Ergebnis einer Rechnung die Eingabe wieder
ablesen zu konnen. Deshalb definieren wir die Berechnung einer Funktion so,
dass im Ergebnis Funktionswert und Argumente nebeneinander stehen.

1.2.2 Definition

Eine Registermaschine M berechnet die partielle n-stellige Funktion

f:D— N (DCN"), wenn gilt:

firee D M:0x0...0= f(x)x0...0 und
fireg D  M:0x0...0 stoppt nicht.

Genau fiir die (n 4 1)-Tupel 0z mit xeD (erginzt durch Nullen zu einem
N-Tupel, wenn M eine N-Registermaschine ist) hat also M ein Ergebnis,
und dieses ist f(x)x (wieder ergénzt durch Nullen). Die f berechnende Re-
gistermaschine M kann also mehr als n 4+ 1 Register haben. Die zusatzlichen
Register stehen dann fiir die Rechnungen auf M zur Verfiigung, miissen aber
beim Abschlufl der Rechnung wieder geloscht sein. In einzelnen Fallen kann
M aber auch weniger als n + 1 Register haben, wenn namlich f von sei-
nen letzten Argumenten nicht abhangt und deshalb die letzten Adressen im
Programm M nicht auftreten. Dieser Fall kommt in Lemma 1.2.5 vor. Auch
dann gilt noch M : 0x = f(x)x, weil M nach Definition 1.1.1 auch eine
(n + 1)-Registermaschine ist.

1.2.3 Definition

Eine Funktion f heifit partiell (Register-) berechenbar, wenn f partiell ist
und es eine Registermaschine gibt, die f berechnet. f heifit partiell nor-
miert berechenbar, wenn f partiell ist und es eine normierte Registerma-
schine gibt, die f berechnet. Ist f hierbei total, so heifit f berechenbar bzw.
normiert berechenbar.

Eine n-stellige berechenbare Funktion ist demnach eine totale Funktion

f: N" — N, die von einer Registermaschine berechnet wird. Nach 1.1.15,
1., 4. und 5. sind z. B. die Addition +, die arithmetische Differenz - und die
Multiplikation - berechenbar. Wir fithren einige noch einfachere berechenbare
Funktionen ein.
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1.2.4 Definition

Als Nachfolgerfunktion suc (vom englischen “successor”) bezeichnet man
die Funktion
suc: N —- N,z +— oz + 1.

Als Projektions- oder Identitatsfunktionen bezeichnet man alle Funk-
tionen
U':N"— Njz,..,zp—a; mitn>1,1<i<n,.

Als konstante Funktionen bezeichnet man alle Funktionen

Cp:N"—= N,xz—k mitn,keN.

1.2.5 Lemma

Alle Funktionen suc, U und C}' sind normiert berechenbar.

Beweis. Eine 3-Registermaschine fiir suc ist z. B. Ko13K302a1; eine (n + 2)-
Registermaschine fiir U ist

Ki+11n+2Kn+2 i+1,

und eine 1-Registermaschine fiir CF ist (a;)*. (Fiir C} kann man etwa s
wéhlen.) Mit Lemma 1.1.13 folgt die Behauptung.

Diese Funktionen sind fiir sich noch nicht interessant, aber mit + und - kann
man aus ihnen schon alle Polynome (in endlich vielen Variablen) zusammen-
setzen; z. B. erhalt man

f:x,y»—>x~y—i—2y2

so: Es sei
fo:x,y+— x -y die Multiplikation, ferner
fiizy—y' =y y=Us(zy) Us(z,y)
und in informeller Schreibweise
fo=C3- [ =C5-U;-Uj.
Dann ist
f T, Y .Z'y+f2(l',y>,
also

f=fot+fa=fo+(C3 U3 -U3).
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Das Zusammensetzen von Funktionen ist eine Operation auf Funktionen und
entspricht der Verkettung von Registermaschinen. Wir wollen diese Opera-
tion fiir n-stellige partielle Funktionen definieren. Dabei stellt sich schon fiir
einstellige ¢ und h das Problem:

Fiir welche x € N soll h(g(x)) als definiert gelten?

In der Berechenbarkeitstheorie folgt man dem Prinzip des call by value
(auch inside-first-Prinzip genannt), nach dem zuerst der Wert von g(x) be-
kannt sein muss, bevor man h(g(z)) ausrechnen kann — auch wenn h eine
konstante Funktion ist und h(g(z)) deshalb von dem Wert von g(z) gar nicht
abhangt.

Fiir eine tibersichtliche Schreibweise fithren wir ein neues Zeichen * als Sym-
bol der Undefiniertheit ein und setzen ”abkiirzend”:

(1) f(x) =< ax &domf.

Insbesondere gehdren Tupel, in denen x auftritt, zu keinem Definitionsbe-
reich, so dass stets gilt:

(2) fly,*z2) =~

Diese Gleichung (2) kann man als kurze Fassung des call-by-value-Prinzips
lesen.

Beispiele.

1 a) suc™!(z) sei das y, dessen Nachfolger sucy = x ist. Dann ist suc™!(0) =
* und auch
suc H(0) -0 = -0 = *,

obwohl x - 0 = 0 unabhangig von z gilt.

1 b) Betrachten wir die gewdhnliche Differenz — als partielle Funktion mit
xr —y = flir r <y, so ist zwar

suc(r —y) = sucx —y fir = > y, aber
suc(x —y) =% #0=sucx —y firy=x+1.

Die Ausdriicke suc(x — y) und sucx — y sind also nicht "stets” gleich,
weil sie nicht "stets zugleich” definiert sind.

Wir definieren formal diese strenge Form der Gleichheit unter Einbeziehung
des undefinierten Wertes x.
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1.2.6 Definition der partiellen Gleichheit

Gegeben seien zwei Ausdriicke (Terme) s und ¢, die aus (Zeichen fiir) partielle
Funktionen und hochstens aus den Variablen x4, ..., x,, =: & zusammengesetzt
sind. s und t heiflen partiell gleich, man schreibt

s~t,

wenn fiir alle € N™ die (in N U {x} liegenden) Werte von s und ¢ {iberein-
stimmen. Insbesondere muss dann s=* &1t =%  sein.

Beispiele.

2 a) Esist -0~ 0 trotz Beispiel 1 a).

2 b) Ebenso ist U*(x) ~ x; und C}'(x) ~ k.

2 ¢) Wegen 1 b) gilt nicht suc(z —y) ~ sucx —y.

Mit dem Begriff der partiellen Gleichheit kann man die Komposition parti-
eller Funktionen knapp und tibersichtlich definieren:

1.2.7 Definition

Sind g1, ..., g 7 n-stellige und ist h eine r-stellige partielle Funktion, so heifit
die durch

f(@) = h(gi(2), ... g:(x))

definierte partielle Funktion f die Komposition von A nach ¢, ..., g,, be-
zeichnet mit ho (g1, ..., gr)-

Man sagt auch: f entsteht aus h, g1, ..., g, durch simultane Einsetzung.

Unter Beriicksichtigung von (2) liegt hiermit auch der Definitionsbereich von
f fest: Es ist

x€dom f < x cdomyg; firi=1,..,rund (¢:(x),...,g-(x)) € dom h.

Denn ist g;(x) = = fiir ein ¢, so ist

wegen (2). Ist andererseits g;(x) € N fiir alle i = 1, ..., r, so ist ohnehin

x €dom [ = (q1(x),...,9.(x)) € dom h.
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Bemerkung. Fir » = 1 ist dies die iibliche Komposition von Funktio-
nen. Aber in jedem Fall » > 0 kann man g = (g1, ..., g-) als Funktion von
{dom ¢;|]1 <i <r}in N" auffassen geméis

g9(@) = (g1(x), ..., g:()).

Dann ist h o (g1, ...,9-) = h o g wieder eine Komposition im iiblichen Sinne.
Dies und Lemma 1.1.8 machen die Analogie zwischen Verkettung von Regi-
stermaschinen und Komposition von Funktionen deutlich. Wegen der spezi-
ellen Art, in der Funktionen nach Definition 1.2.2 berechnet werden sollen,
ist an folgendem Lemma aber doch noch etwas zu rechnen.

1.2.8 Lemma

Sind g1, ..., g» n-stellige partiell normiert berechenbare Funktionen und ist h
eine r-stellige partiell normiert berechenbare Funktion, so ist auch
f=ho(g,-.. g, partiell normiert berechenbar:

Die Klasse der partiell normiert berechenbaren Funktionen ist abgeschlossen
unter Komposition.

Folgerung: Alle Polynome sind normiert berechenbar.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es normierte N-Registermaschinen
My, ..., M,, die h, g1, ..., g- berechnen, d. h. fir die * € dom g; gleichwer-
tig ist mit M; : 020 = g;(x)x0 fir 1 < i < rund x € dom h mit M, :
020 = h(x)x0. Wir suchen dann normierte (N + r + n)-Registermaschinen
N bisNy, die folgendes leisten:

Ny 0x00"0" = 0z0g(x)0"

N, : = 0g(x)00"x
Ns = f(x)g(x)00"x
Ny : = f(x)x0070".

(0 steht fiir OOO...ZO. 0 steht fiir eine geniigende Anzahl von Nullen.) Z. B.

k—ma
wird dies geleistet von

N = MKy nyi MKy nyoo MKy Ny,

N2 = KQ N+r+1---Kn+1 N+r+nKN+1 2---KN+7’ r+1;
N3 = My,
N4 = L2---Lr+1KN+r+1 2---KN+r+n n+1-

M = NyN3;MyNy berechnet dann f = ho(gy, ..., g-). M ist also eine Verket-
tung von My, My, ..., M., etlichen Kopier- und einigen Loschmaschinen. M
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liefert auch die richtige Definitionsmenge von f. Mit der Zahl der Register
ist hier grofziigig umgegangen worden; man kann sie im allgemeinen niedri-
ger halten, was uns im Moment aber nicht interessiert.

Bisher ist die Iteration nur innerhalb der Kopier- und Loschmaschinen auf-
getreten. Allein mit Kopiermaschinen ist auch die Addition normiert bere-
chenbar. Denn eine Registermaschine

Add : 0xy0 = (z + y)zy0
ist zum Beispiel
Add = K914 K49 K314 K43.

Fir die Subtraktion (arithmetische Differenz) brauchen wir den +/—-
Kopierer
My o ... Ty = 002, + X400 = TG

der wegen
My = (siars1)i

auch eine normierte Registermaschine ist. Dann erhalt man
Sub : 0xy0 = (x = y)xy0

z. B. als
Sub = K214K42(83a431)3K437

und das ist eine normierte Registermaschine.

Eine Registermaschine fiir die Multiplikation
Mult : 0zy00 = (z - y) xy00
erhélt man durch Iteration der Addition, z. B. als
Mult = K345 K43(55K214K42)5.

Die Registermaschine
($5K214K42)5

addiert den Inhalt des 2. Registers so oft zum Inhalt des 1. Registers, wie im 5.
Register angegeben ist, und 16scht dabei das 5. Register. (Dies ist im wesent-
lichen die Arbeitsweise einer Handrechenmaschine mit 3 Registern, namlich
dem Addierwerk Rs, dem Resultatwerk R; und dem Zahlwerk Rj, das die
Umdrehungen des Addierwerkes zdhlt.) Diese Iteration nach Rjs erzeugt die
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Multiplikation, weil diese durch folgende Rekursionsgleichungen mit Hilfe der
Addition festgelegt ist:
z-0=0
r-(y+1)=x-y+u.

Entsprechendes gilt fiir die arithmetische Differenz
r=0=u

r=(y+1)=(r=y) =1
und fur die Addition
r+0==x
r+y+1)=(@+y) +1.

Hierdurch werden -, - und + auf die elementaren Operationen +1 und -1
zuriickgefithrt. Auch =1 1at sich noch festlegen durch die Rekursionsglei-
chungen

0=-1=0

(y+1)=1=y.
Wéhrend zur Berechnung (Definition) von z - sucy auf x - y, von z +

sucy auf x + y und von x — sucy auf r — y zuriickgegriffen wird, héangt
sucy — 1 von y — 1 gar nicht ab, sondern nur von y.

Wir untersuchen jetzt, was die Iteration einer Registermaschine allgemein
mit solchen Rekursionsgleichungen zu tun hat.

1.2.9 Definition

Gegeben seien eine n-stellige und eine (n + 2)-stellige partielle Funktion
g :dom g — N und h : dom h — N. Die durch folgendes Schema der
primitiven Rekursion

f(=,0) ~ g(x)

fl,y+1) =h(z,y, f(z,y))

eindeutig festgelegte partielle (n + 1)-stellige Funktion f heift durch primi-
tive Rekursion aus g, h definiert und wird mit Rgh bezeichnet.

(PR)

Fiir die Definitionsmenge dom f von f gilt wegen (2):

(x,0) € dom f &< xecdomyg
(x,y+1) €dom [ <= x,y€dom fund (x,y, f(x,y)) € dom h.
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Als Ausartungsfall der primitiven Rekursion wird oft die Definition durch
Fallunterscheidung nach dem Schema

f(=,0) ~ g(x)

flx,y+1) ~h(z,y)

betrachtet. Das aus dem n-stelligen ¢ und dem (n + 1)-stelligen h durch
Fallunterscheidung definierte (n + 1)-stellige f wird mit R'gh bezeichnet.
Fiir dom f gilt dann

(PR')

(x,0) € dom f < xcdomyg
(x,y+1) €dom f <= (x,y) € dom h.

Bemerkung 1. Ist f = Rgh durch (PR) definiert und ist (x,y) &
dom f, soist (x,z) ¢ dom f fur alle z > y. Dies gilt nicht fiir (PR'),
weswegen wir (PR') iiberhaupt eingefiihrt haben.

Bemerkung 2. Ist f = Rgh und sind g, h total, so ist auch f total. Das
Umgekehrte gilt nicht: Sind f und g total, so braucht A im letzten Argument
nicht total zu sein. Das ist bei (PR’) einfacher, denn hier gilt

g und h total <= f total .

In diesem Fall, wenn g und h in (PR’) total sind, kann man (PR’) mit
Komposition und Projektionsfunktionen auf (PR) zuriickfithren. Denn fiir

Wt =ho (U2, .. UM

ist f = R'gh = Rght. Wegen Bemerkung 1 ist die Losung fiir beliebige
partielle g und h komplizierter (vgl. 1.3.5).

Beispiele. Es ist

3 a)
r+0=x=U](1)

v+ (y+1) = suc(x +y) = suco Uj(z,y, 2 +y),
also + = R U} (suco U3). Entsprechend ist

3 D)
r=0=2="U(2)

r=(y+1)=(x=-y)=1==10U(z,y,v~y),
also = = R U] (=10 U}). Entsprechend ist
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r-0= 0 =C;(x)
v (y+) =z y+a=-+o0(U5U7)(wyz y)
also - = R C}(+ 0 (U3,U3)).
Einfachste Beispiele totaler Funktionen, die durch Fallunterscheidung (PR’)

gegeben sind, aber auch sofort mit (PR) definiert werden kénnen, sind die
Vorzeichen- (signum-)Funktionen sg und 5g sowie der Vorgéanger —1:

4 a)
s9(0) = 0= Cq
sgy+1) =1=Ci(y, 59(y))
also sg = RCJC?

4D)
55(0)=1=C¢
sg(y+1) =0=C3(y,s9(y))
also 5g = RCYC2. Allerdings ist auch explizit
5g(y) = 1=y und daher sg(y) =1-=35g(y) =1~ (1= y).
SchlieBllich ist
4 ¢)

0-1=0=C]

(y+1)=1=y=Uiy,y=1)
also =1 = R CJU? und daher — = R U}((R CJU%) o U3).

1.2.10 Lemma

Ist g eine n-stellige und h eine (n + 2)-stellige partiell normiert berechenba-
re Funktion, so ist auch die durch (PR) definierte (n + 1)-stellige partielle
Funktion f = Rgh partiell normiert berechenbar.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es normierte Registermaschinen
Mgy und Mj, die g und h berechnen. Ihre maximale Registerzahl sei N — 1.
Dann suchen wir normierte N-Registermaschinen N; und N mit folgender
Wirkung:

N;:0 a:y60 = f(x,0) x 0 6y

Ny : f(x, 2) 220y — 2 = f(z,z+1) zz+1 6y—(z+1) fir z < y.
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Denn dann berechnet M = N;(N2)y die Funktion f = Rgh, wie man sich
durch Induktion nach y, dem Inhalt des (n+2)-ten Registers, klar macht. We-
gen (PR) wird Ny wesentlich mit M, und N, wesentlich mit M), konstruiert,

etwa
N1 = Kn+2 NMg und

No = Ki ni3sMpLpy3ani25N.

Damit ist das Lemma bewiesen.

Es zeigt sich, dafl sehr viele iibliche zahlentheoretische Funktionen durch
primitive Rekursion und simultane Einsetzung aus einfacheren Funktionen
gewonnen werden konnen. Die aus einer gegebenen Menge ¥ von Funktionen
mit diesen beiden Operationen konstruierbaren Funktionen nennt man die in
U primitiv-rekursiven Funktionen.

1.2.11 Induktive Definition

der in V¥ primitiv-rekursiven Funktionen. Es sei ¥ eine Menge von
partiellen Funktionen.

1. suc, alle U, alle C}' und alle f € W sind primitiv-rekursiv in W.

2. Sind n-stellige ¢1, ..., g und ein r-stelliges h primitiv-rekursiv in ¥, so
ist auch ho (g1, ..., g-) primitiv-rekursiv in W.

3. Sind ein n-stelliges g und ein (n + 2)- stelliges h primitiv-rekursivin ¥,
so ist auch das durch (PR) definierte f = Rgh primitiv-rekursiv in W.

Ist f primitiv-rekursiv in der leeren Menge (¥ = () so heifit f (schlechthin)
primitiv-rekursiv (abgekiirzt prim-rek).

Beispiele. +1, 4+, =1, =, -, Potenz und Fakultat sind primitiv-rekursiv.

Bemerkung. Besteht U nur aus totalen Funktionen (z. B. wenn W leer ist),
so ist auch jede in ¥ primitiv-rekursive Funktion total.

1.2.12 Satz

Es sei ¥ eine Menge von (partiell) normiert berechenbaren Funktionen. Dann
ist jede in W primitiv-rekursive Funktion (partiell) normiert berechenbar.

Beweis durch Induktion nach Definition 1.2.11.

1. Die Ausgangsfunktionen sind normiert berechenbar nach Lemma 1.2.5
und wegen der Voraussetzung iiber W.
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2. Die Komposition fithrt nach Lemma 1.2.8 von (partiell) normiert bere-
chenbaren Funktionen stets wieder zu (partiell) normiert berechenbaren
Funktionen.

3. Dasselbe gilt nach Lemma 1.2.10 fiir die primitive Rekursion.

Mit derselben Induktion sieht man auch die letzte Bemerkung ein.

1.2.13 Korollar

Jede primitiv-rekursive Funktion ist normiert berechenbar.
Dies ist der wesentlichste Spezialfall des Satzes.

Mit der primitiven Rekursion sind die Moglichkeiten, die die Iteration von
(normierten) Registermaschinen bietet, nicht erschopft. Ein trivialer Grund:
Primitiv-rekursive Funktionen sind notwendig total, dagegen gibt es offenbar
echt partielle, normiert berechenbare Funktionen. Man benutzt fiir den Uber-
gang von g, h zu Rgh nur den Spezialfall (s;M);, wobei M eine (normierte)
Registermaschine ist, in deren Programm die Adresse ¢ nicht auftritt. Der
Inhalt des i-ten Registers, nach dem iteriert wird, wird daher in jeder Itera-
tionsschleife um genau 1 verringert. Das Ende der Rechnung ist also abzu-
sehen, sobald (vor der Iteration) eine Zahl in das i-te Register hineinkopiert
ist. Wir untersuchen deshalb eine weitergehende Anwendung der Iteration,
bei der die Registermaschine zwar nicht "zuféllig” (wegen Lemma 1.1.5), aber
doch "unvorhersehbar” zum Stop, d. h. zu einem Ergebnis kommt.

1.2.14 Definition

Es sei g eine (n + 1)-stellige partielle Funktion, € N". Dann bezeichnet
uy(g(x,y) = 0) die, sofern vorhanden, eindeutig bestimmte (kleinste) Zahl y
mit g(x,y) = 0 und g(x, z) > 0 fir alle z < y. Die durch die Gleichung

(1) f(x) ~ py(g(z,y) = 0)

festgelegte partielle Funktion f heifit mit dem pu-Operator zu g definiert
und wird durch pg bezeichnet. Die Gleichung (u) heifit Anwendung des
u-Operators auf g.

dom f besteht dann aus allen @, zu denen es ein y gibt mit den Eigenschaften
L g(x.y)=0

2. (x,2) € dom g fir alle z <y
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Wenn es zu jedem @ ein solches y gibt, wenn also f total ist, so heifit (u)
eine Anwendung des p-Operators im Normalfall.

1.2.15 Lemma

Ist g partiell normiert berechenbar, so auch f = pg. Liegt zusatzlich eine An-
wendung des pu-Operators im Normalfall vor, so ist f normiert berechenbar.

Beweis. Wenn M g berechnet, so berechnet sowohl a1 (L May2)1 K211
als auch M(Lyani2M)1K, 121 die Funktion f = pg. Der 2. Teil wiederholt
nur, dass f (genau dann) total ist, wenn (u) im Normalfall angewandt wird.

Bemerkung. Offenbar braucht f nicht total zu sein, wenn ¢ es ist, und
umgekehrt. Die Totalitat von f hingt mehr an den Nullstellen von ¢ als an
der Totalitat von g : g muss zu jedem @ "gentigend friith” eine Nullstelle x, y
haben.

Der Ubergang von ¢ nach ug verwendet die Iteration einer Registermaschine
in wesentlicher, nicht mehr eingeschréankter Form, im Gegensatz zur primi-
tiven Rekursion. Zwar wird im Iterationsteil (L Ma,12)1 der Registerma-
schine, die pg berechnet, (vgl. Beweis von Lemma 1.2.15) zuerst das erste
Register geloscht, aber dann rechnet M einen Funktionswert von ¢ in die-
ses Register hinein. Ob die Iterationsschleife noch einmal durchlaufen wird,
hangt also davon ab, ob M einen positiven Funktionswert produziert. Auch
wenn M fiir jede Eingabe ein Ergebnis liefert, wenn also g total ist, kann die
Suche nach einer Nullstelle von g erfolglos bleiben, so dass das Programm
(LiMay, o)1 niemals abbricht und niemals ein Ergebnis liefert. Darin duBert
sich, dass pg nicht total zu sein braucht, auch wenn g es ist.

1.2.16 Induktive Definition der p-partiell-rekursiven
Funktionen

1. suc, alle U und alle C}} sind p-partiell-rekursiv.

2. Mit g1, ..., g, und h passender Stellenzahlen ist auch h o
(g1, ---, gr) p-partiell-rekursiv.

3. Mit g, h passender Stellenzahlen ist auch f = Rgh p-partiell-rekursiv.

4. Mit g ist auch pg p-partiell-rekursiv.
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1.2.17 Definition

Die totalen p-partiell-rekursiven Funktionen heiflen p-rekursiv.

Bemerkung. Wird in der Definition einer u-partiell-rekursiven Funktion der
pu-Operator nur im Normalfall angewandt, so ist sie p-rekursiv. Die Umkeh-
rung hiervon gilt hier nicht.

Die Definition der primitiv-rekursiven Funktionen wird in 1.2.16 nur um den
4. induktiven Schritt, die Anwendung des pu-Operators, erweitert. Da es sich
um eine induktive Definition handelt, kann man die primitiv-rekursiven Ope-
rationen 2. und 3. wieder auf Funktionen anwenden, die mit dem p-Operator
definiert sind, um weitere p-partiell-rekursive Funktionen zu erhalten. Fol-
gendes Lemma liefert eine Alternative zu Definition 1.2.16, die die Definition
1.2.11 explizit verwendet.

1.2.18 Lemma

Die Klasse der p-partiell-rekursiven Funktionen ist die kleinste Klasse ® von
partiellen Funktionen mit den folgenden beiden Eigenschaften:

1®. Jede in ® primitiv-rekursive Funktion gehort zu ®.
4. Mit g gehort auch pg zu ®.

Beweis. Die Klasse der p-partiell rekursiven Funktionen hat nach 1., 2. und
3. in Definition 1.2.16 die Eigenschaft 1® und nach 4. die Eigenschaft 4.
Sie ist also eine Klasse der betrachteten Art und enthélt deshalb die kleinste
Klasse ® mit den Eigenschaften 1® und 4®.

Umgekehrt enthalt jede Klasse mit der Eigenschaft 1® nach Definition 1.2.11
die Ausgangsfunktionen unter 1. in Definition 1.2.16, und sie ist abgeschlossen
gegen Komposition und primitive Rekursion, erfiillt also 2. und 3. Durch
Induktion nach Definition 1.2.16 folgt daher, dass jede, also auch die kleinste
Klasse @ mit 1® und 49 alle u-partiell-rekursiven Funktionen enthalt.

Die Aussage 1® beinhaltet hiernach:

Korollar 1. Ist ¥ eine Menge von p-partiell-rekursiven Funktionen, so ist
jede in ¥ primitiv-rekursive Funktion p-partiell-rekursiv.

Als Spezialfall fiir leeres ¥ erhélt man hieraus:

Korollar 2. Die primitiv-rekursiven Funktionen sind p-rekursiv.
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Aus 1.2.12 und 1.2.15 ergibt sich eine Verbindung zwischen p-Rekursivitat
und Berechenbarkeit.

1.2.19 Satz

Die p-partiell-rekursiven Funktionen sind partiell normiert berechenbar. Die
p-rekursiven Funktionen sind demnach normiert berechenbar.

Beweis durch Induktion nach der induktiven Definition 1.2.16 der u-partiell-
rekursiven Funktionen.

1. Ist f eine Ausgangsfunktion suc,U; oder C}, so ist f nach Lemma
1.2.5 normiert berechenbar.

2. Ist f = ho(g,...,9-) nach 2. in Definition 1.2.16 eingefiihrt, so sind
h, g1, ..., g- p-partiell-rekursive Funktionen, die vor f definiert worden
sind. Dann sind nach Induktionsvoraussetzung h, g, ..., g, partiell nor-
miert berechenbar, und nach Lemma 1.2.8 ist auch f partiell normiert
berechenbar.

3. Ist f = Rgh nach 3. in Definition 1.2.16 eingefiihrt, so sind g und h
p-partiell-rekursive Funktionen, die vor f definiert worden sind. Dann
sind g und h nach Induktionsvoraussetzung partiell normiert berechen-
bar, und nach Lemma 1.2.10 gilt dies auch fiir f.

4. Ist f = pg nach 4. in Definition 1.2.16 eingefiihrt, so ist g eine u-
partiell-rekursive Funktion, die vor f definiert worden ist. Dann ist ¢
nach Induktionsvoraussetzung und deshalb nach Lemma 1.2.15 auch f
partiell normiert berechenbar.

Damit ist die erste Aussage des Satzes bewiesen. Der zweite Teil ist nur die
Einschrankung dieser ersten Aussage auf totale Funktionen.

Bemerkung. Die Teile 1. bis 3. dieses Beweises ergeben einen Beweis von
Satz 1.2.12, wenn man “u-partiell-rekursiv’ durch “primitiv-rekursiv in W”
ersetzt. Deshalb ist der Beweis von Satz 1.2.12 auch nicht so ausfiihrlich wie
hier durchgefiihrt worden. Angesichts von Lemma 1.2.18 geniigt es zu zeigen,
dass die Klasse der partiell normiert berechenbaren Funktionen die Eigen-
schaften 1® und 4 hat, was nach Satz 1.2.12 und Lemma 1.2.15 der Fall ist.

Da jede Registermaschine einen Algorithmus, ein konstruktives Verfahren
festlegt, sind insbesondere alle p-rekursiven Funktionen im inhaltlichen Sin-
ne berechenbar. Problematischer ist hiervon die Umkehrung, dass die u-
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rekursiven Funktionen bereits die simtlichen im inhaltlichen Sinne berechen-
baren (totalen) Funktionen sind und damit bereits alle denkbaren (totalen)
Algorithmen liefern:

Church’sche These. Die p-rekursiven Funktionen sind genau die im inhalt-
lichen Sinne berechenbaren Funktionen.

Diese These ist ihrer Art nach nicht zu beweisen, wohl aber zu erharten. Wir
haben dazu zumindest zu zeigen, dass alle (partiell) Register-berechenbaren
Funktionen schon p-partiell-rekursiv sind. Das beweisen wir in Kapitel 2 und
erhalten damit eine Umkehrung der Satze 1.1.14 und 1.2.19.

1.2.20 Aufgaben

1. Fir welche Funktionen g, h gilt:

a) Rgh ist die Potenzfunktion z,y — x¥?

b) Rgh ist die Fakultit z — 2! =1-2-...- (x — 1) - a7

Man schlieffe mit Lemma 1.2.10, dass diese Funktionen normiert bere-
chenbar sind.

2. Man definiere ohne pu-Operator die Funktionen

v py(r+y=0)

x> py(z =y =0)

x— py(x-y=0).

1.3 Primitiv-rekursive Funktionen und Pra-
dikate

Auch fiir die weitere Entwicklung der allgemeinen Theorie ist es jetzt notwen-
dig, konkreter zu werden und wesentlich mehr Beispiele primitiv-rekursiver
Funktionen kennen zu lernen. Zunéchst einige einfache Struktureigenschaf-
ten.
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1.3.1 Lemma

Hinzunahme, Vertauschung und Identifikation von Variablen sind primitiv-
rekursive Operationen, d. h. ist

f(@) ~ g(z)
und ist jedes x’ ein x;., so ist f primitiv-rekursiv in g.
J 1 Ji g

Denn es ist f = go (U?

J10

U,

1.3.2 Lemma
Lokale Einsetzung ist eine primitiv-rekursive Operation, d. h. ist
f@) = g(a), h(w)), x5)
und ist jedes x, ein x;, so ist f primitiv-rekursiv in g, h.
Denn nach Lemma 1.3.1 gibt es ¢/, A’ primitiv-rekursiv in ¢ bzw. h mit
g (x,z) ~ g(x), z,x5) und W' (x) ~ h(x)),
und dann ist
f=4go(U,....,UK).
1.3.3 Lemma

Ist
f(2,0) ~ g(z) und f(z,y+1) ~ h(z", f(z,y))

. ;o . 0o ) o -
und ist jedes z; ein x;, jedes z ein x; oder y, so ist f primitiv-rekursiv in

g,h.

Denn nach Lemma 1.3.1 gibt es ¢/, b’ primitiv-rekursiv in g, h mit f = Rg'h/.
Hiernach konnen wir den Rekursionsgleichungen einer Funktion unmittelbar
ansehen, ob sie primitiv-rekursiv ist.

1.3.4 Beispiele

suc, 4+, =1, =,-,sg,5g sind aus 1.2 als primitiv-rekursiv bekannt.

1. Die absolute Differenz | — | mit

2 —yl=(z=y)+(y )

ist nach Lemma 1.3.2 primitiv-rekursiv.
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2. Das Maximum max mit
maz(x,y) = x, falls y <z, max(z,y) =y sonst
ist nach 1.3.2 primitiv-rekursiv, weil max(z,y) = = + (y — z) ist.
3. Die Potenz und die Fakultit ! gentigen
P =1und v =2Y -2 bzw. 0! = 1und (y+ 1) =y!- (y + 1)
und sind nach Lemma 1.3.3 primitiv-rekursiv.

4. Bezeichnet res(z,y+ 1) den Rest bei Division von = durch y + 1, so ist

res(0,y+1) = 0 und res(z+1,y+1) = (res(x, y+1)+1)-sg(y=res(z, y+1)),

und das ist nach Lemma 1.3.3 primitiv-rekursiv.

_T_

. z . .
" +1} vom Quotienten s ist primitiv-rekursiv,

5. Der ganzzahlige Anteil [
wie man sich tiberlegt.

Das Schema (PR’) der Fallunterscheidung ist nicht nur fiir totale Funktionen
aus (PR) ableitbar, sondern in jedem Fall:

1.3.5 Lemma

Die Fallunterscheidung ist eine primitiv-rekursive Operation: Gilt
f(=,0) ~ g(x)

flx,y+1) =~ h(z,y),

(PR')

so ist f primitiv-rekursiv in g, h.
Beweis. Wir setzen
¢(2,0) =0 und ¢/(2, 2 + 1) ~ U¥(g(). ¢ (=, 2)), ferner

W(x,y,0)=0und W (z,y,z+ 1) ~ U} (h(z,y), ' (x,y,2)).

Nach Lemma 1.3.3 sind dann ¢’, A’ primitiv-rekursiv in g, h und es ist
J'(=,1) = Ui (g(x),0) ~ g(x) und
W(2,y,1) = Ui (h(=,y),0) = h(z, y).
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(Mit Induktion nach z folgt allgemein
g (@ z+1) = g(x) wd W' (z,y,z + 1) = h(z,y),
aber das wird nicht gebraucht.) Nun sei

[z, y) = ¢ (x,59(y)) + ' (z,y = 1,59(y)).

Nach Lemma 1.3.2 ist dann f primitiv-rekursiv in ¢’, h’, also auch in g, h,
und es folgt

f(x,0) ~¢'(x,1) + h'(x,0,0) ~ g(x) + 0 ~ g(x)

fle,y+1) = g(®,0)+ W (x,y1) =0+ h(z,y) = h(z,y).
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Um f zu definieren, fithrt man also eine zusatzliche Rekursionsstelle ein, nam-
lich das letzte Argument z von ¢’ und A'. Diese neuen Rekursionen braucht
man nur bis zum Wert z = 1 laufen zu lassen. Dieser Definition von f ent-
spricht auch die Konstruktion einer Registermaschine, die f berechnet, aus
Registermaschinen, die g und A berechnen.

1.3.6 Lemma

Die iibliche Fallunterscheidung ist eine primitiv-rekursive Operation, d. h. ist

f(x) ~ g(x), falls k(x) =0,
f(x) ~ h(x), falls k(x) > 0,
(f nicht definiert, falls & nicht definiert ist ),

so ist f primitiv-rekursiv in g, h, k.

Beweis. h/(x,y) ~ h(x) ist nach 1.3.1 primitiv-rekursiv in h; dann ist f' =
R'gh’ nach 1.3.5 primitiv-rekursiv in g und h, und es ist

f(x) ~ f'(x,k(x)) wegen
f(x) ~ f'(x,0) ~ g(x ) fir k() =0 und
flx) ~ f'(x,y+ 1) ~ W (x,y) ~ h(z) fir k(x) > 0.
Nach 1.3.2 ist daher f primitiv-rekursiv in f’ und k, also auch in g, h und k.
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1.3.7 Definition des beschriankten u-Operators

Das kleinste ¢ < y, fiir das g(x,i) = 0 ist, ist definiert durch (V wird oder
gelesen)

(i <y)(g(®,i) = 0) = pi(g(x,i) = 0Vi=y)
Der beschrénkte pu-Operator (ui < y) sucht also nach Nullstellen nur unter-
halb von y. Wenn die Suche bis dahin endlich und erfolglos war, wirft er als
Wert die Schranke y aus: (ui < y)(g(x,i) = 0) ist genau dann = y, wenn
g(x,1) > 0 ist fiir alle i < y. Insbesondere ist stets (ui < 0)(g(x,i) = 0) = 0.

1.3.8 Lemma

Beschrankte Summe, beschranktes Produkt und beschrankter p-Operator
sind primitiv-rekursive Operationen, d. h. ist
f@y) =32 gl i),

1<y

flx,y) ~ 1] g(=x,i) bzw.

1<y

(1) fl@,y) =~ (ui<y)(g9(z,i)=0).
so ist f primitiv-rekursiv in g.

Beweis. In den beiden ersten Fallen ist

f(®,0) =0und f(z,y+1)~ f(z,y) +g(xzy) baw.
f(2,0) =1Tund f(z,y+1) =~ f(z,y) - 9(x,y),

und f(a,y) ist nur definiert, wenn g(z, z) fiir alle z < y definiert ist. Das ist
beim beschrénkten p-Operator nicht notwendig. f(x,y) ist auch dann defi-
niert, wenn fiir ein z <y pi(g(x,i) = 0) < z, aber g(x, z) nicht definiert
ist.

Wir definieren f primitiv-rekursiv in g durch
f(@,0) =0und f(z,y+ 1)~ f(z,y) + sg(g(z, f(z,y)))
und zeigen (1) durch Induktion nach y.
L. f(x,0) =0= (i <0)(g(x,i) =0).

2. Gelte (1) als Induktionsvoraussetzung. Wir unterscheiden drei Félle.

(

2.1 f(x,y) = z < y. Nach Induktionsvoraussetzung ist dann
z = pi(g(x,i) = 0) und daher g(x, z) = 0. Also ist
fle,y+1) =2+40=z2=(u <y+1)(g(x,i)=0)
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2.2 f(z,y) =y. Dann ist

y, falls g(z,y) =0

flx,y+1) ~y+sg(glx,y) = § y+1, falls g(x,y) >0
*, falls g(x,y) = *.

Weil nach Induktionsvoraussetzung g(x,i) > 0 fiir alle i < y ist,
gilt stets die Induktionsbehauptung

fle,y+1) ~ (ui <y+1)(g(x,i) =0)

2.3 f(x,y) = *. Dann ist nach Induktionsvoraussetzung auch die rech-
te Seite von (1) nicht definiert.

In jedem Fall folgt die Induktionsbehauptung.

Mit Induktion folgt (1). Damit ist das Lemma bewiesen.

Oft mochte man nicht nur Funktionen, sondern auch Préadikate betrachten
und Eigenschaften wie die (primitive) Rekursivitét von Funktionen auf Préa-
dikate iibertragen.

1.3.9 Definition

Gegeben sei ein n-stelliges zahlentheoretisches Pradikat P, also P C N". Die
totale Funktion xp mit

xp(x) =0« P(z), xp(z) =1 ~P(z)

heifit die charakteristische Funktion von P.

1.3.10 Definition

Ein Pradikat P heifit primitiv-rekursiv (in einer Menge M von Funktionen
und Prédikaten), wenn xp primitiv-rekursiv (in {f|f Funktion aus M} U
{x0|@ Prédikat aus M} ) ist.

1.3.11 Beispiele

6. Die Gleichheit = hat die charakteristische Funktion y— = sgo | —
| wegen

sg(lt—y))=0—z=y, sg(lt —y|) =1z #y.

Also ist = primitiv-rekursiv.
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7. Wegen sg(y—z) = 0 < x < y, ist auch die Kleiner-Relation < primitiv-
rekursiv. Ebenso sind <, >, > primitiv-rekursiv.

8. Wegen res(z,y+ 1) = 0 < y + 1|z (y + 1 teilt ) ist auch die Teil-
barkeitsrelation | primitiv-rekursiv. Hier stort, dass man res nur auf
Zahlen y +1 > 0 anwenden kann. Wie bezieht man den unwichtigen
Fall der Division durch 0 ein? Wir untersuchen dazu einfache logische
Zusammensetzungen von Pradikaten.

1.3.12 Lemma

Die Junktoren und die beschriankten Quantoren sind primitiv-rekursive Ope-
rationen, d. h. ist

Pa) - -Q) ( nicht Q(x)),
Plw) <« Q@ VER@) (Q@) oder R(),

Ple) < Q@)AR@E (Q) und R(),

Ple) — (Qz)— R(z)) (aus Q(z) folgt R(x),
P(x,y) < 3Ji<yQ(x,i) (fir eini<y:Q(x,i)), bzw.
P(x,y) < Vi< y@(a:,z) (fiir alle i <y : Q(x,1i)),

so ist P primitiv-rekursiv in ) (und R).

Beweis. Es ist

X-Q = 50°XQ;

XQVR = XQ " XR,

XQAR = maxro (XQ7 XR)7
XQ—R = (39°XxqQ) " Xr

und in den letzten beiden Fallen

xe(x,y) = Z1;[)<Q(.’13,’L’) bzw.
xe(z,y) = sg(Xxq(z,i)).

1<y

Schreibweise. Im folgenden steht 30 < yQ(z,i) oft fir 3 < y + 1Q(x,1),
ebenso Vi < yQ(x,1) fir Vi < y + 1Q(x, 7).

1.3.13 Lemma
Die Teilbarkeitsrelation | ist wegen

ly—Fi<yx-i=y
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primitiv-rekursiv.

Beweis. z|y ist definiert durch 3¢ z-7 = y. Daraus folgt stets 3i < y z-i =y,
auch fir y = 0. Auf Grund dieser Darstellung ist | primitiv-rekursiv wegen
Beispiel 6 in 1.3.11 und Lemma 1.3.12.

1.3.14 Definition

Eine natiirliche Zahl n heift Primzahl, Prim(z), wenn x > 1 ist und aus
ilz stets © = 1 oder i = x folgt. (Es gibt unendlich viele Primzahlen.) p;
bezeichne die i-te Primzahl: py = 2, und p;4; ist die kleinste Primzahl > p;.
Es sei (0); = 0 fiir alle 4. In der (eindeutigen) Primfaktorzerlegung von x > 0
bezeichne (x); den Exponenten der i-ten Primzahl. Wir nennen (x); die i-te
Komponente von z.

1.3.15 Lemma

Die Primzahleigenschaft Prim, die Primzahlfunktion p : ¢ — p; und die
Komponentenfunktion z,i — (x); sind primitiv-rekursiv.

Beweis. Prim(z) < x> 1 AVi < z(ilt — i = 1Vi= ). Also ist Prim
primitiv-rekursiv nach Lemma 1.3.12, und da >,= und | primitiv-rekursiv
sind.

Da nach Euklid p;41 < p;! + 1 ist, ist pg = 2 und
piv1 = (ux < pi! + 1)(p; < x A Prim(z)).

Mit !, suc, < und Prim ist nach Lemma 1.3.2, 1.3.8, 1.3.12 auch die durch
h(i,z) = (ux < 2l 4+1)(z < x A Prim(z))

definierte Funktion A primitiv-rekursiv. Also ist p = R2h : i — p; primitiv-
rekursiv. Schlieflich ist

(@)i = (ny < 2)(=pf|2),
so dass nach Lemma 1.3.8, 1.3.12, 1.3.13 auch diese Funktion primitiv-

rekursiv ist.

1.3.16 Bemerkungen

Fir alle z und 7 gilt:



x>0— ((z); >0 < pi|z),
i>r—(x);=0, 2>0— (2); <z,
x>0 3Inxe= (). (T)n-1)
(fiir n = 0 ist dies das einzige 0-Tupel () = 1).
Abkiirzung. Statt ((z);); schreibt man (z); ;.

BEiSpiEI. (512)0 = 9, (512)0’0 = O, (512)0’1 = 2, (512)0’170 = 1.

1.3.17 Definition der Tupel-Kodierung
Zu jedem n € N sei (..., )" die n-stellige Kodierfunktion
(s ooy ) X0y ey Tt > (TOy ey Tpm1) 1= prl
i<n

Héaufig lassen wir den oberen Index ™ fort, wenn klar ist, welche Stellenzahl
gemeint ist. Wir nennen < & > auch den Code von .

1.3.18 Satz iiber Kodierung und Dekodierung

Fiir jedes n € N ist (,...,)" eine primitiv-rekursive Injektion von N" in N
mit primitiv-rekursiven Inversen:

T = <.CL'(), ...,l‘n_1> - (.fL')Z = x;.

Beweis. Nach Lemma 1.3.8 und 1.3.15 ist
X0y ey Ty pr’
i<n
primitiv-rekursiv. Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung ist diese
Abbildung injektiv, und ihre Inversen sind fiir = 0, ..., n — 1 die Funktionen
x — (x); weil ((zg,...,ZTnt1))i = (prl) = x; ist. Und die sind nach

i<n
Lemma 1.3.15 und 1.3.2 primitiv-rekursiv.
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1.3.19 Lemma
Zu jeder n-stelligen partiellen Funktion f ist durch

(@) = f(@)o, s (2)n1)

eine 1-stellige partielle Funktion (f) primitiv-rekursiv in f definiert, fir die

f(®) = (f)({x))
ist, so dass auch f primitiv-rekursiv in (f) ist.

Beweis. Nach Lemma 1.3.15 ist (f) primitiv-rekursiv in f. Ferner ist nach
Satz 1.3.18 fiir & = xg, ..., Tp_1

f(@) = f({@)o, ., (®)n1) = (F)((x)).

Damit ist f auch primitiv-rekursiv in (f).

Modulo Primitiv-rekursivem kann man sich also auf 1-stellige Funktionen
beschranken.

1.3.20 Bemerkung

Fiir kein n ist (,...,)" bijektiv auf N, und es ist stets (x,0) = (x), so dass
die Vereinigung verschiedenstelliger (, ..., ) nicht mehr injektiv ist. Beides 1483t
sich leicht beheben. Z. B. ist die Funktion 7 : N? — N mit

1
my) =5 - (@+y) @+y+l)+a
eine primitiv-rekursive Bijektion von N? auf N mit primitiv-rekursiven In-
versen, wie man sich selbst iiberlegt. Diese Funktion 7 liegt offenbar dem 2.
Cantorschen Diagonalverfahren, dem Beweis der Abzéahlbarkeit von N x N,

zu Grunde.

Andererseits ist die Vereinigung aller (,...,)" “beinahe” injektiv, ndmlich auf
der Menge aller Tupel, deren letztes Glied nicht 0 ist. Dieses letzte Glied # 0
bestimmt die (relevante) Lange eines Tupels & und auch seines Codes (x):

1.3.21 Definition

Die Lange [h(z) einer Zahl x sei das kleinste n € N, fiir das = im Bild
von (..., )™ liegt, also Code eines n-Tupels ist. Gibt es kein solches n, so sei
lh(z) = 0. x heifit Sequenzzahl, Seq(z), wenn = Code eines [h(z)-Tupels
aus lauter positiven Zahlen ist.
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1.3.22 Lemma

Die Funktion /A und das Pradikat Seq sind primitiv-rekursiv wegen
Ih(z) = (i < z)Vj < z((z); >0 — j < i) und

Seq(z) < x> 0AVi < lh(x)(z); >0

Beweis. Jedes x > 0 hat eine Primfaktorzerlegung und ist deshalb Code eines
Tupels, und zwar eines [h(z)-Tupels. Dann ist fiir alle 2 (auch fir z = 0)

Ih(z) = pun(Vi((z); >0 — i <n))

Da fiir ¢ > z ohnehin (z); = 0 ist, kann man hierin den Quantor Vi ersetzen
durch den beschrinkten Quantor (Vi < x). Nach Lemma 1.3.12 und 1.3.15
gibt es also eine primitiv-rekursive Funktion g mit

g(x,1) =0 < (Vj <z)((x); >0 —j <)
= Vji((z); >0— 7 <1i).

Es ist stets g(z, ) = 0, da selbstverstéandlich (V5 < z)(... — j < x) gilt, so
dass

th(x) = pi(g(w,i) = 0) = (i < x)(g(z,7) = 0)
die behauptete primitiv-rekursive Darstellung von (h ist. Die Behauptung
iiber Seq ist klar.

Zur spateren Verwendung fithren wir folgende mit den Kodierfunktionen
(,...,) zusammenhéngende Funktionen ein.

1.3.23 Definition

99T (z,y) bezeichne den grofiten gemeinsamen Teiler von = und y. Die be-
dingte Division : ist dann definiert durch

r:0= =z
xiy= x:99T(x,y) firy > 0.

Die Ersetzung der i-ten Komponente von x durch z ist definiert durch

0(z/i) = 0 und
z(z2/i) = ((2)o, - 2y ooy (T)in(@)—1) fiir & > 0.

Die Verkettungsfunktion x ist definiert durch
Oxy=2x+0=0und
Tr*xy = <<ZIZ’)0, [ERS) (x)lh(a:)—la <y>07 tey (y)lh(y)—1> fir T,y > 0.
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1.3.24 Bemerkung

Die Tupel-Kodierung verbindet die Arithmetik der positiven natiirlichen
Zahlen mit einer Arithmetik der Tupel. Grundlegend sind die Regeln (fiir
x,y > 0):

Vi (z-y); = ()i + (y); und

rly <= Vi(x)i < (y)i,

woraus man schlief3t auf

Vi (99T (z,y))i = min((x)s, (v)i)

und weiter auf

yle=Vi(r:y)i = (x)i — ()i = (2); = ()i

Bei der bedingten Division z : y wird fiir y > 0 die Zahl x nur durch die Teiler
von y dividiert, durch die x teilbar ist. Der zusétzliche (dritte) Punkt {iber :
bei : entspricht dem zusatzlichen Punkt tiber — bei —. Man hat allgemein:

Vi (x:y)i = (2)i = (y)s

Kodieren z und y Zahlentupel  und y, ist also x = (&) und y = (y), so
erhalt man bei naheliegender Festsetzung der verwendeten Operationen auf
Tupeln:

r-y=(x+y)

aly <= <y

997 (2, y) = (min(z, y))

viy=(x-=y)

und falls [h(x) die Lénge von @ ist,

rxy=(T,Y)

1.3.25 Lemma

Die bedingte Division :, die Ersetzung (/) und die Verkettung * sind primitiv-
rekursiv wegen

T Yy = <(l‘)0 = (y)O, ceey (x>ac - (y>90>
_ H p(@)i*(y)i fir © > O,

(2

1<lh(z)
2(2/i) = (¢ip™)-p; und
rxy = z- ][] pglzz;)ﬁ fir y > 0.
i<lh(y)
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Beweis. Die Behauptung tiber : folgt aus der eindeutigen Primfaktorzerle-
gung und =z ~ y = x — min(z,y). Wegen

" =0, ..., (x)i, ..., 0)
ist daher
2™ = (@), ... 0, ..., (7))
woraus die zweite Behauptung folgt. Schliellich ist fiir x,y > 0

v ] )pﬁi%;m =2 (0,0, (W)os .., ()y)

i<lh(y

= ((z)o, -, (x>lh(a:)—17 W)oy - ) <y>lh(y)—1>‘

Nach Lemma 1.3.8 und 1.3.15 sind damit die betrachteten Funktionen
primitiv-rekursiv.

Zum Schluf3 dieses Paragraphen betrachten wir Verallgemeinerungen des
Schemas (PR) der primitiven Rekursion, die ebenfalls durch die Kodierfunk-
tionen (, ..., ) nahegelegt werden.

1.3.26 Lemma
Die simultane Rekursion ist eine primitiv-rekursive Operation, d. h. ist fiir
1<n

fi(zx,0) gi(x) und

fz(w7y+1) hi(w7y7f0(w7y>7“'7fn—1(w7y>>7

so sind alle f; primitiv-rekursiv in {go, ho, ..., gn—1, hn—1}, falls alle g; und alle
h; dieselbe Definitionsmenge haben.

~
~

Beweis. Es sei
g(x) =~ (go(x), ..., gn—1(x)) und

h(x,y,z) ~ (ho(x,y, (2)0; -y (2)n-1); - hn—1(2, Y, (2)05 -, (2)n-1))-
Fir f = Rgh gilt dann f;(x,y) ~ (f(x,y));. Daraus folgt die Behauptung.

1.3.27 Definition
Zu jedem (n + 1)-stelligen f heift f mit

f(a:,y) = <f(w70>7f(w7 1)? "'7f(w7y - 1>>

der Wertverlauf von f.
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1.3.28 Lemma

Der Wertverlauf von f ist primitiv-rekursiv in f.

Denn es ist

flx,y) ~ 1 p/®
1<y

und das ist nach 1.3.8 und 1.3.15 primitiv-rekursiv in f.

1.3.29 Satz iiber Wertverlaufsrekursion

Die Wertverlaufsrekursion ist eine primitiv-rekursive Operation, d. h. ist

flx,y) =Wz y, f(z,y)),

so ist f primitiv-rekursiv in A.

Beweis. Es ist
f(=,0) =1 und )
fle,y+1) =~ f(z,y) .pl;(way,f(w,y)).

Also ist f primitiv-rekursiv in h, und es ist

flx,y) = (Flz,y+1))y,
q. e. d.

Géngige Operationen auf Funktionen sind hiernach sehr oft primitiv-rekursiv.
Aber mit einfachsten Mitteln kann man auch totale, inhaltlich berechenbare
Funktionen angeben, die nicht primitiv-rekursiv sind.

1.3.30 Definition
Die (Ackermann-)Pétersche Funktion f ist definiert durch

f(0,9) =y+1
flz+1,0) = f(x,1)
flea+Ly+1) = f(z, flz+1,y)).

Satz (ohne Beweis). Die Pétersche Funktion ist nicht primitiv-rekursiv. Viel-
mehr gibt es zu jeder n-stelligen primitiv-rekursiven Funktion g eine Zahl x,
so dass stets

g(x1, . xn) < flo,x1 + ...+ xy).
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Jeder "Zweig” der Péterschen Funktion, d. h. jede Funktion f, : y — f(x,y)
ist offenbar primitiv-rekursiv; obwohl f durch ein der primitiven Rekursion
dhnliches Schema definiert ist, steigt f (in beiden Argumenten) nach dem
Satz zu stark, um noch primitiv-rekursiv zu sein. Es gibt also im inhaltlichen
Sinne berechenbare Funktionen, die nicht primitiv-rekursiv sind. Wir werden
im néchsten Kapitel Aufzédhlungsverfahren kennenlernen, die diese Tatsache

fast

unmittelbar, ohne lingere Uberlegung, einsichtig machen.

1.3.31 Aufgaben

—_

. Zeigen Sie: Das Minimum min, gegeben durch
min(z,y) =z, fallsx <y, min(z,y) =y sonst

ist primitiv-rekursiv.
Beweisen Sie die Behauptung von Beispiel 5 aus 1.3.4
Zeigen Sie: Ist

flx) ~gi(x), fallski(x)=0

f(x) ~gi(x), fallsk;j(x)>0 firj<iundk;(x)=0>G<r)

f(x) ~g-(x), fallskj(x)>0 firj=0,..,r—1,
so ist f primitiv-rekursiv in {g1, ..., gr, k1, ..., kr—1}.
Beweisen Sie die Behauptungen aus 1.3.16
Zeigen Sie, dass die Funktion 7 aus 1.3.20 eine primitiv-rekursive Bi-
jektion von N x N auf N ist mit primitiv-rekursiven Inversen m; und
o, gegeben durch

mi(m(z,y)) = & und 7w (z,y)) = y.

Zeigen Sie fur z,y > 0 :

r-y= <(:L‘)0 + <y>07 ey (x)mcw(m,y) + <y>m<w(a:,y)> und

ggT(l‘, y) = (mm((:c)o, (y)0>7 ) mm((:c)m, <y>m>>
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Kapitel 2

Elementare Rekursionstheorie

2.1 Arithmetisierung und Kleene’s Normal-
form-Theorem

In 1.2 haben wir eine partielle Funktion f als partiell berechenbar defi-
niert, wenn es eine Registermaschine gibt, die f berechnet. Anschlieflend ha-
ben wir zahlreiche Funktionen als (partiell) berechenbar nachgewiesen. Der
Begriff diente also in erster Linie zur Demonstration der Leistungsfahigkeit
und Reichhaltigkeit des Konzepts der Registermaschinen. In diesem Kapitel
sind wir umgekehrt daran interessiert, Grenzen der Leistungsfahigkeit der
Registermaschinen und damit Grenzen des Berechenbarkeitsbegriffs aufzu-
zeigen. Dazu benutzen wir die Definition aus 1.2, um festzustellen, welche
Forderung an die Registermaschine M gestellt wird, damit M eine partielle
Funktion berechnet:

Eine Registermaschine M berechnet eine n-stellige partielle
Funktion genau dann, wenn jede (also insbesondere die kiirzeste)
M-Rechnung mit einer Eingabe 0x0, die endet, ein Ergebnis 3,20
hat.

Wegen der Determiniertheit von M ist dieses y; eindeutig bestimmt. Die
durch M berechnete n-stellige partielle Funktion f hat dann die Definitions-
menge

dom f = {x|M, angesetzt auf 0x0, hat ein Ergebnis },
und es ist fiir alle & € dom f

(1) f(x) = das yi, fiir das M : 020 = 320 gilt .
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Wir verdeutlichen den mathematischen Kern dieses Sachverhalts, indem wir
zunachst ein inhaltliches T-Pradikat 7,, definieren:

T.(M,x,R) : <= M ist eine Registermaschine und
R ist eine abgeschlossene M-Rechnung
mit der Eingabe 0x0

Ferner definieren wir fiir solche Rechnungen R die inhaltliche Auswertungs-
funktion & durch

U(R) := der Inhalt des 1. Registers in der letzten
Konfiguration von R.

Wenn nun die Registermaschine M die n-stellige partielle Funktion f berech-
net, konnen wir aus (1) folgern:

(2) f(x) ~ U(das kiirzeste R mit 7,,(M, x, R))

Eine Registermaschine M ist eine endliche Folge von Instruktionen, und
eine M-Rechnung ist eine endliche Folge von M-Konfigurationen. M-
Instruktionen und M-Konfigurationen sind ihrerseits endliche Folgen von
Grundzeichen. Diese Grundzeichen sind aufler den natiirlichen Zahlen nur
noch die Zeichen + und —. Wenn wir auch + und — "unverwechselbar” durch
natiirliche Zahlen bezeichnen, dann konnen wir nach Satz 1.3.18 auch end-
liche Folgen von Grundzeichen und dann auch endliche Folgen von solchen
endlichen Folgen durch natiirliche Zahlen kodieren oder arithmetisieren und
die Folgenglieder wieder aus einem solchen Code ablesen.

Das ist leicht moglich. Denn + und — treten nur in der 3. Spalte (des Pro-
gramms) von M auf, wo sonst nur Instruktionsnummern 0, ..., s (s = Anzahl
der Instruktionen von M) auftreten. Zahlen > s kénnen wir in diesen Posi-
tionen also als Codes fiir + und — verwenden. Dementsprechend setzen wir:

2.1.1 Definition

der Arithmetisierung ' ' fiir Registermaschinen M der Linge s:

mi=n firne N
+li=s54+1
=542 und weiter

;(jzaiazzlal)—l = <],’l, rg,l>
(],-’B) = <j,.’B>
"M = <r[07’.._’ r8_11> fir M = ([07---713—1) und
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'R' = ({(jo, zo), ..., U1, ®7)) fiir M-Rechnungen R = ((jo,xo), ..., (jr, TT))

Die Codes '"M' und 'R' nennt man auch die Gédel-Nummern von M bzw.
R.

Diese Codes sehen (als Rechenausdriicke) also aus wie die urspriinglichen
Objekte, nur dass

i. die runden Klammern durch spitze ersetzt sind und

ii. + durch s+ 1, — durch s + 2 ersetzt ist (fiir s = (h(e) ).

2.1.2 Lemma

1. Ist e Godel-Nummer einer Registermaschine M, so kann man M aus e
eindeutig rekonstruieren.

2. Ist y Godel-Nummer einer M-Rechnung R, so kann man R aus y ein-
deutig rekonstruieren.

Beweis.

1. Da fiir Instruktionen I; stets 'I;' > 0 ist, ist [h(e) = s die Lange (Anzahl
der Instruktionen) von M, und (e); ist nach 1.3.18 fiir j < s der Code
(j,i,'b', 1) der Instruktion I; von M. Je nachdem 'b' = s+ 1,5+ 2 bzw.
< s ist, ist I; die Addier-, Subtrahier- bzw. Test-Instruktion (j,4,b,1).

2. folgt direkt aus 1.3.18. Aber nur wenn M, zumindest die Lange s von
M bekannt ist, ist aus y zu entnehmen, ob R eine abgeschlossene M-
Rechnung ist, ndmlich genau im Fall ()()-1,0 = .

Schreibweise. Wegen dieser engen Entsprechung schreiben wir ofters e ist
'Registermaschine'” fir ” e ist Code (Godel-Nummer) einer Registerma-
schine” und 7y ist 'e — Rechnung'” fiir "y ist Code einer M-Rechnung mit
'M' = ¢”, etc. Unsere Begriffe iiber Registermaschinen und iiber Rechnungen
auf Registermaschinen werden durch die Arithmetisierung zu zahlentheore-
tischen Pradikaten. Insbesondere erhalten wir arithmetische Entsprechungen
T, und U zu den inhaltlichen T-Pradikaten 7, und der Auswertungsfunktion
U:
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2.1.3 Definition

Das Kleene’sche T-Pradikat ist (zu n € N) das (n + 2)-stellige arithme-
tische Pradikat 7,,, gegeben durch

To(e,x,y) <= 1y ist eine "abgeschlossene Rechnung ' auf einer
" Registermaschine ' e mit der Anfangskonfiguration (0, 0z0).

Ferner liefert die 1-stellige arithmetische Auswertungsfunktion U zu einer
'abgeschlossenen e-Rechnung' 3 den Inhalt des 1. Registers der letzten
" Konfiguration' von y.

Ist e eine ' Registermaschine ', die die partielle Funktion f berechnet, so ist
nach (2) und Lemma 2.1.2

(3) f(@) = Ulpy Tn(e,,y)).

Wir wollen zeigen, dass man das Pradikat 7}, und die Funktion U primitiv-
rekursiv definieren kann. Dann ist die beliebige n-stellige partielle Register-
berechenbare Funktion f durch (3) als spezielle p-partiell-rekursive Funktion
dargestellt. Das ist die Aussage von Kleene’s Normalform-Theorem.

Kleene’s Normalform-Theorem schlief3t die in Kapitel 1 gebliebene Liicke und
zeigt die Gleichwertigkeit der drei Begriffe

e f ist partiell berechenbar,
e f ist partiell normiert berechenbar,
e f ist u-partiell-rekursiv.

Es schliet damit die einleitenden Prazisierungen des intuitiven Berechenbar-
keitsbegriffs ab.

Da (3) offenbar fiir jedes e € N eine p-partiell-rekursive Funktion f definiert
- und nicht nur fiir die wenigen ' Registermaschinen ' e, die Funktionen be-
rechnen -, liefert Kleene’s Normalform-Theorem zusétzlich eine Aufzahlung
aller partiell berechenbaren Funktionen (mit Wiederholungen). Damit erhélt
man schlagartig einen besseren allgemeinen Uberblick iiber diese Klasse und
einen Zugang zur eigentlichen Rekursionstheorie.

Als Erstes arbeiten wir auf eine primitiv-rekursive Definition des T-Pradikats
und der Auswertungsfunktion U und damit auf einen Beweis des Normalform-
Theorems hin.
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2.1.4 Definition

x ist Instruktion' in e :

Instr(z,e): <= lh(zx) <4N1 < () A(x)y <lh(e)+2A (x); < Ih(e)

. r . . A
e ist * Registermaschine ' :

RM(e) : <= Vj < lh(e)(Instr((e);,e) A(e)jo=17) Ne> 0.

RM(e) heifit nach 1.3.18 also: e ist ein Tupel ((e)o,...,(€)s—1) von s =
[h(e) "Instruktionen ', wobei die j-te 'Instruktion' (e); ein Quadrupel
(7,4, 0", 1) mit ¢ > 1,0' < soder ' = s+ 1 (d. h. bist +) oder 'b' = s+ 2
(d. h.bist —), und I < s ist. e ist also der Code einer Registermaschine M:

2.1.5 Lemma

RM(e) <= e= "M fiir eine Registermaschine M
<= e ist 'Registermaschine

Das Pradikat RM, Godel-Nummer einer Register-Maschine zu sein, ist eben-
so wie das Pradikat Instr primitiv-rekursiv.
Der zweite Teil folgt aus den Lemmata 1.3.12, 15 und 22.

Damit ist der Begriff der Registermaschine arithmetisiert und als primitiv-
rekursiv erkannt. Wir wenden uns der Arithmetisierung der Begriffe "Rech-
nung’ und "Ergebnis” zu.

2.1.6 Definition
r ist 'e — Konfiguration ':
Konf(e,z) : <= (x)o <lh(e) Nz > 0.

Wenn e Goédelnummer einer Registermaschine M der Lénge [h(e) = s ist,
bedeutet Konf(e,x) daher x = (xo, ..., zx), wobei

1. xy < s, also xg eine (eventuell die Stop-) Instruktionsnummer von M
ist und

2. N > [h(z) = 1 eine mogliche Registerzahl von M ist. In den Registern
vom [h(x)-ten ab steht die Zahl 0.

Nach den Ergebnissen von 1.3 gilt also:
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2.1.7 Lemma

Das Préadikat Konf ist primitiv-rekursiv. Ist e Godel-Nummer einer Regi-
stermaschine M, so ist Konf(e,x) gleichwertig damit, dass = = (j, ) fir
eine M-Konfiguration (j, ) ist.

Fir RM(e) und j = (x)o < lh(e) ist nach Lemma 2.1.5 (e); = (j,,b,1)
der Code von I; = j i b [. Die Instruktion I;, die auf die e-Konfiguration
2 'anzuwenden' ist, ist daher aus e und x primitiv-rekursiv ablesbar. Damit
kénnen wir auch die e-Folgekonfiguration von x primitiv-rekursiv ausrechnen.
Wir verwenden dazu die Funktionen aus Definition 1.3.23.

2.1.8 Definition

der e-Folgekonfiguration von z, F K (e, x)
Essei s =lh(e) , j=(x)ound (e); = (2,1,b,1, z).

FK(e,x) =0, falls —Konf(e,xz)V ~RM(e);
=z, falls Konf(e,x) NRM(e)Nj > s.

In den iibrigen Fallen sei stets Konf(e,x) A RM(e) A j < s.
Dann ist (e€); = (j,i,b,1), also 2 = j und z = 0.

FK(e,z) = xz(b/0), falls b < s A p;z,
= z(1/0), falls b < s A |,
=z(1/0) - p;, fallsb=s+1,
=x(1/0) i p;, fallsb>s+2.

2.1.9 Lemma

Die Funktion F' K ist primitiv-rekursiv. Ist e Gédel-Nummer der Registerma-
schine M und ist x = (j, x) eine e-Konfiguration, so ist F' K (e, z) = (j', &)

derart, dass (j’, ') die M-Folgekonfiguration von (j, ) ist. Insbesondere gilt
RM(e) N Konf(e,x) — Konf(e, FK (e, x)).

Beweis. F'K ist nach den Lemmata 1.3.6, 12, 13, 15, 25 und 2.1.5
und 7 primitiv-rekursiv. Gelte RM(e) und Konf(e,z). Dann ist x =
(J,x1,...,zn) mit j = (x)o < lh(e), und N ist Registerzahl der Register-
maschine M, deren Goédel-Nummer e ist.

Wir schreiben wieder s := lh(e). Ist j = s, so ist (j, ) M-Endkonfiguration,
die ihre eigene M-Folgekonfiguration ist, und tatsichlich ist dann F K (e, z) =
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x.

Ist j < sund b = (e)j2 < s, so ist I; eine Testinstruktion, die & unver-
dndert 148t und die b bzw. [ aufruft, je nachdem fir i = (e);1 (v); =
x; > 0oder = 0 ist. Die M-Folgeinstruktion ist dann (b, x) bzw. (I, x),
und tatséchlich ist FK(e,z) = (b,x) bzw. = (l,x), je nachdem (z); >
0, d. h. p;|x, oder (x); =0, d. h. —p;|z, gilt.

Ist j < sund b = (e);2 > s, so ist [; fir b = s + 1 eine Addier- und fiir
b = s + 2 eine Subtrahier-Instruktion. Dann ist die M-Folgeinstruktion
(L) = (l,...,z; + 1,...)bzw. = (I,...,x; = 1,...), und tatséchlich ist
FK(e,z) =

(I,x) - p; bzw. = (I, x) : p;, also in beiden Féllen = (I, ') (vgl. Def. 1.3.23).

Mit Lemma 1.1.3 folgt die Behauptung.

Fiir e = "M entstehen 'e — Rechnungen' offenbar durch iterierte Anwendung
von FK(e,.) auf eine 'Anfangskonfiguration'. Uns interessieren spezielle e-
Rechnungen: Die Eingabe ist ein vorgegebenes n-Tupel x auf den Registern
2 bis n + 1, erganzt um Nullen in den Registern 1 und n + 2 bis N, und
die Rechnung hat ein Ergebnis. Eine e-Rechnung y mit diesen Eigenschaften
(beziiglich des gegebenen x) erfiillt Kleene’s T-Pradikat:

2.1.10 Lemma

Das Kleene’sche T-Pradikat 1at sich wie folgt charakterisieren:

Ta(e,x,y) < RM(e) Aly)o=(0,0,z) A (Vi <lh(y) = 1)(y)i1 = FK(e, (y):)
AY)iny)=1,0 = Lh(e)

Ferner kann man die Auswertungsfunktion U allgemein definieren durch

U(y) = (¥)in(g)=1.1-

Das Kleene’sche T-Préadikat und die Auswertungsfunktion sind demnach
primitiv-rekursiv.

Beweis. T, (e, z,y) besagt: e ist Registermaschine', also RM (e), und y ist
‘e-Rechnung’ ((y)o, ..., (¥)7) (T = lh(y) = 1) zur Eingabe (0, ), d. h. (y)o =
'(0,0,2)' = (0,0, ) und fiir alle s < T ist (y);11 'e-Folgekonfiguration' von
(y)i, also (y)i+1 = FK (e, (y):), und die Rechnung endet, d. h. (y)ro = lh(e).

Bei solchen 'e-Rechnungen' y steht U(y) im 1. Register der letzten
‘e-Konfiguration' (y)r, also U(y) = (y)r1, und das ist allgemein eine
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primitiv-rekursive Festlegung von U.

Nach 1.3.12, 15, 18, 22 und 2.1.5 und 9 sind 7}, und U wegen dieser Charak-
terisierungen primitiv-rekursiv. Damit ist das Lemma bewiesen.

2.1.11 Kleene’s Normalform-Theorem

Es gibt eine 1-stellige primitiv-rekursive Funktion U und zu jedem n € N
ein (n + 2)-stelliges primitiv-rekursives Pradikat 7),, so dass es zu jeder n-
stelligen partiell berechenbaren Funktion f eine natiirliche Zahl e (ndmlich
die Gédel-Nummer der f berechnenden Registermaschine) gibt, so dass gilt:

(3) f(x) =~ U(pyT,(e, z,y))

Der Beweis ist durch die obige Konstruktion bereits im wesentlichen gefiihrt.
Sei e eine Registermaschine', die f berechnet. Dann erfiillt f wegen (3) die
angegebene partielle Gleichung, und nach 2.1.10 sind 7, und U primitiv-
rekursiv.

Dieser Satz ist unser bisher wichtigstes Ergebnis. Er erfordert keinen beson-
ders schwierigen Beweis, dagegen aber die wesentliche neue Idee der Arith-
metisierung, die von Godel 1931 stammt. Im Rest des Kapitels werden wir
uns weitgehend mit den Konsequenzen dieses Satzes beschaftigen.

2.1.12 Definition

Die e-te n-stellige p-partiell-rekursive Funktion {e}" ist gegeben durch

{e}"(x) ~ U(uyTu(e, @, y))

mit den primitiv-rekursiven 7T;, und U aus 2.1.10. Die Zahl e € N heif}t
Godel-Nummer oder Index der Funktion {e}".

Jede Funktion, die einen Index hat, ist p-partiell-rekursiv, weil 7;, und U
primitiv-rekursiv sind. Umgekehrt kann man Kleene’s Normalform-Theorem
auch so formulieren:

Jede partiell berechenbare Funktion hat einen Index

Wir ziehen einige Konsequenzen aus dem Normalform-Theorem.
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2.1.13 Aquivalenz der Berechenbarkeitsbegriffe
Folgende Eigenschaften partieller Funktionen f sind dquivalent:
1. f ist partiell berechenbar;

2. f ist partiell normiert berechenbar;

®

f ist p-partiell-rekursiv;

=~

. es gibt e € N, so dass f durch (3) definiert ist.

Beweis. Da T;, und U prim-rek und damit p-rekursiv sind, folgt 3. aus 4.
Nach Satz 1.2.19 folgt 2. aus 3., und nach Satz 1.1.14 folgt 1. aus 2. Der we-
sentliche Schritt, dass 4. aus 1. folgt, ist gerade die Aussage des Normalform-
Theorems 2.1.11.

Die verschiedenen, jetzt als dquivalent erkannten Berechenbarkeitsbegriffe
brauchen wir hiernach nicht mehr zu unterscheiden.

2.1.14 Definition

Eine partielle Funktion f heifit partiell-rekursiv, wenn f partiell (normiert)
berechenbar bzw. u-partiell-rekursiv ist. Ist eine solche Funktion f total, so
heifit f rekursiv.

2.1.15 Aufzahlungstheorem fiir partiell-rekursive
Funktionen.

Zu jedem n € N gibt es eine (n + 1)-stellige partiell-rekursive Funktion g,
so dass eine n-stellige partielle Funktion f genau dann partiell-rekursiv ist,
wenn fiir ein e € N gilt

f(x) ~ g(e, ).
Beweis. Dies ist eine etwas pauschalere, weniger prazise Fassung des
Normalform-Theorems. Man definiert explizit

gle,z) ~ U(uyTu(e,x,y)).

g ist dann partiell-rekursiv. Dann ist jedes f mit f(x) ~ g(e,x) (fir ein
e) auch partiell-rekursiv, etwa wegen 4. = 3. in 2.1.13; umgekehrt ist jedes
partiell-rekursive f nach dem Normalform-Theorem so darstellbar.

Dieses Korollar zeigt, dass es eine "universelle” partiell-rekursive Funktion ¢
gibt, die alle n-stelligen partiell-rekursiven Funktionen "aufzahlt”.
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2.1.16 Korollar

Jede p-rekursive Funktion besitzt eine Definition (einen Aufbau), in der der
u-Operator nur einmal im Normalfall angewandt wird.

Denn gilt (3) und ist f total, so gibt es zu jedem x ein y mit T, (e, x,y).
Also wird hier der p-Operator auf die charakteristische Funktion xr. von
T.(e,.,.), definiert durch

. 0 <— Tn(e,w,y)
XT,e(w7y> T { 1 <— ﬁTn(e,.’B,y)

im Normalfall angewandt.

Bemerkung zur "Stabilitdat” des Normalform-Theorems. Als Funktionen be-
rechnende Registermaschinen haben wir nur solche Registermaschinen ange-
sehen, die bei einer Eingabe 020, wenn iiberhaupt, ein Ergebnis ;20 liefern.
Das war fiir den Beweis von Satz 1.2.19 zweckmaéfig, aber es ist fiir das
Normalform-Theorem 2.1.11 nicht notig. Wir konnten ebenso gut jede Regi-
stermaschine als Funktionen-berechnend ansehen, und im Fall 020 = y, 2 die
Zahl y; als Wert an der Stelle  ansehen.In dieser allgemeineren, einfacheren
Form haben wir auch das T-Préadikat in 2.1.3 definiert: Der Unterschied ist
fiir das Normalform-Theorem offenbar belanglos. - Das Normalform-Theorem
lat sich im Prinzip genau wie hier auch fiir jeden einigermaflen ahnlich fest-
gelegten Berechenbarkeitsbegriff beweisen.

2.2 Rekursive und rekursiv aufzahlbare Pra-
dikate

Dem intuitiven Berechenbarkeitsbegriff fiir Funktionen entspricht der intui-
tive Entscheidbarkeitsbegriff fiir Pradikate. Ein zahlentheoretisches Pradikat
P C N™ist im intuitiven Sinne entscheidbar, wenn es einen Algorithmus gibt,
der von jedem n-Tupel x entscheidet, ob P auf x zutrifft oder nicht. Davon
zu unterscheiden ist der intuitive Begriff der Aufzahlbarkeit. Ein Pradikat P
ist im intuitiven Sinne aufzahlbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der mit
der Zeit alle n-Tupel @ produziert oder aufzahlt, auf die P zutrifft. Wenn wir
die Church’sche These zugrunde legen, konnen wir diese inhaltlichen Begriffe
mathematisch wie folgt préazisieren:
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2.2.1 Definition

Ein Pradikat P heifit rekursiv (kurz: rek) oder entscheidbar, wenn seine
charakteristische Funktion xp rekursiv ist. P heifit rekursiv aufzahlbar
(kurz: r.a.), wenn {x|P(x)} die Definitionsmenge einer partiell-rekursiven
Funktion ist. (1-stellige Préadikate heiflen auch Mengen.)

Wir konnen P nicht als r.a. definieren, wenn xp partiell-rekursiv ist, weil
charakteristische Funktionen hier als total definiert sind (vgl. Def. 1.3.9). Es
gilt aber:

2.2.2 Lemma

P ist genau dann rekursiv aufzéahlbar, wenn
1) Pl®) < f(®)=0
fiir eine partiell-rekursive Funktion f gilt.
Beweis.
a) Ist P =dom f, soist P =dom(0- f), also P(x) <= 0- f(x) =0.

b) Ist f partiell-rekursiv, so auch g : @ — py(f(x) = 0) (wobei y nicht im
Tupel & vorkommt). Dann ist aber dom g die Nullstellenmenge von f.

Damit ist die Analogie optimal hergestellt:
1. P ist prim-rek <= es gibt ein prim-rek f mit (1);
2. P ist rekursiv <= es gibt ein rekursives f mit (1);

3. Pist r.a. <= es gibt ein partiell-rekursives f mit (1).

2.2.3 Korollar
Jedes rekursive Pradikat ist r.a.

Dass die Umkehrung hiervon nicht gilt, werden wir aus folgender anderen
Charakterisierung der r.a. Pradikate ableiten, die fiir Pradikate teilweise dem
entspricht, was im Aufzahlungstheorem 2.1.15 iiber partielle Funktionen aus-
gesagt ist.
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2.2.4 Aufzihlungs-Theorem von Kleene

Folgende Eigenschaften von n-stelligen Pradikaten P sind aquivalent:
1. P ist rekursiv-aufzahlbar;

2. P ist Projektion eines rekursiven Pradikates, d. h. es gibt ein (n + 1)-
stelliges rekursives Pradikat ) mit

(2)  Plx) < FyQ(z,y);

3. P ist Projektion eines primitiv-rekursiven Pradikates, d. h. es gibt ein
(n + 1)-stelliges primitiv-rekursives Pradikat ¢ mit (2);

4. es gibt eine Zahl e mit

(3) P(x) < FyT,(e,x,vy).

Beweis.
1. = 4. Es sei P =dom f, und e sei ein Index von f. Dann gilt (3).
4. = 3., da T,, prim-rek ist, und
3. = 2. sind Kklar.
2. = 1. Gilt 2., soist [ : @ — pyQ(x,y) partiell-rekursiv mit dom f = P.

Der wesentliche Schritt 1. <= 4. dieses Beweises benutzt also das Normal-
form-Theorem. Durch (3) werden alle n-stelligen r.a. Priadikate durch alle
e € N 7aufgezahlt”.

Wir verwenden diesen Satz zundchst zu einer Charakterisierung der rekursi-
ven Pradikate innerhalb der r.a. Pradikate.

2.2.5 Satz von Post

Ein Pradikat P ist genau dann rekursiv, wenn sowohl P als auch =P rekursiv
aufzahlbar sind.

Beweis.

a) Sei P rekursiv. Dann ist nach Lemma 1.3.12 =P prim-rek in P, also
rekursiv. Nach Korollar 2.2.3 sind dann P und —P r.a.
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b) Seien P und —P r.a. Nach Satz 2.2.4 gibt es rekursive ) und R mit (2)
und
-P(x) <= JyR(z,y).

Wegen P(x)V —P(x) gibt es zu jedem @ daher ein y mit

Qz,y) vV R(z,y),

und nach Lemma 1.3.12 ist das Pradikat @) V R wieder rekursiv. Also
konnen wir auf Q V R den pu-Operator im Normalfall anwenden, und
die Funktion

frm— py(Qx,y) vV Rz, y))
ist (total) rekursiv. Also gilt stets Q(x, f(x)) V R(x, f(x)), und da
Q(z, f(z)) = JyQ(z,y) = P(z) und
R(z, f(z)) = FyR(x,y) = ~P(z), folgt
P(x) <= Q(z, f(x)),
und deshalb ist P rekursiv nach Lemma 1.3.2.

Wihrend das Aufzahlungs-Theorem verschiedene Charakterisierungen der
r.a. Pradikate angibt, liefert der Satz von Post eine Charakterisierung der
rekursiven Prédikate mit Hilfe der r.a. Priadikate. Eine ebenso einfache (ndm-
lich vom Normalform-Theorem unabhéngige) wie grundsétzlich wichtige Be-
merkung ist nun, dass sich auch die partiell-rekursiven Funktionen durch
r.a. Pradikate charakterisieren lassen: Sie sind genau die Funktionen, deren
Graph r.a. ist.

2.2.6 Lemma

Eine Funktion f ist genau dann partiell-rekursiv, wenn ihr Graph, definiert
durch

(4)  Graph(f)(z,y) <= f(x) =y,
rekursiv aufzahlbar ist.

Beweis.

a) Ist Graph(f) r.a., so gibt es nach 2.2.4 ein rekursives Pradikat @ mit

Graph(f)(z,y) & 32Q(z,y, 2).
Zu jedem x gibt es hochstens ein y mit Graph(f)(x,y). Also ist

f(®) = (nzQ(=, (2)o, (2)1))o ,

und f ist partiell rekursiv.
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b) Ist f partiell rekursiv, so ist die Funktion g mit

g(z,y) = [f(z) -y

primitiv-rekursivin f und damit (nach Lemma 1.2.18) partiell-rekursiv.
Dann ist wegen (4)

Graph(f)(®,y) < g(x,y) = [f(®) —y| =0,

und Graph(f) ist nach Lemma 2.2.2 r.a.

Die Wahl der Bezeichnung "rekursiv aufzahlbar” weckt die Vorstellung, dass
einr.a. Pradikat P durch eine (partiell-)rekursive Funktion f aufgezahlt wird,
dass also P = I'm(f) ist. Um das zu zeigen, schicken wir folgendes Lemma
voraus:

2.2.7 Lemma
Ist @ r.a., so ist die durch (2) definierte Projektion P von ) ebenfalls r.a.

Beweis. o. E. sei ) nicht 0-stellig. Nach 2.2.4 gibt es ein rekursives R mit
Q(z,y) < FzR(xz,y,2).
Dann ist auch R(x, (y)o, (v)1) rekursiv, so dass wegen
P(®) < 3y3zR(z,y,2) < FyR(z, (), (y))

nach dem Aufzéahlungs-Theorem 2.2.4 auch P r.a. ist.

2.2.8 Satz

Folgende Eigenschaften von Mengen (1-stelligen Pradikaten) M sind dquiva-
lent:

1. M ist rekursiv aufzéhlbar;

2. M ist leer oder Bild einer primitiv-rekursiven Funktion, d. h. es gibt
ein primitiv-rekursives f mit

(5) M =Im(f):={y]Bxf(x) =y}
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3. M ist leer oder Bild einer rekursiven Funktion;
4. M ist Bild einer partiell-rekursiven Funktion.
Beweis.

1. = 2. Sei M r.a. und etwa a € M, also M # (). Nach Satz 2.2.4 gibt es
ein 2-stelliges prim-rek () mit

reM <= TJyQ(z,y).

Wir definieren eine einstellige Funktion f durch

f(z) = a, falls 2Q((2)o, (2)1), f(2) = (2)o, falls Q((2)o, (2)1).
Nach 1.3.6 ist f prim-rek in (), also prim-rek, und es ist

reIm(f) < xz=aVIzQ(z,(2)1) < € M.

2. = 3. und
3. = 4. sind klar. () ist Bild der leeren Funktion, die partiell-rekursiv ist.

4. = 1. Ist f partiell-rekursiv, so ist Graph(f) nach Lemma 2.2.6 r.a.
Dann ist auch

Im(f) = {y|3x Graph(f)(z,y)}

r.a. nach Lemma 2.2.7.
Damit ist der Satz bewiesen.

Damit haben wir einige Charakterisierungen der rekursiv aufzédhlbaren (und
der rekursiven) Préadikate kennengelernt. Wir zeigen jetzt, dass nicht alle r.a.
Pradikate rekursiv sind.

Wir kehren zum Aufzahlungs-Theorem 2.2.4 zuriick. Genau die r.a. Mengen
werden mit Hilfe des Pradikates T aufgezahlt. Folgende Bezeichnungen sind
iiblich:

2.2.9 Definition

Das T-Pradikat T bezeichnet man mit 7. Die e-te r.a. Menge bezeichnet
man mit W, also
x €W, < FyT'(e,x,y).
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Ferner sei

K = {z|x € W,}.
Bemerkung. W, ist per Definition der Definitionsbereich der e-ten 1-
stelligen partiell-rekursiven Funktion {e}'. Ferner ist

re K <— yT'(z,z,y),

so dass nach 2.2.4 K auch r.a. ist. Schon der Ausdruck x € W, in der Defi-
nition von K, in dem x sowohl als schlichte Zahl als auch als Gédel-Nummer
einer r.a. Menge auftritt, suggeriert aber, dass man auf K den klassischen
Cantorschen Diagonalschluss anwenden kann.

2.2.10 Satz

N — K ist nicht rekursiv aufzahlbar; K ist rekursiv aufzahlbar, aber nicht
rekursiv.

Beweis. Angenommen, N — K wire r.a. Dann gibe es nach dem
Aufzéhlungs-Theorem ein e, so dass N — K = W, also fiir alle x

2 gW, <= o2& K <= zc W,

ware. Das ergibt fiir x = e den Widerspruch e ¢ W, <— ec W, .

K selbst ist, wie oben bemerkt, r.a. K ist aber nicht rekursiv, weil sonst nach
Lemma 1.3.12 sein Komplement N — K rekursiv sein miifite.

Es gibt also "angebbare” r.a. Mengen, die nicht rekursiv sind, z. B. K. Wenn
man die Church’sche These zugrunde legt, bedeutet dies: Zwar gibt es einen
Algorithmus, der nach und nach jedes Element von K liefert oder aufzahlt,
es gibt aber keinen Algorithmus, der von einer vorgelegten Zahl entscheidet,
ob diese Zahl zu K gehort oder nicht. Falls z € K ist, wird x irgendwann
von dem aufzédhlenden Algorithmus als Element von K nachgewiesen; falls
x ¢ K ist, geschieht dies nie, aber zu keinem Zeitpunkt kann man sicher sein,
ob x nicht spater doch noch als Element von K aufgezahlt wird.

Nach Satz 2.2.5 kann keine r.a. Menge W, das Komplement von K ausschop-
fen. Wenn W, N K = () ist, gibt es also ein z, auBerhalb W, U K. In diesem
Fall gilt dies sogar fiir z. = e. Denn da nach Definition von K

ec K < ecW,

gilt, ist
ceW.UK «— ecW.NK.
Aus W.NK = () folgt also e € W,U K. Solche Mengen wie K heiflen kreativ.
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2.2.11 Definition

Eine r.a. Menge M heifit kreativ, wenn es eine rekursive Funktion f gibt, so
dass aus W, N M = () stets f(e) € W, U M folgt. f heifit dann produktive
Funktion von M.

Wir haben bewiesen:

2.2.12 Satz
K ist kreativ, mit der Identitit U] als produktiver Funktion.

Bemerkung. Kreative Mengen sind stets r.a. und nicht rekursiv. Insofern
ist Satz 2.2.12 eine Verscharfung von Satz 2.2.10.

Die Menge K ist ein sehr wichtiges Beispiel einer "krummen” Menge. Thre
Definition K = {z|3yT(x,z,y)} schliefit sich unmittelbar an die Definition
des T-Pradikats an, und Satz 2.2.10 ist im Grunde eine leichte Konsequenz
des Normalform-Theorems. Die Eigenschaften von K werden wir im nachsten
Kapitel noch ausnutzen. Hier wollen wir zeigen, dass K auch Definitionsmen-
ge einer partiell-rekursiven Funktion ist, die nicht Beschrankung einer total
rekursiven Funktion ist.

2.2.13 Satz
Die 1-stellige partiell-rekursive Funktion f mit
f(x) =~ U(uyT (v, 7,y))
1aB3t sich nicht zu einer total-rekursiven Funktion fortsetzen.

Beweis. Ist f* 1-stellig und rekursiv, dann ist auch suco f* rekursiv. Nach
dem Normalform-Theorem 2.1.11 gibt es dann eine Zahl e mit

(suco f)(z) = U(uyT (e, z,y))

fur alle z. Fir x = e ist dann

fr(e)+1=(suco fr)(e) = UluyT (e, e,y)) = f(e),
so dass e € dom f ist, und f* ist keine Fortsetzung von f.

Bemerkung. Man kann als f auch die Funktion mit
f@) > pyT(z, z,y)
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wéhlen. Ist dann e eine Godel-Nummer eines totalen f*, so ist

fr(e) =U(uyT (e,e,y)) = U(f(e)) < f(e),

und f* ist keine Fortsetzung von f. In beiden Fallen ist K = dom f. Wich-
tig ist die Voraussetzung, dass fT total ist; sonst kommt kein Widerspruch
zustande, weil dann nur die Gédel-Nummer von f* nicht zu dom f* gehort.

Mit demselben Diagonalschluss, aber ohne Normalform-Theorem und seine
Konsequenzen, zeigt man, dass sich die (total-)rekursiven Funktionen und
Pradikate nicht von einer rekursiven Funktion aufzéhlen lassen, im Gegen-
satz zur Lage bei den partiell-rekursiven Funktionen (vgl. 2.1.15) und den
r.a. Pradikaten (vgl. 2.2.4).

2.2.14 Lemma (Cantor)
Gilt fir alle x,y € N
6)  92(y) = g(z,y),

so ist die Funktion f :y — ¢(y,y) + 1 von allen Funktionen g, verschieden.

Da der Ubergang von ¢ zu diesem f eine primitiv-rekursive Operation ist,
folgt:

Korollar 1. Es gibt kein primitiv-rekursives g, so dass jede 1-stellige
primitiv-rekursive Funktion eine Funktion g, mit (6) ist.

Korollar 2. Es gibt kein rekursives g, so dass jede 1-stellige rekursive Funk-
tion eine Funktion g, mit (6) ist.

Diese an sich triviale Bemerkung, die auch mit der Rekursionstheorie nichts
zu tun hat, 1at sich wegen Satz 2.1.11 verscharfen zu:

2.2.15 Satz
Die Menge der Godel-Nummern rekursiver Funktionen

R = {e|{e}" ist total } = {e|VaTyT (e, z,y)}
ist nicht rekursiv aufzéhlbar.

Beweis. Angenommen, R wére r.a. Dann gébe es nach Satz 2.2.8 eine (pri-
mitiv-)rekursive Funktion f, deren Bild R wére. Fiir jedes z wire dann die
Funktion

{f()} 2 UlnyT(f(2),2,y))
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total rekursiv, also ware auch die partiell-rekursive Funktion

x> UpyT (f(v),2,y)) +1

total rekursiv, so dass die Godel-Nummer e dieser Funktion im Bild von f
lage, etwa e = f(2¢). Fiir alle z € N wire also

U(pyT (f(z),2,y)) + 1= U(uyT (f(20), 7, y))-

Fir x = 2 ergibt dies einen Widerspruch.

2.2.16 Aufgabe

Zeigen Sie: Die Menge der Godel-Nummern rekursiver Mengen
Rek = {e|W, ist rekursiv }

ist nicht r. a.

2.3  S-m-n- und Rekursions-Theorem und der
Satz von Rice

In 2.1 haben wir jeder Registermaschine M eine natiirliche Zahl, ihre Godel-
Nummer 'M', zugeordnet, und in 1.1 haben wir die Verkettung und die Itera-
tion von Registermaschinen untersucht. Wie wirkt sich z. B. die Verkettung
von zwei Registermaschinen auf ihre Godel-Nummer aus? Das ist eine er-
ste Frage zu einer “Arithmetik der Godel-Nummern”, die uns weiter in die
Rekursionstheorie hineinfiihrt.

2.3.1 Lemma

Es gibt eine primitiv-rekursive Funktion kett, die die Verkettung von Regi-
stermaschinen beschreibt: Sind M, M, zwei Registermaschinen, so ist

Mlng = kett(rj\/llj M;).

Beweis. Es sei 'M;' = ¢,'My' = dund MM, = e. Dann sind s =
lh(c) und ' = lh(d) die Langen von M; bzw. M,. Wir wollen zeigen, dass e
primitiv-rekursiv von ¢ und d abhangt, was nach der Definition der Verket-
tung in 1.1 auch ohne Beweis einleuchtet. Leider ist nicht e = ¢ d (vgl. Def.
1.3.23), weil M; M, nicht einfach die Instruktionenfolge

My

, sondern
+ My

My
Ms
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ist, wobei die Befehle + und — einheitlich durch s + s + 1 bzw. s + s’ + 2
widergegeben werden.

Wir untersuchen, in welcher Form die Godel-Nummer x einer Instruktion
I; = jiblaus M bzw. My in e = '"M;M,' eingeht. Ist I; aus M, so tritt
I; unveréndert in M; M, auf, aber die Godel-Nummer = = (j,4,b,[) bleibt
nur fiir b < s unverandert. Die Befehle + und — dagegen werden nicht mehr
durch b = (x)2 = s+ 1 bzw. = s + 2 wiedergegeben, sondern durch um s’
vergroflerte Zahlen, wie oben angegeben. Diese Verschiebung von x wird also
durch folgende primitiv-rekursive Funktion v ausgedriickt:

VS S)I= 0 2057, falls ()2 > s.

Ist I; aus My, so werden alle Instruktionsnummern (einschlieBlich der Num-
mern fiir die Befehle + und — ) um s erh6ht. = geht iiber in (j+s, ¢, b+s, [ +5),
also primitiv-rekursiv geméafl

zr—x-2°-5° -7 =x-70°

Die Verschiebung v ist auf alle (¢); mit j < s, die Verschiebung x — x - 70°
auf alle (d); mit j < s’ anzuwenden, und diese so "korrigierten” Folgen ¢ und
d sind dann mit der Verkettungsfunktion x aus Def. 1.3.23 zu verkntipfen.
Mit s = lh(c) und s’ = lh(d) ist also

e = kett(c,d) = (v((c)o, 8,8), ..., v((¢)s—1,8,8")) * ((d)o - 70%, ..., (d)s—1 - T0%)

v((c);,lh(c),lh(d)) (d);-70(€)
— H 3 J . H J )
j<lh(e) Y j<lh(dy et

Diese Funktion kett ist also primitiv rekursiv und erfiillt die Behauptung des
Lemmas. Die Darstellung von kett durch die mittlere Zeile sollte auch ebenso
verstandlich sein wie der Begriff der Verkettung von Registermaschinen in
Def. 1.1.6

Abkiirzung. Statt kett(c, d) schreiben wir cood.

2.3.2 Korollar

Sind ey, 9, e3 Godel-Nummern von Registermaschinen, so ist
(e100€9)00e3 = €100(eg00e3).

Dies folgt unmittelbar aus Lemma 2.3.1 und 1.1.7.
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2.3.3 Lemma

Es gibt eine primitiv-rekursive Funktion druck, so dass fir alle y
druck(y) = 'a¥'

die Godel-Nummer einer 1-Registermaschine ist, die ins leere 1. Register die
Zahl y druckt.

Beweis. Es ist ;" = ((0,1,2,1)) = 2°?°. Die durch

druck(0) = 0 =1
druck(y +1) = druck(y)ocoray

definierte Funktion druck ist nach Lemma 1.3.3 primitiv-rekursiv und erfillt
die Behauptung, wie man durch Induktion nach y sieht.

Diese einfachen Ergebnisse wenden wir nun auf partiell-rekursive Funktionen
an.

Wenn man eine (m + n)-stellige partiell-rekursive Funktion nur in Abhé&n-
gigkeit ihrer letzten n Argumente betrachtet und die ersten m Argumente
festlegt, erhélt man selbstverstiandlich stets wieder eine n-stellige partiell-
rekursive Funktion, die nach dem Normalform-Theorem auch wieder einen
Index hat: Zu jedem e und m-Tupel y gibt es einen Index €', so dass

{e}"(@) = {e}" " (y, ).

ist. Jedenfalls mit dem Auswahlaxiom folgt dann, dass es eine (m+1)-stellige
Funktion S gibt, die jedem e und y ein solches e’ zuordnet. Dann ist

{Sh'(e.y)} () ~ {e}™ " (y, ).

Die Arithmetik der Godel-Nummern der Registermaschinen liefert aber das
wesentlich scharfere Ergebnis, dass man eine solche Funktion S)' auch
primitiv-rekursiv angeben kann. Wir beweisen das zunéchst fir m = 1.

2.3.4 Lemma

Es gibt zu jedem n € N eine 2-stellige primitiv-rekursive Funktion S, die
fiir alle e und y die partielle Gleichung

{Sule.y)}"(x) = {e} "(y. @)

erfullt.

67



Beweis. Sei g die (n + 2)-stellige partielle Funktion mit

g(xz,y,e) ~ U(uzThsi (e y, 2, 2)) ~ {e}" ' (y, ).

g ist partiell rekursiv; es gibt also eine Registermaschine M, die g berechnet.
Dann gilt

K1 205K nis @ 02000 = 0xzyeld
v = {c}(y.a)oyed
LpioLyis : = {e}(y, z)x000

Die Registermaschine a¥ K7 120 K1 ny3M Lyy2 Ly 3 berechnet insgesamt zu
festem e und y die Funktion {S,(e,y)}" und hat die Gédel-Nummer

Sn(e,y) := druck(y)oo'K 19" codruck(e)oo 'Ky py3 M Ly o L3’

und das ist nach 2.3.1 und 2.3.3 eine primitiv-rekursive Definition von S,,.
Damit ist das Lemma bewiesen. Wir verallgemeinern dieses Ergebnis auf
Argumente-Tupel y.

2.3.5 S-m-n-Theorem

Zu jedem m und n gibt es eine (m + 1)-stellige primitiv-rekursive Funktion
S, die fiir alle e und m-Tupel y die partielle Gleichung

{Sy(e;y)}" (@) = {e}" " (y, x)
erfillt.

Beweis. Der Satz ergibt sich durch Iteration von Lemma 2.3.4. Wir induzie-
ren also nach m.

1. S? = U} ist primitiv-rekursiv.
2. S sei definiert durch

S;n-l—l(e’ Yy, Z) = Sn(SqT—f—l (67 y)> Z).

Dann ist mit S, auch SmHL primitiv-rekursiv, und fir alle e, y, 2 gilt nach
Lemma 2.3.4 und Induktionsvoraussetzung

{Sii ey, 2)}"(®) = {Su(Sha (e, y), 2)}" (x)
~ {Sy(e,y) (2, @)
~ {e}" M (y, 2, @).

Damit ist der Satz bewiesen. Er hat zahlreiche Anwendungen.
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2.3.6 Korollar

Ist f (m + n)-stellig partiell-rekursiv, so gibt es ein m-stelliges primitiv-
rekursives g, so dass fiir alle m-Tupel y gilt

fy, ) ~{g(y)}"(x).

Denn ist f = {e}™*", soist g(y) = ST (e, y).

2.3.7 Korollar
T in(e,y, @, 2) < 32T,(S) (e, y), , 2).

Denn fiir jedes y haben wegen des S-m-n-Theorems die Funktionen
{S"(e,y)} und = — {e}(y,x) denselben Definitionsbereich, und das ist die
Behauptung.

2.3.8 Korollar

Ist R (m + n)-stellig r.a., so gibt es ein m-stelliges primitiv-rekursives g, so
dass fiir alle y gilt
Ry, @) < 3z Tu(9(y), z, 2)

Denn nach dem Aufzahlungs-Theorem 2.2.4 gibt es ein e mit
R(y7 IB) « dz Tm+n(€7 Y, x, 2)7

woraus mit 2.3.7 die Behauptung folgt.

2.3.9 Korollar

Ist R 2-stellig r.a., so gibt es ein primitiv-rekursives g, so dass fiir alle y gilt
{z[R(y, )} = Wy()-
Dies ist der Spezialfall m = n =1 von 2.3.8.

Eine weniger unmittelbare Folgerung aus dem S-m-n-Theorem ist folgendes:

2.3.10 Korollar

Es gibt primitiv-rekursive Funktionen un und int, fir die stets gilt

WaUW, = Wun(d,e) und
WanWe = I/Vz‘nt(d,e)-
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Beweis. x € W, U W,

Yy T(d,x,y)V Iy T(e,z,y))

y(T(d,z,y) vV T(e,z,y))

R(d, e, z) fiir ein r.a. R nach Lemma 1.3.12, Satz 2.2.4

Jy T'(un(d,e),z,y) fir eine primitiv-rekursive Funktion un
nach Korollar 2.3.8 mit m = 2,n = 1. Ebenso ist
rzeWynW,

y T'(d,z,y) NIz T(e,x, 2)

y32(T(d, z,y) NT (e, x, 2))

R(d, e, z) fiir ein r.a. R nach Lemma 1.3.12, 2.2.7, Satz 2.2.4
Jy T'(int(d,e), x,y) fir eine primitiv-rekursive Funktion int
nach Korollar 2.3.8 mit m =2,n = 1.

rreey

reey

Wir kehren zu Korollar 2.3.6. zuriick. Im Fall m = 1 sagt es, dass es zu
jeder (n 4 1)-stelligen partiell-rekursiven Funktion f ein primitiv-rekursives
g gibt mit f(y,x) ~ {g(y)}(x). Wir wollen nun zeigen, dass diese Funktion g
einen Fixpunkt besitzt: Fiir eine passende Zahl e ist g(e) = e, also f(e,x) ~

{e}(@).
2.3.11 Rekursions-Theorem
Zu jeder (n + 1)-stelligen partiell-rekursiven Funktion f gibt es eine Zahl e,
so dass
fle, ) ~ {e}" ().
Beweis. Nach dem Normalform-Theorem 2.1.11 gibt es eine Zahl d mit
{d}(u, ) ~ f(Sn(u,u),x).
Man setzt e = S, (d, d) und rechnet aus
{e}(@) = {Su(d, ) }(z) = {d}""(d, )
nach dem S-m-n-Theorem bzw. Lemma 2.3.4

= f(Sn(d7 d)> iB) = f(e7 CC)
nach Wahl von d und e.

Man kann das Rekursions-Theorem so auffassen, dass man zu jeder partiell-
rekursiven Funktion f eine partiell-rekursive Funktion {e} definieren kann
unter Riickgriff auf f und eine Gédel-Nummer e von {e} selbst. Das impliziert
insbesondere, dass jede durch eine Gleichung syntaktisch definierte partielle
Funktion partiell-rekursiv ist.
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2.3.12 Korollar

F(f, ) sei ein Ausdruck (Term), in dem neben dem Funktionszeichen f und
den Variablen & beliebige partiell-rekursive Funktionen auftreten. Dann gibt
es ein partiell-rekursives f, das der Gleichung gentigt:

fl®) = F(f, ).

Beweis. Wir konnen ein partiell-rekursives g durch

gle;®) = F({e}, x)

explizit definieren, wenn ¢ in F' nicht auftritt. Dabei steht rechts {e}(t1, ..., t,)
jeweils fir U(uyTy(e, t1,...,tn,y)), was von der Zahl e abhingt und nicht
von einer Funktion als einem Objekt hoheren Typs. Nach dem Rekursions-
Theorem gibt es eine Zahl e mit

{e}(x) ~ gle, ) ~ F({e}, z).
Fiir f = {e} erhalten wir die Behauptung.

Beispiel. Die Péter’sche Funktion f ist rekursiv (vgl. Def. 1.3.30). Man
definiert eine Hilfsfunktion A durch Fallunterscheidung:

h(z,0) ~ f(x,1) und h(z,y+ 1) ~ f(z, f(z + 1,y)),

also h = R'f o (U},C})f o (U, f o (suco UE,U2)) prim-rek in f. Wie man
nachrechnet, sind dann die drei definierenden Gleichungen fiir f dquivalent
zu

f(z.y) = (R'suc ho (U3, UY))(y, z).

Nach dem Korollar zum Rekursions-Theorem besitzt diese Gleichung eine
partiell-rekursive Losung f. Durch Hauptinduktion nach 2 und Nebeninduk-
tion nach y sieht man, dass diese Losung total ist. Also ist f rekursiv.

Schon in 1.2 wurde klar, dass es unendlich viele Registermaschinen gibt, die
dieselbe partiell-rekursive Funktion berechnen. Kann man wenigstens ent-
scheiden, ob zwei Registermaschinen dieselbe Funktion berechnen, ob etwa
im 1-stelligen Fall fiir ihre Godel-Nummern e und d die Funktionen {e}! und
{d}' extensional gleich sind, ob also

(1) Vafe}(z) = {d} (x)

ist oder nicht? Wir kénnen diese Frage mit dem Begriff der extensionalen
Menge allgemeiner fassen und unter Riickgriff auf das Rekursions-Theorem
negativ beantworten.
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2.3.13 Definition

Eine Menge X C N ist extensional, wenn aus e € X und (1) stets d € X
folgt.

Beispiele fiir extensionale Mengen sind () und N (trivialerweise), aber auch
fiir jede Menge W von 1-stelligen partiell-rekursiven Funktionen der Menge

{e € N|{e}!' € U}.

Jede extensionale Menge 1af3t sich so darstellen.

2.3.14 Satz

A, B seien zwei extensionale, nicht leere Mengen. Dann gibt es keine rekursive
Menge C, die A enthalt und zu B disjunkt ist:

Ezxtensionale nicht-leere Mengen lassen sich nicht rekursiv trennen.

Beweis. Sei a € A und b € B. Angenommen, C sei eine rekursive Menge,
die A und B trennt, d. h. A C C' und BN C = (). Dann gibt es eine partiell-
rekursive Funktion f, gegeben durch

[ {a}(=), fallsy & C,
fly,z) = { {b}(x), falls y?,J eC.

Nach dem Rekursions-Theorem gibt es eine Zahl e, fiir die stets
fle,x) ~{e}(x)

ist. Ware nun e € C, so ware

{e}(@) = fle,2) = {b}(2), d. h. {e} = {b},
also e € B, weil B extensional ist, und BN C = () ergabe ¢ ¢ C.
Wire e ¢ C, so wire

{e}(z) = f(e,x) ~ {a}(z), d. h. {e}' = {a}’,
also e € A, weil A extensional ist, und A C C ergéibe e € C.

Danach ist weder e € C noch e ¢ C', und das kann nicht sein. Also war die
Annahme falsch, und es gibt kein rekursives C', das A und B trennt.

Als Korollar hiervon erhilt man:
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2.3.15 Satz von Rice

Extensionale Mengen, die weder leer noch = N sind, sind nicht rekursiv.

Beweis. Sei A extensional, nicht leer und # N. Dann ist auch N — A ex-
tensional und nicht leer. Nach Satz 2.3.14 lassen sich A und N — A nicht
rekursiv trennen. Offenbar ist aber A die einzige Menge, die A und N — A
trennt. Also ist A nicht rekursiv. Damit ist der Satz von Rice bewiesen.

Ist f irgendeine 1-stellige partiell-rekursive Funktion, so ist hiernach insbe-
sondere

{el{e}! = f} = {e|e ist Index von f}

nicht rekursiv. Ist ¥ eine Menge, die einige, aber nicht alle 1-stelligen partiell-
rekursiven Funktionen enthalt, so ist ebenso

{el{e}' € v}

nicht rekursiv.

2.3.16 Aufgaben

1. Man kann jede Registermaschine M so zu einer Registermaschine M’
erganzen, dafl

M 0:136 = y1w6
aquivalent zu
M’ 0200 = 1,200

ist und M’ sonst kein Ergebnis hat. M’ berechnet also eine Funktion,
deren Werte auch in Ergebnissen von M erscheinen. Die Einschrankung
auf Funktionen-berechnende Registermaschine ist daher nicht wesent-
lich.

2. Man zeige: Zu jeder (n+ 1)-stelligen rekursiven Funktion g gibt es eine
(n + 1)-stellige primitiv-rekursive Funktion f mit

NWa@wly < 2} = Wi,

3. Man zeige: Zu jeder (n + 1)-stelligen rekursiven Funktion g gibt es eine
n-stellige primitiv-rekursive Funktion f mit

UtWo@yly € N} = Wy,
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4. Die 3-stellige Ackermann-Funktion f geniigt den Gleichungen

f(0,z,y) = y+1
f(1,2,0) = x
£(2,,0) — 0
f(n,z,0) = 1firn>2
fln+lLzy+1) = f(nz, f(n+12y).
(a) Man zeige: Jede Funktion f, : z,y — f(n,z,y) ist primitiv-
rekursiv.
(b) Welche bekannten Funktionen werden durch fi, fa, f3, f1 bezeich-

net?

(c) f ist rekursiv.

5. Jeder primitiv-rekursiven Funktion f sei rekursiv nach dem Aufbau von
f ein PR-Index 'f' wie folgt zugeordnet:

suc = (0,1), UM = (1,n,4), 'CI = (2,n, k),
'ho(gr,..,g) = (3,n, 90, ..., g7, 'h) fiir n-stellige g;
"Rgh' = (4,n + 1, ¢, 'h') fiir n-stelliges h.

Wir definieren: PRInd(y) <= vy ist PR-Index einer prim-rek Funkti-
on.

(a) Zeigen Sie: Das Pradikat PRInd ist primitiv-rekursiv.

(b) Zeigen Sie: Aus PRInd(y) folgt: Es gibt genau eine primitiv-
rekursive Funktion f mit 'f' = y. Dieses f ist (y);-stellig.

Wir definieren eine Aufzahlungsfunktion a durch

= 0, falls =PRInd(y)
= f((x)o, ., (¥)n_1), falls 'f' =y, also n = (y);.

a(y,x
a(y,x

~— —

(c) Man zeige: Ist f prim-rek, so gilt stets
f(@) =a('f', ().

(d) Man zeige: Fiir jedes y € N ist a, : © — a(y, x) prim-rek.

(e) Man zeige: a selbst ist rekursiv, aber nicht primitiv-rekursiv.
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Kapitel 3

Einfache unlosbare Probleme

In diesem Kapitel wenden wir die Ergebnisse von 2.2 auf Registermaschinen
und andere kombinatorische Systeme wie Thué-Systeme und Halbgruppen,
aber auch auf die klassische Pradikatenlogik und mathematische Theorien an.
Wir zeigen, dass gewisse Entscheidungsprobleme unlosbar sind, die sich in
natiirlicher Weise im Zusammenhang mit diesen kombinatorischen Systemen
ergeben.

3.1 Halte-Probleme fir Registermaschinen

Kann man entscheiden, ob eine gegebene Registermaschine zu einer bestimm-
ten Eingabe ein Ergebnis liefert und dann stoppt, oder ob sie dies nicht tut?
Gibt es zu einer gegebenen Registermaschine einen Algorithmus, der diese
Entscheidung fiir jede Eingabe féllt? Nach der Church’schen These kénnen
wir diese Frage wie folgt prézisieren:

3.1.1 Definition

Das Halte- oder Stop-Problem fiir eine N-Registermaschine ist die Frage:
Ist die Menge

{x|M : x stoppt}

rekursiv? Das Halte-Problem fiir M heifit 16sbar, wenn diese Menge rekursiv
ist, sonst unlosbar.

Oft hat man nicht den Uberblick iiber alle Eingaben @, sondern nur iiber
spezielle Eingaben, die durch Projektion, Konstantsetzen etc, jedenfalls durch
rekursive Operationen erzeugt werden. Das geniigt aber fiir unsere Zwecke:
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3.1.2 Lemma

Ist das Halte-Problem fiir M losbar und sind fi, ..., fy rekursive k-stellige
Funktionen, so ist auch {y|M : fi(y)...fn(y) stoppt} rekursiv.

Beweis. Sei das Halte-Problem fiir M 16sbar. Dann ist die charakteristische
Funktion y g der Menge H = {x|M : « stoppt} rekursiv. Dann ist aber auch
Xr = x#u © (f1,..., [n) rekursiv, und es ist

xr(y) = xu(fi(y), ... fn(y) =0 <= M: fi(y).../n(y) stoppt

Damit ist auch dieses “eingeschrankte Halte-Problem” losbar, und das war zu
zeigen.

3.1.3 Satz: Unlosbarkeit des Halte-Problems

Es gibt normierte Registermaschinen Mg mit

Mg : 020 = 020 fiir z € K (vgl. Def. 2.2.9)
My : 020  stoppt sonst nicht.

Das Halte-Problem fiir jede solche Registermaschine My ist unlosbar.

Beweis. Die Menge K ist nach Satz 2.2.10 r.a. Also ist K nach Def. 2.2.1 und
2 Definitions- und zugleich Nullstellenmenge einer partiell-rekursiven Funk-
tion f, die nur den Wert 0 annimmt. Dann gibt es normierte Registerma-
schinen M, die dieses f berechnen. Ware das Halte-Problem fiir ein solches
My (ob normiert oder nicht) lésbar, so wire {x|My : x stoppt} rekursiv.
Dann wére nach 3.1.2 (wegen 020 = Ci(x)U} (x)Ci(x)...C3(x)) erst recht
K = {x|My : 020 stoppt} rekursiv, im Widerspruch zu Satz 2.2.10.

Damit sind (normierte) Registermaschinen My mit unlésbarem Halte-
Problem angegeben.

Diese Registermaschinen My koénnen viele Register verwenden. Wir fragen
deshalb, ob wir alle Registermaschinen auch auf kleinen Registermaschinen
mit wenigen, genauer: mit 2 Registern simulieren konnen. Weil alle partiell-
rekursiven Funktionen partiell normiert berechenbar sind, konnen wir die
Frage auf normierte Registermaschinen beschranken; zur Simulation werden
wir aber auch nicht-normierte 2-Registermaschinen verwenden.

Gegeben sei eine Registermaschine M mit Speicherinhalt . Dieser Inhalt
werde durch eine Elementar-Operation i+,7 — bzw. i? (Test, ob das i-te Re-
gister leer ist) abgewandelt in a’. Welche Unterprogramme mit hochstens
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2 Registern muss eine 2-Registermaschine M aufrufen, damit auf ihr der
kodierte Speicherinhalt ()0 iibergeht in (x’)0? Offenbar haben die Unter-
programme von M folgende Aufgaben zu erfiillen:

1. Fir i+ muss der Inhalt des 1. Registers mit p;_; multipliziert werden;

2. fiir i— muss er durch p;_; dividiert werden, sofern dies moglich ist, und
sonst unverandert bleiben;

3. fiir 47 ist zu testen, ob er durch p;_; teilbar ist.

Solche 2-Registermaschine gibt es tatsiachlich, und zwar nicht nur fiir Prim-
zahlen p;_1, sondern fiir alle £ > 0.

3.1.4 Lemma

Zu jedem k > 0 gibt es 2-Registermaschinen Mult(k), Div(k), Test(k) mit
den Wirkungen:

Mult(k) :x0 = (z- k)0,

Div(k) :(z-k)0 = =20

_ x1, falls k|z,
Test(k) :20= { 20 sonst.

Beweis. Wir definieren

Mult(k) := (s1a%); Ko und
D’L’U(k) = (Slfag)lKgl.

Dies sind sogar normierte 2-Registermaschinen mit der geforderten Wirkung.
Das Test-Programm wird folgendermaflen konstruiert:

Test(k) kopiert das 1. Register R; schrittweise mittels sjas in das 2. Re-
gister und priift vor dem Ubertragen jeder 1, ob Ry leer ist. Solange Ry
nicht leer ist, wird dieser Programmteil nach jeweils k& sjao-Schritten wieder
von vorn durchlaufen. Ist R; leer, nachdem dieser Programmteil vollstandig
durchlaufen ist, nachdem also ein Vielfaches von k kopiert ist, so wird Ksjas
angeschlossen; andernfalls wird nur Ks; angeschlossen. Unter Ausnutzung der
Definitionen 1.1.6 und 1.1.9 definieren wir zuerst den kritischen Programmteil
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U(k) aus k Schritten sjas und k — 1 Tests und dann die Maschine T'est(k).

S1a2 (U(k)h
2 1 3 S 3k + Kgl
U(k) = 3 +s1a9 Test(k) = s2+¢
5 1 6 S (S -+ 1) -+ K21

3k —4 1 3k—3 s
3k -3 +S1a92

U(k) hat 2k + (k — 1) = 3k — 1 Instruktionen. (U(k)); hat also 3k Instruk-
tionen. Ky = (s2a1)2 hat 3 Instruktionen. Also ist s = 3k + 3, und T'est(k)
hat s’ = 3k + 7 Instruktionen. Die nicht-normierten Stellen in Test(k) sind
genau die ausgeschriebenen Instruktionen, die in U(k) auf s enden und in
Test(k) auf s’. Bei den in U(k) auf s endenden Test-Instruktionen springt
das Programm T'est(k) aus dem Inneren des Iterationsteils (U(k)); heraus
zur (s+1)-ten Instruktion, also zum letzten Programmteil K5;. Bei der s-ten
Instruktion s 2 + s iiberspringt Test(k) gerade diesen letzten Programm-
teil und stoppt. Auch wenn U (k) fiir sich keine Registermaschine ist, gibt es
U (k)-Rechnungen

((0,2,0), ..., (s,0,2)), falls 0 < x < k ist, und
((0,z,9),...., Bk — 1,z — k,y + k)), fallsz >k ist.

Durch Iteration erhdlt man hieraus (U(k));-Rechnungen

((0,2,0), ..., (3k,0,x)), falls k|z, und
((0,2,0),...,(s+ 1,0,2)) sonst.

Dann ist, wie geschildert, T'est(k) eine 2-Registermaschine, die das Verlangte

leistet.

3.1.5 Satz von Shepherdson und Sturgis

Zu jeder normierten N-Registermaschine M gibt es eine (nicht-normierte)
2-Registermaschine M mit

M:(x)0= (y)0 <= M:z=y.
M : (x)0 stoppt sonst nicht.

Beweis. Die normierten Registermaschinen sind nach Definition 1.1.12 in-
duktiv aus a;, s; mit Verkettung und Iteration definiert. Rekursiv nach die-

78



ser Definition ordnen wir jeder normierten Registermaschine M eine 2-
Registermaschine M wie folgt zu:

G,_Z‘ = Mult(pz_l)

Si = Test(pi-1)(s2Div(pi—1))2
M1M2 = M1 M2

(M>z = Test(pi_l)(SgMTest(pi_l))g.

Wir induzieren nach dem Aufbau von M und verwenden Lemma 3.1.4. Zu-
nachst ist M stets eine 2-Registermaschine.

1.
2.

Fiir a;, s; ist der Satz nach den Vorbemerkungen klar.

Fir M = M, M, folgt der Satz aus der Induktionsvoraussetzung un-
mittelbar aus Lemma 1.1.8.

Wir betrachten den Fall der Iteration (M); von M. Die Behauptung
des Satzes fiir M ist dann unsere Induktionsvoraussetzung.

3.1 Es sei z; = 0. Dann ist —p;_; |(x) und daher

(M); : ()0 = (x)0 <= (M), : & = .

3.2 Es sei x; > 0, also auch p;_;|(x). Nach Lemma 1.1.11 hat dann

(M); dieselbe Wirkung wie M (M); und (M); dieselbe Wirkung

wie

Test(pi_1)soMTest(p;_1)(soMTest(p;_1))s, und das ist
Test(pi_1)saM (M);.

Nach Induktionsvoraussetzung ist M : € = y gleichwertig mit

Test(pi-1) :(x)0 = (x)1
soM : = (y)0.

Wir machen Nebeninduktion nach der Rechendauer. Die Neben-
Induktionsvoraussetzung ist dann geméfl Lemma 1.1.11

O0);: ()0 = (2)0 < (M), 1y =z

Beide Induktionsvoraussetzungen zusammen ergeben wegen Lem-
ma 1.1.8

(M); - ()0 = (2)0 <= (M); : x = 2.

Damit ist der Satz bewiesen. Nach diesem Satz treten an 2-Registermaschinen
in kodierter Form bereits alle Phanomene auf, die unkodiert an beliebigen
(normierten) Registermaschinen auftreten. Insbesondere:
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3.1.6 Korollar

Zu jeder einstelligen partiell-rekursiven Funktion f gibt es eine 2-
Registermaschine M mit

M :2*0 = 2/®0, falls x € domf, und
M :2*0 stoppt sonst nicht .

Denn nach Satz 1.2.19 gibt es eine normierte Registermaschine M’ die f
berechnet. Dann gilt fiir M"” = K19 M'Ls :

M": 20 = f(2)0, falls z € domf, und
M" : 20 stoppt sonst nicht.

Konstruieren wir M = M” nach Satz 3.1.5, so erfiillt M die Behauptung.

3.1.7 Korollar

Es gibt eine 2-Registermaschine, deren Halte-Problem unlosbar ist.

Denn nach Satz 3.1.3 gibt es normierte N-Registermaschinen M, fiir die
{x|M : x stoppt} nicht rekursiv ist. Dann ist

{{x)|M : x stoppt } = {x|M : 20 stoppt, = > 0 und lh(x) < N}

auch nicht rekursiv, wenn M zu M nach Satz 3.1.5 konstruiert ist. Nach
Lemma 3.1.2 ist dann das Halte-Problem fiir M nicht 1osbar.
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3.2 Wort-Probleme fiir Semi-Thué-Systeme
und Halbgruppen

Wir betrachten eine endlich erzeugte Gruppe G mit den endlich vielen Er-
zeugenden ay, ...,ay. Jedes Element © € G ist dann gleich einem Produkt
von diesen Erzeugenden und ihren Inversen. Z. B. ist die additive Gruppe
(Z,+) der ganzen Zahlen von der 1 erzeugt, wie iiberhaupt die zyklischen
Gruppen genau die von einem Element erzeugten Gruppen sind. Die Gruppe
(Q,+) ist dagegen nicht endlich erzeugt.

Jeder Term, der aus den Erzeugenden von GG und ihren Inversen mit der Grup-
penoperation gebildet ist, heisst ein Wort in den Erzeugenden. Verschiedene
Worter w, w’ konnen durchaus dasselbe Element von G bezeichnen, w = w’
in GG. Z. B. bezeichnen in kommutativen Gruppen alle Permutationen eines
Wortes dasselbe Element. Das Wortproblem fiir G ist die Frage, ob es
einen Algorithmus gibt, der fiir jedes Paar von Wortern w, w’ in den Erzeu-
genden von G entscheidet, ob w = w’ in G ist oder nicht. Es heifit 16sbar,
wenn es einen solchen Algorithmus gibt, sonst unlésbar. Die Unlosbarkeit
des Wortproblems der Gruppentheorie ist der beriithmte und tiefliegen-
de Satz von Boone und Novikov: Es gibt eine endlich erzeugte Gruppe, deren
Wortproblem unlosbar ist.

Der Beweis dieses Satzes sprengt den Rahmen einer einfithrenden Vorlesung.
Dagegen ist der entsprechende, schwachere Satz fiir Halbgruppen mit unse-
ren Mitteln zu beweisen, wenn man die Church’sche These zugrunde legt.
Wir beschéftigen uns deshalb mit kombinatorischen Systemen, fiir die das
Wortproblem einfach zu behandeln ist.

3.2.1 Definition

Gegeben sei eine nicht-leere endliche Menge A von Zeichen, das Alphabet.
Jede endliche Folge von Zeichen aus A (auch die leere Folge, und auch Folgen
mit Wiederholungen) heifit ein Wort in A oder A-Wort. Die Menge aller
Worter in A bezeichnen wir mit W(A). Zu A-Wértern w und w’ heifit das
A-Wort ww'’, das durch Nebeneinanderschreiben von w und w’ entsteht, die
Verkettung von w und w'.

Bemerkung. W (A) ist gegen die Operation der Verkettung abgeschlossen,
und diese Operation ist assoziativ.

Beispiel. Jedes Wort unserer Sprache ist ein Wort in unserem Alphabet.

81



Nimmt man Satzzeichen und die Liicke zwischen Wortern unserer Sprache
zu unserem Alphabet hinzu, so ist jeder Text unserer Sprache ein Wort in
diesem erweiterten Alphabet.

3.2.2 Definition

Ein Semi-Thué-System S ist ein Paar (A, —), bestehend aus einem Alpha-
bet A und einer endlichen 2-stelligen Relation — auf W (A), d. h. g — ¢ gilt
nur fiir endlich viele Paare (g, ¢’) von Wortern in A. — heiit die erzeugende
Relation von S.

3.2.3 Definition

S = (A, —) sei ein Semi-Thué-System, und w, w’ seien Worter in A. w >,
w’ heit ein Reduktionsschritt in S, wenn es A-Worter u, v, g, ¢ gibt, so
dass g — ¢ gilt und w = ugv und w’ = ug'v ist. w > w’ heit eine Reduktion
in S, w reduziert in S zu w’, wenn es A-Worter w,, ..., w, gibt (n >
0), so dass w = w,, w, = w' ist und fiir alle i <n w; > w;4q gilt.

Ein Reduktionsschritt w >; w’ liegt also vor. wenn w’ aus w hervorgeht,
indem man ein Teilwort g in w durch ein ¢’ ersetzt, fiir das g — ¢ gilt. w > w’
heiffit dann: Von w fithrt eine Kette von solchen Reduktionsschritten zu w'.
Man ersetzt sukzessive linke Hélften von Paaren g — ¢’ aus der erzeugenden
Relation to von S durch deren rechte Halften. Dadurch konnen natiirlich neue
Ersetzungsmoglichkeiten entstehen. Einfachste Eigenschafen von > sind:

3.2.4 Lemma

Fiir jedes Semi-Thué-System S = (A, —) ist die von — erzeugte Reduk-
tionsrelation > reflexiv und transitiv und mit der Verkettung vertraglich. Es
gilt also

(1) w>w

(2) Ausu >wvund v > w folgt u > w

(3) Aus u > v folgt uw > vw und wu > wv

Beweis. Es ist w > w in 0 Reduktionsschritten. Gilt ©w > v in k und v > w
in 1 Reduktionsschritten, so gilt offenbar u > w in £+ 1 Reduktionsschritten.
Gilt u >1 v, so gilt uw >1 vw und wu >; wv auf Grund desselben erzeugen-
den Paares ¢ — ¢’. Durch Induktion nach der Lange der Reduktionsschritte
folgt (3).

Da die erzeugende Relation — selbst entscheidbar, und da jedes Wort nur
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endlich viele Teilworter besitzt, ist auch >; entscheidbar. Und die Reduk-
tionsrelation > ist zumindest aufzéhlbar: Die Relation — bestimmt einen
Algorithmus, der zu jedem Wort w alle Worter w’ aufzéhlt, auf die w in S
reduziert: Man bildet zunéchst alle (nur endlich viele) w’ mit w >; w’, dann
zu jedem w' alle w” mit w’ >; w”, und so fort.

Alle erwahnten Begriffe lassen sich leicht arithmetisieren. Man kann o. B.
d. A. annehmen, dass die Buchstaben aq, ..., ay des Alphabets A von S die
Zahlen 1, ..., N sind. Zumindest kann man jeden Buchstaben a; durch seinen
Index ¢ bezeichnen. Dann ist jedes Wort

Ay ... Ay, € W(A)

durch die Zahl (iq,...,I — r) eindeutig kodiert, und die Relationen —, >
und > werden zu zweistelligen zahlentheoretischen Relationen. Indem man
ihre Definition genau hinschreibt, erkennt man sofort:

3.2.5 Lemma

In einem Semi-Thué-System S = (A, —) sind die arithmetisierten Relationen
— und >; prim — rek, und die Reduktionsrelationen > ist r. a.

Aufgabe. Man fiithre den Beweis durch.

3.2.6 Definition

Das Wortproblem fiir das Semi-Thué-System S = (A, —) ist die Frage,
ob die von — erzeugte (zahlentheoretische) Reduktionsrelation > rekursiv
ist. Das Wortproblem fiir S heifit 16sbar, wenn dies der Fall ist, andernfalls
unlosbar.

Das Wortproblem fiir S = (A, —) ist also die Frage nach der Existenz eines
rekursiven Verfahrens, das fiir beliebige vorgelegte A-Worter w und w’ ent-
scheidet, ob w in S zu w’ reduziert oder nicht.

Die Unlosbarkeit des Wortproblems fiir geeignete Semi-Thué-Systeme 1afit
sich nun dadurch auf die Unlosbarkeit des Halte-Problems von 2 —
Registermaschine zuriickfithren, dass man jeder 2 — Registermaschine M
ein Semi-Thué-System derart zuordnet, dass die Rechnungen auf M zu
Reduktionsketten in S(M) werden. Dazu fassen wir jede M-Konfiguration

(4,7,y) als ein Wort (xjy) auf, wobei (x und y Worter aus x bzw. y Strichen
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| sind. Dadurch braucht man nur endlich viele Buchstaben, und es ist ziem-
lich klar, wie man die Instruktionen von M in erzeugende Paare von S(M)
ibersetzt.

3.2.7 Definition

Es sei M eine 2 — Registermaschine. Dann sei S(M) das folgende Semi-
Thué-System (A, —):

1. Das Alphabet A besteht aus (,),| und den Instruktionsnummern von
M (einschliefllich der Stopnummer).

2. Die erzeugende Relation — enthalt genau folgende Paare:

Fiir jede Instruktion gilt
jl1+1 Jj—|l
j2+1 Jj—
jl—=1 |7 —lund (j — (I
j2-1 Jjl— lund j5) — 1)
Jlkl |7 — |k und (j — (I
Jj2kl Jjl— k| und j) — 1)

Ist s die Lange (also die Stopnummer) von M, so gilt noch

|s — s und (s| — (s.

Das Wort aus x Strichen

| ...
z—mal

bezeichnen wir mit z. Jedes A-Wort einer Gestalt (zjy) bezeichnen wir auch
als M-Wort. Die M-Warter (xsy) heiflen auch Endworter. Ein M-Wort
(rjy) entspricht der M-Konfiguration (4, zy).

Bemerkung. Die M-Worter sind genau die A-Worter, die den M-
Konfigurationen entsprechen. Die Endworter entsprechen dabei den M-
Endkonfigurationen. Die Definition 3.2.7 lauft darauf hinaus, dass man die
2 — Registermaschine M insgesamt als Semi-Thué-System auffassen kann.
Dabei geht die Folgekonfigurations-Relation iiber in >7, und die zweistellige
Relation, erste und letzte M-Konfiguration einer M-Rechnung zu sein, geht
iuber in >.
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3.2.8 Lemma

w sei ein M-Wort, aber kein Endwort. Dann gilt w >; w’ genau dann, wenn
w’ ein M-Wort ist und die M-Folgekonfiguration der w entsprechenden M-
Konfiguration entspricht w’.

Beweis. In w tritt genau eine Instruktionsnummer j auf. Zur Erzeugung
von w >; w' kann also nur ein Paar ¢ — ¢’ verwendet worden sein bei
dem j in g auftritt. Von diesen gibt es hochstens zwei, die nach Definition
von — dieselbe Wirkung auf w haben wie die j-te Instruktion auf die w
entsprechende M-Konfirguration.

3.2.9 Lemma

Ist w ein Endwort # (s), so gilt w >; w' genau dann, wenn w’ ein Endwort
ist, das genau ein Zeichen | weniger enthélt als w, und zwar fehlt dieses Zei-
chen | links von s, solange w nicht mit (s anfingt. Es gibt kein Wort w’ mit
(s) > w'.

Dies ist nur die Ubertragung der Definition 3.2.7 fiir Endworter auf die Re-
lation >.

3.2.10 Lemma

Zu jedem M-Wort w gibt es hochstens ein Wort w’ mit w >; w’.,; und dieses
Wort ist ein M-Wort.

Dies folgt aus Lemma 3.2.8 und Lemma 1.1.3, solange w kein Endwort ist,
und aus Lemma 3.2.9 fiir Endworter w.

Durch iterierte Anwendung der Lemmata 3.2.8 und 3.2.9 erhalt man

Satz 3.4. Es sei M eine 2 — Registermaschine mit s Instruktionen und
S(M) das zu definierte Semi-Thué-System. Dann gilt:

M :z ystoppt <= In S(M) gilt (z0y) > (s).
Beweis. Genau dann, wenn M : x y stoppt, gibt es eine M-Rechnung

((O,x,y), (jbxlayl)a EREE) (jTa l'T,fUT)) mit jT = Sajt <sfirt <T.

Dies ist nach Lemma 3.2.8 gleichwertig mit
(1) (5‘0:&) >1 (5‘]1:&1) > ... (.%TjT:&T) mit Jr = S,jt <sfurt<T.
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Hieraus folgt (x0y) > (z7jrys) mit jr = s und (zrsyy) > (s) durch (zr +
yr)-fache Anwendung von Lemma 3.2.9. Mit Lemma 3.2.4 folgt (z0y) > (s).

Gilt umgekehrt (x0y) > (s), so gibt es nach Lemma 3.2.10 eine eindeutig

bestimmte Reduktionskette von (z0y) nach (m) und in dieser Kette ein erstes
Endwort, auf das dann nach Lemma 3.2.9 nur noch Endworter folgen. Also
gibt es eine Reduktionskette (1), was nach obigem genau dann gilt, wenn
M : x y stoppt. Damit ist der Satz bewiesen.

Bemerkung. S(M) arbeitet hiernach genau wie eine 2 — Registermaschine,
aber nicht genau wie M, sondern wie M mit angehangten Loschprogrammen,
d. h. wie M Ly Ly. Das Stopverhalten von M ist allerdings dasselbe wie das
von S(M), was sich hier als Reduktion auf das Wort (s) aufert.

Korollar. Es gibt Semi-Thué-Systeme, deren Wortproblem unlésbar ist.

Beweis. Nach Satz 3.3, Korollar 2, gibt es 2 — Registermaschine M, deren
Halte-Problem unldsbar ist, fiir die also nach Satz 3.4 die Menge

(2) {z,y|M : 2y stoppt } = {z,y| In S(M) gilt (z0y) > (s)}

nicht rekursiv ist. Da die Menge (der Nummern) aller M-Wéorter primitiv-
rekursiv ist, ist dann auch die (arithmetisierte) Reduktions-Relation > nicht
rekursiv; denn ware > rekursiv, so ware nach Lemma 1.3.12 auch die Menge

{w|w > (s) und w ist M — Wort}

und damit auch die Menge (2) rekursiv.

Aufgabe. Man zeige: Die Menge der Nummern aller M-Woérter ist primitiv-
rekursiv.

In Semi-Thué-Systemen braucht die Reduktions-Relation > nicht symme-
trisch zu sein. In den Systemen S(M) ist sie stets unsymmetrisch. Wir in-
teressieren uns fiir die von > erzeugte Aquivalenzrelation und betrachten
dementsprechend Thué-Systeme.

3.2.11 Definition

Ein Semi-Thué-System T" = (A, —) ist ein Thué-System, wenn die erzeu-
gende Relation — symmetrisch ist, wenn also aus g — ¢ stets ¢’ — g folgt.
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3.2.12 Lemma

In einem Thué-System T ist ‘(.ier Reduktionsschritt >; symmetrisch und die
Reduktions-Relation > eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Gilt w >; v/, so ist w = ugv und W’ = ug’v mit ¢ — ¢’. Da T ein
Thué-System ist, gilt dann auch ¢ — ¢, also v’ = ug'v >1 ugv = w. Die
Relation > ist nach Lemma 3.2.4 schon reflexiv und transitiv. Da > von >
erzeugt ist, ist mit >; auch > symmetrisch.

Jedes Thué-System ist nach Definition ein Semi-Thué-System. Umgekehrt be-
stimmt jedes Semi-Thué-System eindeutig ein Thué-System nach folgendem
Verfahren.

3.2.13 Definition

Ist S ein Semi-Thué-System A, —), so sei T'(S) das Thué-System
(A,—U—"1) d h

1. Das Alphabet von T'(S) ist das Alphabet von S;
2. In T'(S) gilt g — ¢’ genau dann, wenn in S g — ¢’ oder ¢ — g gilt.

Bemerkung. Die erzeugende Relation von T'(S) ist also die symmetrische
Hiille der erzeugenden Relation von S. Diese symmetrische Hiille ist im-
mer noch endlich, so dass T'(S) tatsichlich ein Thué-System ist. Fiir Thué-
Systeme S ist — U — °—1 =—, also T(S) = S. Insbesondere ist stets
T(T(S))=T(9).

3.2.14 Lemma

In T'(S) gilt w >; w' genau dann, wenn w >; w’ oder w’ >; w in S gilt.

Denn w >; w' in T'(S) bedeutet: es gibt ¢ — ¢ in T'(S), also g — ¢’ in S
oder ¢ — ¢ in S, so dass w = ugv und w’ = ug'v. Das heifit aber: w >; w’
in S oder w' >; win S.

Das Wortproblem fiir 7'(S) braucht nicht ebenso kompliziert zu sein wie das
von S. Die Reduktions-Relation in 7'(S) ist im Gegensatz zur Situation bei
— und >; i. a. nicht einfach die Vereinigung von > und < in S, sondern sie
ist die transitive Hiille dieser Vereinigung. Es ist daher moglich, dass S ein
unlésbares Wortproblem hat, wiahrend in 7'(S) stets w > w’ gilt.

Einfacher ist die Situation fiir die speziellen Thué-Systeme T'(S(M)), die tiber
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das Semi-Thué-System S(M) zu einer 2 — Registermaschine M definiert
sind. Fiir diese Systeme gilt das Eindeutigkeitslemma 3.2.10 nicht, weil es
verschiedene M-Konfigurationen geben kann, die dieselbe Folgekonfiguration
haben. Es gilt aber auch folgende Kiirzungsregel:

3.2.15 Lemma

M sei eine 2 — Registermaschine und w ein M-Wort. Gilt v’ >; w und

w' >1 w”, so ist auch w’ ein M-Wort und w” = w.

Beweis. In S(M) gilt ¢ — g mit w' = ug'v und w = ugv = (zjy). ¢’ unter-
scheidet sich von g, das j enthalt, allenfalls in dieser Instruktionsnummer und
um einen Strich |. Also unterscheidet sich auch w’ von w héchstens in diesen
beiden Punkten und ist wieder ein M-Wort. Nach Lemma 3.2.10 ist dann
w” = w. - Diese Kiirzungsregel geniigt schon fiir folgenden entscheidenden

Schritt:

3.2.16 Lemma

M sei eine 2 — Registermaschine und w ein M-Wort. Gilt w = (s) in
T(S(M)), so gilt dies bereits in S(M).

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es Reduktionsketten von w nach (s), und
diese bestehen nach Lemma 3.2.10 und 3.2.14 nur aus M-Wortern. Unter
allen diesen sei

(3) w=w,>1w > ... > wy = (s)

eine kiirzeste. Ist dies keine Reduktionskette in S(M), so gibt es einen letzten
Reduktionsschritt w; >1 wyyq in der Kette, der in T'(S(M)), aber nicht in
S(M) gilt. Dann gilt wyyq >1 wy in S(M) nach Lemma 3.2.14, so dass w41
wegen Lemma 3.2.9 nicht das Wort (s) ist. Also gibt es noch w9 in der
Kette, und w1 >1 wepo gilt in S(M) nach Wahl von ¢. Nach Lemma 3.2.15
ist dann w; = w9, so dass die Kette (3) doch verkiirzbar ist im Gegensatz
zur Annahme. Also gilt w > (s) bereits in S(M).

Satz 3.5 Es sei M eine 2 — Registermaschine mit s Instruktionen. Dann
gilt:
M : x ystoppt <= In T(S(M)) gilt (x0y) > (s).

Dies folgt unmittelbar aus Satz 3.4 und Lemma 3.2.16

Korollar. Es gibt Thué-Systeme, deren Wortproblem unlésbar ist.
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Dies folgt ebenso auf Satz 3.5 wie das vorige Korollar aus Satz 3.4.

Thué-Systeme kann man als Halbgruppen ansehen, wenn man in ihnen auf-
einander reduzierbare Worter identifiziert.

3.2.17 Definition

Eine Halbgruppe (ein Monoid) ist eine Struktur (G, o), mit einer nicht-
leeren Menge GG und einer 2—stelligen Funktion o, die assoziativ ist, d. h. fir
die

zo(yoz)=(rxoy)oz
fiir alle x,y, z aus G gilt.

Beispiele. (Z,+), (Z,-) sind Halbgruppen; allgemeiner: jede Gruppe ist
eine Halbgruppe; jeder Ring ist beziiglich der Multiplikation eine Halbgruppe.

3.2.18 Definition

Ist AUG, so heifit die Halbgruppe (G, o) von A erzeugt, wenn es zu jedem

x € G ay,...,a, € A gibt mit x = a; o ... 0 a,. (Ein neutrales Element von
g darf dabei durch das leere Produkt aus 0 Faktoren dargestellt werden.)
Ist eine Halbgruppe von einer endlichen Menge erzeugt, so heift sie endlich
erzeugt.

Beispiel. Ist A # (), so ist W(A), mit der Operation der Verkettung, die von
A erzeugte freie Halbgruppe.

Wir kénnen die Elemente jeder von A erzeugten Halbgruppe G durch die
Worter aus W (A) darstellen. G ist genau dann frei, wenn verschiedene Wor-
ter aus W (A) stets verschiedene Elemente von G bezeichnen. I. A. werden
aber verschiedene Worter dasselbe Element von G bezeichnen konnen.

3.2.19 Definition

Es sei G eine von einer endlichen Menge A erzeugte Halbgruppe. Das Wort-
problem fiir G ist die Frage, ob die (arithmetisierte) Relation

{(w,w'|lw,w" € W(A),w =w"in G}

rekursiv entscheidbar ist. Ist dies der Fall, so heifit das Wortproblem fiir G
I6sbar, andernfalls unlésbar.
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Beispiel. Das Wortproblem fiir die von einer nicht-leeren Menge A er-
zeugte freie Halbgruppe W(A) ist selbstverstédndlich l6sbar. Denn es ist
w =w' in W(A) nur dann, wenn die Worter w und w’ Buchstaben fiir Buch-
staben libereinstimmen.

Interessante Halbgruppen erhdlt man, wenn man von einem Thué-System
(A, —) ausgeht und W (A) nach der Aquivalenzrelation > faktorisiert, die
nach Lemma 3.2.4 mit der Verkettung vertraglich ist.

3.2.20 Definition

Es sei T' = (A, —) ein Thué-System mit der Reduktions-Relation >. Fiir
jedes w € W(A) bezeichnen wir die Aquivalenzklasse {w'|w > w'} mit [w],
und wir definieren

[v] o [w] := [vw].

Die Operation o ist wohldefiniert. Wir setzen

W(a)/ 2= ({[w]lw e W(A)},0)

Die Gleichungen [g] = [¢'], fiir die ¢ — ¢’ in T gilt, heiflen die definierenden
Gleichungen von W(A)/ >.

Bemerkung. Gilt © > v in T', so auch uw > vw. Da > eine Aquivalenzrela—
tion auf W (A) ist, ist dann

[u] o [w] = [v] o [w] und ebenso [w] o [u] = [w] o [v].
Also ist o unabhangig vom Repréasentanten und damit wohldefiniert.

Satz 3.6. Ist T = (A, —) ein Thué-System mit der Reduktions-Relation >,
so ist W(A)/ > eine endlich erzeugte Halbgruppe mit endlich vielen definie-
renden Gleichungen, in der [w] = [w'] gleichwertig ist mit w > w’ in T

Beweis. Jedes w € W(A) ist ein Wort ay...a, mit a; € A. Also ist jedes
[w] € W(A)/ > gleich einem Produkt [a;] o ... o [a,] mit a; € A. W(A)/ >
ist also von der endlichen Menge {[a]|a € A} der Aquivalenzklassen der Ele-
mente von A erzeugt. Da o wohldefiniert ist, ist o eine zweistellige Operation
auf W(A)/ > . o ist assoziativ wegen

([u] o [v]) © [w] = [uwvw] = [u] o ([v] o [w]).

Also ist W(A)/ > eine Halbgruppe. Sie hat nur endlich viele definierende
Gleichungen, weil — eine endliche Relation ist. In ihr steht [w] = [w'] per

90



Definition fir w > w” <= w' > w” f. a. w”, und das ist gleichwertig mit
w > w', weil > eine Aquivalenzrelation ist.

Bemerkung Jede endlich erzeugte Halbgruppe G ist isomorph zu einer Halb-
gruppe W (A)/ =, der freien Halbgruppe W (A) iiber einem endlichen Erzeu-
gendensystem A von G, faktorisiert nach der Gleichheitsrelation in G. Aber
diese Gleichheitsrelation braucht nicht von endlich vielen definierenden Glei-
chungen erzeugt zu werden.

Korollar. Es gibt endlich erzeugte Halbgruppen mit endlich vielen definie-
renden Gleichungen, deren Wortproblem unlosbar ist.

Beweis. Es sei T' = (A, —) ein Thué-System. Die Halbgruppe W (A)/ >
wird erzeugt von ihren Elementen [a] mit a € A. Ordnen wir dem Halb-
gruppenelement [a] stets dieselbe Nummer ¢ wie dem Buchstaben a zu, so
erhalten das Element [w] = [aj] o ... o [a,] und das w = a;...a, dieselbe
Tupel-Nummer (i1, ..., i,). Dann stimmen nach Satz 3.6 die arithmetisierten
Relationen {[w], [w']|[w] = [w'] in W(A)/ >} und {w, w'|w > w' in T} vollig
tiberein. Das Wortproblem fiir W(A)/ > ist also genau dann 16sbar, wenn
das Wortproblem fiir T" 16sbar ist. Mit dem Korollar zu Satz 3.5 folgt die
Behauptung.

Die Halbgruppen, deren Wortproblem hier als unlosbar nachgewiesen ist, sind
mit Sicherheit keine Gruppen. Es erfordert einen betréachtlichen zusatzlichen
Aufwand, endlich erzeugte Gruppen mit unlésbarem Wortproblem nachzu-
weisen.

Die Ergebnisse in diesem Paragraphen lassen sich dahin verscharfen, dass die
Alphabete der betrachteten Semi-Thué-Systeme nur zwei Buchstaben enthal-
ten und dass entsprechend die Halbgruppen von nur zwei Elementen erzeugt
werden.

3.3 Entscheidungs-Probleme fiir mathemati-
sche Theorien

In den zuletzt betrachteten Halbgruppen G = W(A)/ > folgten alle wah-
ren Gleichungen durch einfache kombinatorische Schliisse aus endlich vielen
sog. definierenden Gleichungen. Diese einfachen Schliisse werden in der ele-
mentaren Theorie der Gleichheit formuliert. Man wird deshalb fragen, ob
jeder solchen Halbgruppe G eine mathematische Theorie T'(G) entspricht,
in der genau die in G wahren Gleichungen herleitbar sind. Hat G ein un-
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l16sbares Wortproblem, so ist in T'(G) schon die Herleitbarkeit geschlossener
Gleichungen nicht entscheidbar. Hieraus folgt aber die Unentscheidbarkeit
der klassischen Pradikatenlogik, und zwar schon fiir eine recht einfach tiiber-
schaubare Formelklasse.

Wir setzen hier erstmals elementare Kenntnisse aus der klassischen Pradi-
katenlogik voraus. Insbesondere verwenden wir folgende Begriffe: Eine ma-
thematische Theorie 7' (der 1. Stufe) besteht aus einer Sprache L(T") der
1. Stufe, in der die nichtlogischen Zeichen von T aufgefiihrt werden, und ei-
ner Formelmenge Az(T), der Menge der Axiome von 7. Die nicht-logischen
Zeichen einer Sprache sind die in ihr auftretenden Pradikats- und Funkti-
onszeichen, darunter die Konstanten als 0-stellige Funktionszeichen. Das
Gleichheitszeichen = gilt als logisches Zeichen. Wenn die Menge Ax(T)
leer ist, nennen wir 7" eine logische Theorie.

Eine Struktur a zu L(T") beinhaltet eine Interpretation der nicht-logischen
Zeichen von T' auf einer Menge |a|, dem Universum oder Individuenbe-
reich von a. Die Modelle von 7" sind die Strukturen zu L(7"), in denen alle
Axiome von T gelten. Eine Formel B gilt in einer Theorie T, wenn B in
allen Modellen von 7' gilt. B ist herleitbar in 7', T'+ B, wenn es eine Her-
leitung von B in T gibt, die auler Axiomen von 7T nur logische Axiome
und Grundschliisse verwendet. Nach dem Korrektheitssatz ist jede in T
herleitbare Formel giiltig in 7', und nach dem Vollstandigkeitssatz gilt auch
die Umkehrung.

3.3.1 Definition

Das Entscheidungsproblem fiir eine mathematische Theorie T ist die Fra-
ge, ob die Menge der (arithmetisierten) Formeln, die in 7" herleitbar sind,
rekursiv ist. Ist dies der Fall, so heifit T entscheidbar und das Entschei-
dungsproblem fiir 7' 16sbar; andernfalls heifit 7" unentscheidbar und das
Entscheidungsproblem fiir 7" unlésbar.

ab. In Analogie zu Definition 3.1.1, 3.2.6 und 3.2.19 wiirde man hier vom
"Herleitbarkeits-Problem” fiir eine Theorie T' sprechen. Dieses Problem ist
allerdings das historisch erste von den hier behandelten Entscheidbarkeits-
fragen. Es wird seit den zwanziger Jahren fiir verschiedene, immer feiner
eingeteilte Formelklassen behandelt; die erste unentscheidbare Theorie wur-
de 1935 von A. Church angegeben.

Wir ordnen jetzt jeder endlich erzeugten Halbgruppe G' mit endlich vielen er-
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zeugenden Gleichungen, wie sie in 3.2 auftreten, eine mathematische Theorie
T(G) zu, in der genau die variablen-freien Gleichungen herleitbar sind, die
in G wahr sind.

3.3.2 Definition

T = (A, —) sei ein Thué-System mit der Reduktions-Relation >; (G, o) sei
die Halbgruppe W(A)/ >.

1. Die Sprache L(G) enthalte als nicht-logische Zeichen:
das zweistellige Funktionszeichen -,
die Konstante e fiir die Aquivalenzklasse [] des leeren Wortes und
die Erzeugenden [a] von (G, o) mit a € A als Konstanten.

2. Die Axiomenmenge Az(G) bestehe aus dem Assoziativgesetz
VeVyVz(x-y)-z=x-(y-2),

dem Gesetz vom neutralen Element Va(z-e =x Ae-x =), und den
endlich vielen definierenden Gleichungen von (G, o) nach Ersetzung der
Operation o durch das Zeichen -.

Die Theorie (L(G), Az(G)) heifit die Theorie zur Halbgruppe (G, o) und
wird mit 7'(G) bezeichnet.

In der Theorie T'(G) gelten wie in jeder mathematischen Theorie u. a. fol-
gende logische Gesetze:

(refl) + t=t

(sym) +F s=t — t=s

(trans) F r=s — s=t — r=t

(ers) F s=¢§ — t=t — s-t=45-t
(mp) Aus FB und VB — C(Cfolgt FC.

3.3.3 Definition

Ist w = ay...a,(n > 0) ein Wort aus W (A), so bezeichnen wir den Term

((---([a] - [ag])-..) - [an])

aus L(G) auch mit [w].
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3.3.4 Lemma
T(G) F [v] - [w] = [vw].
Beweis durch Induktion nach der Lange von w.

1. w sei leer, also [w] = e nach Definition 3.3.3 und vw = v. Dann gilt die
Behauptung wegen des Gesetzes vom neutralen Element.

2. w sei ua. Dann ist [w] = ([u] - [a]), und es gilt

- [v] - [w] = ([v] - [u]) - [a]  nach dem Assoziativgesetz,

+ [v] - [u] = [vu] nach Induktionsvoraussetzung, also folgt
Fl ([v] - [ul) - [a] = [vu] - [a] ~ mit (ers), (refl) und (mp),

- [v] - [w] = [vu] - [a] mit(trans) und (mp),

und das ist wegen [vu] - [a] = [vua] = [vw] die Behauptung,.

3.3.5 Lemma

Zu jedem variablenfreien Term ¢ aus {(G) gibt es ein Wort w € W(A), so
dass T(G) F t = [w] ist.

Beweis durch Induktion nach der Lange von t.

1. Fiir t = e whren wir w leer, fiir ¢ = [a] wéhlen wir w = a. In beiden
Féllen ist - t = [w] wegen (refl).

2. Ist t =r - s, so gibt es nach Induktionsvoraussetzung u, v mit
Fr=[u]und F s=[v]. Es folgt
Ft = [u] - [v] mit (ers) und (mp).
Daraus folgt nach Lemma 3.3.4 mit (trans) und (mp) die Behauptung fiir

w =uv.

3.3.6 Lemma
Aus g — ¢’ folgt T(G) F [g] = [g'].

Denn dann ist [g] = [¢/] (mit o geschrieben) eine definierende Gleichung von
(G,0), so dass [g] = [¢'] ein Axiom von T'(G) ist.
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3.3.7 Lemma
Aus w > w' folgt T(G) F [w] = [w'].

Beweis. Es gibt dann u,v und g — ¢’ mit w = ugv und w’ = ug’'v. Wegen
(ers) gilt

= [u] = [g] =g'] = [u] - [g] = [u] - [¢'], also
l— [u] lg] = [u] - [¢'] mit (mp), (refl) und Lemma 3.3.6. Es folgt
F [ug] = [ug'] nach Lemma 3.3.4 mit (trans), (sym) und (mp).

Durch teilweise Wiederholung des Arguments, angewandt auf v, erhalt man
die Behauptung.

3.3.8 Lemma
Aus w > W folgt T(G) F [w] = [w'].

Denn dann gilt w = w, >1 wy >1 ... >1 w, = w' fir geeignete Worter wy,
also - [w;] = [w;41 fiir ¢ < n nach Lemma 3.3.7. Durch Induktion nach n
folgt mit (refl), (trans) und (mp) die Behauptung,.

Bemerkung. Die Verwendung von (sym) im Beweis von Lemma 3.3.7 148t
sich vermeiden, wenn man vorher auch die symmetrische Fassung von Lemma
3.3.4, F [vw] = [v] - [w], beweist.

Satz 3.7. T = (A, —) sei ein Thué-System mit der Reduktions-Relation
>:(G, o) sei die Halbgruppe W (A)/ >. Fiir variablenfreie Terme s, ¢ ist

s =t giiltig in (G,0) <= T(G)F s=t.

Beweis. Da die Struktur (G, o) mit ihren Erzeugenden zu L(G) passen soll,
haben wir das Zeichen - durch die Operation o und jede Konstante [a
durch sich selbst, e durch [ ] zu interpretieren. Nach Wahl von Az(G) ist
dann (G, o) ein Modell von T'(G).

a) Zu s und ¢ gibt es nach Lemma 3.3.5 Worter w und w’, so dass
Fs=[w] und Ft=[u]

ist. Wegen der Modelleigenschaft von (G, o) gelten dann s = [w] und
t = [w'] in (G, o), also auch [w] = [w']. Nach Satz 3.6 folgt hieraus w >
w' in T, also T(G) F [w] = [w'] nach Lemma 3.3.8. Mit (trans), (sym)
und (mp) ergeben unsere Voraussetzungen dann

T(G)Fs=t.
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b) Umgekehrt sei T(G) - s = t. Da (G, o) ein Modell von T'(G) ist, ergibt
der Korrektheitssatz: s = t ist wahr in (G, o).

Damit ist der Satz bewiesen.

Dieser Satz liefert eine Charakterisierung der Losbarkeit des Wortproblems

von (G, o).

Korollar 1. Das Wortproblem fiir (G, o) ist genau dann l6sbar, wenn die
(arithmetisierte) Relation

(D{(s,t)|T(G) F s =t und s,t sind variablenfreie Terme }
rekursiv ist.
Denn wegen Satz 3.7 ist (1) die Relation
{(s,t)] In (G, o) ist s =t wahr }.

Geht sg aus s hervor, wenn man in Term s das Zeichen - durch die Ope-
ration o ersetzt, so ist s = t wahr in (G, o) genau dann, wenn sg = t¢ ist.
Also ist (1) gerade die Identitét auf (G, o), die wegen Definition 3.2.19 genau
dann rekursiv ist, wenn das Wortproblem fiir (G, o) 16sbar ist.

Schon die Herleitbarkeit variablenfreier Gleichungen in 7'(G) ist hiernach nur
dann entscheidbar, wenn das Wortproblem von (G, o) 16sbar ist. Da es nach
dem Korollar zu Satz 3.6 Halbgruppen mit unlésbarem Wortproblem gibt,
folgt hieraus:

Korollar 2. Es gibt endlich axiomatisierte Theorien mit nur einem zweistel-
ligen Funktionszeichen und endlich vielen Konstanten, in denen schon die
Herleitbarkeit variablenfreier Gleichungen nicht entscheidbar ist.

Wegen des Deduktions-Theorems der Pradikatenlogik kann man diese endlich
vielen Axiome als Pramissen von Implikationen auffassen und erhalt dann:

Korollar 3. Es gibt logische Theorien mit nur einem zweistelligen Funktions-
zeichen - und endlich vielen Konstanten, in denen schon die Herleitbarkeit
von geschlossenen Formeln der Gestalt

VeVyVz ((x-y)-z2=x-(y-2)ANz-e=xNe-x=2x) —

— 81 =11 > S=1ty— ... > s, =t, >s=1

nicht entscheidbar ist.
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Korollar 4 (Church 1935). Es gibt unentscheidbare logische Theorien:
Die klassische Priadikatenlogik (mit Identitdt und Funktionszeichen) ist un-
entscheidbar.

Unser Verfahren zur Konstruktion unentscheidbarer Theorien ist offenbar gar
nicht auf Sparsamkeit in den verwendeten Mitteln angelegt. Es liegt daher
nahe, dass sich etwa Korollar 3 noch wesentlich verscharfen 1at. Allerdings
braucht man dann auch feinere Methoden.

Zusammenfassung. Ausgehend von der Menge K = {z|z € W,} zeigten
wir am Anfang des Kapitels, dass die Registermaschinen Mg, die die auf
K beschriankte Nullfunktion C}| K berechnet, ein unlosbares Halte-Problem
hat. My simulierten wir durch eine 2 — Registermaschine M—K, deren Halte-
Problem deshalb ebenfalls unlosbar ist. Diese 2— Registermaschine My kann
man auffassen als ein Semi-Thué-System S(My ), dessen Wort-Problem dann
unlosbar ist. Symmetrisiert man S (M—K), so erhélt man das Thué-System
T(S(Mg)) mit ebenfalls unlésbarem Wort-Problem, d. h. unentscheidba-
rer Reduktions-Relation >. Das Alphabet A von T(S(Mp)) ebenso wie von
S(My) besteht dabei aus (;),| und den endlich vielen Instruktionsnummern
von My . Faktorisiert man die freie Halbgruppe W (A) iiber A nach >, so
erhalt man die Halbgruppe

W(A)/ z= (G, o) = G(T(S(Mx)))

mit unlosbarem Wort-Problem, die schliefllich zu der unentscheidbaren Theo-
rie

T(G) = T(G(T(S(Mx))))

fithrt. Die ganze Entwicklung in diesem Kapitel beruht also wesentlich auf
zwei Ergebnissen:

1. (Satz 2.5) K ist r.a., aber nicht rekursiv;

2. (Satz 3.3) Jede Registermaschine a8t sich auf einer 2 —
Registermaschine simulieren.

Die Abfolge in diesem Kapitel ist natiirlich nicht ganz so gleichférmig wie
eben skizziert. Zur Konstruktion einer 2 — Registermaschine mit unlos-
barem Halte-Problem geniigt wegen Satz 3.3 irgendeine Registermaschine
mit unloésbarem Halte-Problem. Jede solche 2 — Registermaschine M liefert
dann ein Semi-Thué-System T'(S(M)) mit unlésbarem Wort-Problem (Sétze
3.4 und 3.5). Dann geniigte wieder irgendein Thué-System T = (A, —) mit
unlésbarem Wort-Problem zur Konstruktion einer Halbgruppe W(A)/ >=
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(G,0) = G(T) mit unlésbarem Wort-Problem und einer unentscheidbaren
Theorie T(G) = T(G(T)) (Sétze 3.6 und 3.7). Die 2 — Registermaschine
und die Thué-Systeme nehmen also eine gewisse Schliisselstellung ein, wobei
sich nach unserer Auffassung die 2— Registermaschine "fast unmittelbar” als
Thué-Systeme auffassen lassen. Dadurch stehen die 2 — Registermaschine
im Mittelpunkt der Untersuchungen dieses Kapitels.

Anhang (Aufgaben usw.)

Aufgabe. Zu jeder Registermaschine M gibt es eine normierte
Registermaschine M’ mit eventuell mehr Registern als M und

M’ a:6:>y6 — M x=uy,
M : z0 stoppt sonst nicht.

Nach Satz 3.2 kann man alle Registermaschinen auf einer einzigen normier-
ten Registermaschine Uy simulieren.
Aufgabe. Man schreibe Test (2) und Test (3) explizit auf.
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