I:IHI:IEI oooloolooofopndnoe g"ﬁ oooloolooo EIEI“EI

O 0O

[ —

0 oioflooooolooof B AEE pooloojooolfolo o

Westfalische Wilhelms-Universitat Miinster

Anwendung optimaler Steuerungsprobleme
mit L°°-Steuerbeschriankung auf ein
Modellproblem der Bildverarbeitung

Diplomarbeit

Institut fiir Numerische und Angewandte Mathematik

vorgelegt von
Lucas Franek

Betreuer:
Prof. Dr. H. Maurer
PD Dr. M. Wagner



Inhaltsverzeichnis

Einleitung

Problemstellung und mathematische Grundlagen

2.1 Die Modellierung des Problems — Bildstérungen . . . . . . . . .. .. .. ..

2.2 Schlecht gestellte Probleme . . . . . . .. .. ... .. ..

2.3 Funktionenrdume . . . . . . . . ...

2.4 Repréasentation von Bildern — Diskretes und kontinuierliches Bildmodell . .
2.4.1 Diskretes Bildmodell . . . . . . . ... ..o
2.4.2 Kontinuierliches Bildmodell - geeignete Funktionenrdume . . . . . .
2.4.3 Ubergénge zwischen den Modellen . . . . . ... .. ... ......

Variationsprobleme und Probleme der optimalen Steuerung
3.1 Variationsprobleme . . . . . . . ... Lo L
3.1.1 Existenzsatze . . . . . . . . ..o
3.1.2 Notwendige Optimalitdtsbedingungen . . . . .. .. ... ... ...
3.2 Probleme der optimalen Steuerung . . . . . . . ... .. ... .. ... ...
3.2.1 Das Pontrjaginsche Maximumprinzip fiir mehrdimensionale Steue-
rungsprobleme . . .. ..o Lo

Variationsmethoden in der Bildverarbeitung
4.1 Der Variationsansatz zur Losung des image-restoration-Problems . . . . . .
4.1.1 Herleitung des Variationsansatzes . . . . . . . . . .. ... ... ...
4.1.2 Die Wahl der Potentialfunktion f . . . . . . ... ... ... ... ..
4.1.3 Existenz und Eindeutigkeit einer Losung . . . . . . . . ... ... ..
4.1.4 Anwendung der Euler-Lagrange-Gleichungen . . . . .. ... .. ..
4.2 Das Kantenerkennungsfunktional . . . . .. ... .. ... ... .......
4.3 Fallstudie: Impulsrauschen . . . . . . . . . . . ... ... L.
4.3.1 Impulsrauschen in der Forschung . . . . . . ... .. ... ... ...
4.3.2  Entzerrung und Impulsrauschen — L'-Datenterm und Mumford-Shah-
Regularisierungsterm . . . . . . . .. .. oo L
4.4 Steuerung und Steuerbeschrankung im Variationsansatz . . . ... .. ...
4.5 L*°-Steuerbeschrankung und ,rotating mask“ . . . . ... ... ... ....
4.5.1 Modellierung fiir kontinuierliche Bilder . . . . . . . . .. ... .. ..
4.5.2 Modellierung fiir diskrete Bilder . . . . . . . .. ... ... ... ..

Numerische Verfahren — Minimierungsmethoden

5.1 Diskretisierungsschemata . . . . . . . . . . ... ... L L.

5.2 Indirekte Verfahren . . . . . . . . . . . ... ...
5.2.1 Gradientenabstiegsverfahren . . . . . . . . .. ... ...
5.2.2 Fixpunktiteration . . . . . ... ..o L



Inhaltsverzeichnis

5.2.3 Herleitung eines iterativen Schemas fiir das Kantenerkennungsfunk-
tional . . ...
5.3 Direkte Verfahren . . . . . . . . ... L
5.4 Nichtlineare Optimierungsprobleme — Notwendige Optimalitdtsbedingungen
5.5 Innere-Punkt-Verfahren — IPOPT und LOQO . . . . . ... ... ... ...

Numerische Resultate
6.1 Bewertungsmafistéabe fiir die Ergebnisse . . . . . .. ... ...,
6.2 Kantenerkennung . . . . . . . ... oo
6.3 Quadratische und TV-Regularisierung . . . . . . . ... .. ... ... ...
6.4 Steuerungsproblem mit L*°-Steuerbeschrankung . . . . . . . .. ... .. ..
6.5 Steuerungsprobleme mit rotating mask . . . . .. ..o 0oL
6.5.1 Der eindimensionalle Fall: Anwendung auf Signale . . .. ... ...
6.5.2 Der zweidimensionale Fall . . . . . .. ... ... ...
6.5.3 Fallbeispiel: Struktur mit kleinen Variationen und Salt-and-Pepper-
Rauschen . . . . . . . . . ...
6.5.4 Lena-Testbild . . . . . . . . ... ... .. .. ... ..
6.6 Diskussion der Resultate . . . . . . . . . . ... . ...

7 Zusammenfassung und Ausblick
A Beispiel eines AMPL-Programms
B Tabellen

Danksagung

Eidesstattliche Erkldrung
Abbildungsverzeichnis

Literaturverzeichnis

IT

93

101

102

103

105



1 Einleitung

Motivation

In dieser Arbeit wollen wir optimale Steuerungsprobleme mit L°-Steuerbeschréinkung un-
tersuchen und mit ihrer Hilfe zwei Grundprobleme der Bildverarbeitung behandeln. Wir
setzen uns zum Ziel, ein verrauschtes Bild zu entrauschen und auferdem die Kanten oder
Objektgrenzen der Bildobjekte zu extrahieren. Diese beiden Probleme sind in der Bildver-
arbeitung unter dem Namen image-restoration-Problem bzw. image-segmentation-Problem
bekannt.

Das erste Problem, d.h. die Bildwiederherstellung oder -entrauschung, dient in der Pra-
xis oft als Vorverarbeitungsschritt, um die Qualitdt eines Bildes zu verbessern. Dieser ist
notwendig, da Bilder oft in einer gestorten Form vorkommen, wobei Bildstérungen auf
vielfdltige Weise entstehen konnen. Zum Beispiel entstehen gestorte Satellitenbilder durch
atmosphérisches Rauschen, verzerrte Bilder, wenn sich Kamera und Objekt relativ zu ein-
ander bewegen. Selbst moderne Digitalkameras konnen bei schlechten Lichtverhéltnissen
verrauschte Bilder produzieren, sodass auf die Bildentrauschung trotz technischem Fort-
schritt nicht immer verzichtet werden kann.

Es gibt sehr viele unterschiedliche Ansétze, um das Bild zu entrauschen und seine Qualitét
somit in einem gewissen Sinne zu verbessern (vgl. [7]). In dieser Arbeit beschaftigen wir
uns vor allem mit dem Variationsansatz zur Losung dieses Problems. Der Variationsan-
satz basiert auf der Minimierung eines jeweils geeigneten Energiefunktionals und hat die
Verbesserung der Bildqualitit zum Ziel. Bezeichnet I : Q2 C R? — R das gestorte und
z: Q C R? — R das gesuchte Bild, so hat das Energiefunktional die folgende Gestalt:

Pa) = [ (106) = S(a(s)Pds 4 | F(19a())ds. 2 € W37(0). (1)

Dabei ist S eine geeignete Transformation der Funktion z, und die Funktion f wird so
gewiahlt, dass unerwiinschte Bildeigenschaften bestraft werden. Funktionale dieser Gestalt
sind im Bereich der Bildverarbeitung schon seit etwa 20 Jahren Gegenstand der Forschung
und somit bereits gut untersucht. Der Ansatz in dieser Arbeit besteht nun darin, eine Steue-
rung zu erkldren und im Zusammenhang mit diesen Funktionalen eine Steuerbeschrinkung
zu betrachten. Wir erhalten also ein Problem der optimalen Steuerung, was laut Kenntnis-
stand des Verfassers in Verbindung mit dem image-restoration- und image-segmentation-
Problem noch nicht untersucht wurde. Wir fiihren also zunéchst eine kiinstliche Steuerung
u: Q C R? — R? ein, indem wir sie durch

u(s) = (u1(s), ug(s))” := Va(s) (1.2)

erkliren. Wir betrachten dann Beschréinkungen der |[-[| -Norm von u fiir 1 < ¢ < co und
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erhalten somit insgesamt das folgende Steuerungsproblem:

Minimiere F(z,u) = /Q (I(s) — S(x(s)))?*ds + ,u/ﬂ f(lu(s)|)ds,
(,u) € WP (Q) x LP(Q,R?), (1.3)
unter u(s) = (u1(s), ua(s))’ = Va(s),

u(s) € K := {(v1,v2) € R?| || + |02]? < R} (V)s € R.

Dieses Steuerungsproblem ist ein Problem vom Dieudonné-Rashevsky-Typ. Notwendige
Optimalitatsbedingungen fiir Probleme dieser Gestalt wurden von Wagner [31, 32| ent-
wickelt und liefern somit das theoretische Fundament fiir diese Probleme.

Motiviert wird die Definition der Steuerung (1.2) durch das zweite Grundproblem der
Bildverarbeitung, das in dieser Arbeit behandelt wird. Wir setzen uns zum Ziel, neben
der Bildwiederherstellung die Kanten des Bildes zu bestimmen, behandeln also das image-
segmentation-Problem. Um dieses Ziel zu erreichen, reicht es nicht aus, das Funktional
(1.1) zu betrachten. Um ein Kantenbild k : Q C R? — R zu erhalten, wurden aus diesem
Grund komplexere Energiefunktionale entwickelt. Ein Ansatz, der von Ambrosio/Tortorelli
[2] vorgeschlagen wurde, besteht darin, fiir ein festes € > 0 und Parameter ¢y, ¢a, c3, ¢4 das
folgende Funktional zu minimieren:

Fe(z,k) :cl/

(z(s) — I(s))*ds + 62/ IV (s)|? - (k(s)? + cq)ds
Q Q

+ c3/ <e |VE(s)|* + i(k(s) - 1)2> ds.
Q 4e

Dieses liefert nach Minimierung und geeigneter Parameterwahl ein wiederhergestelltes Bild
z und ein Kantenbild k. Wir werden dieses Funktional nutzen, um die dort erhaltenen
Kantenbilder mit den Kantenbildern zu vergleichen, die wir durch das Lésen des optimalen
Steuerungsproblems (1.3) erhalten. Dabei besteht die Idee grundsétzlich darin, Kantenbil-
der mit Hilfe der optimalen Steuerung zu definieren. Da wir gerade die Steuerung durch
den Bildgradienten definieren und dieser eine grofse Steigung an Kanten aufweist, enthélt
er Kanteninformationen, die wir nutzen wollen. Wir erhalten somit durch die Lésung des
Steuerungsproblems ein Verfahren, das ein wiederhergestelltes Bild und ein Kantenbild
liefert. Je nachdem, welche Art von Steuerbeschriankung wir wéhlen, erhalten wir auch un-
terschiedliche Kantenbilder. Insbesondere untersuchen wir in den Versuchsreihen den Fall
q = 00, also die Beschrinkung der Maximumsnorm von .

Bei der Untersuchung des Steuerungsproblems und der Durchfiihrung vielfaltiger Ver-
suchsreihen werden wir darauf stofsen, dass Steuerungsprobleme insbesondere bei Salt-
and-Pepper-Rauschen sinnvoll eingesetzt werden kénnen. Wir werden ein neues Verfahren
entwickeln, das es ermoglicht, synthetische Bilder mit einer geringen Rauschintensitét zu
entrauschen, ohne dabei Kanten zu zerstéren. Dabei werden wir unser Verfahren mit ei-
nigen Verfahren aus der aktuellen Forschung vergleichen, die in den letzten Jahren unter
anderem von Nikolova [22] und Bar/Kiryati/Sochen [5] entwickelt wurden.

In dieser Arbeit 16sen wir die Variations- und Steuerungsprobleme mit Hilfe von direkten
Verfahren, d.h. wir diskretisieren die Probleme zuerst und wenden anschliefend einen Op-
timierungssolver an. Dieses Verfahren wurde von Theissen [26] fiir optimale Steuerprozesse
mit partiellen Differentialgleichungs-Restriktionen erfolgreich angewandt. Dabei wurden in
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[26] semilineare elliptische und parabolische Differentialgleichungen in den Nebenbedin-
gungen untersucht, wihrend die Nebenbedingungen in dieser Arbeit partielle Differential-
gleichungen erster Ordnung sind.

In der Literatur werden im Gegensatz zu den direkten Verfahren oft die indirekten Verfah-
ren zur Losung der Probleme beschrieben. Wir wollen untersuchen, ob wir auch mit Hilfe
der direkten Verfahren gute Ergebnisse bei Problemen der Bildverarbeitung erzielen, und
unser Vorgehen teilweise auch mit den indirekten Verfahren vergleichen.

Aufbau

In Kapitel 2 werden wir einige Grundlagen der mathematischen Bildverarbeitung, die wir in
den darauf folgenden Kapiteln bendtigen werden, zusammenstellen. In Kapitel 3 fassen wir
die Grundlagen der Theorie der Variationsrechnung sowie der optimalen Steuerungspro-
bleme zusammen. Anschliefend werden wir in Kapitel 4 diese Theorie verwenden, um den
Variationsansatz fiir das image-restoration-Problem herzuleiten. Weiterhin modellieren wir
eine Losung des Problems mit Hilfe von optimalen Steuerungsproblemen. Wir entwickeln
ein neues Verfahren — das ,Steuerungsproblem mit rotating mask® — mit dessen Hilfe wir
kontrolliertes Salt-and-Pepper-Rauschen eliminieren kénnen. Wir stellen die Methoden vor,
die wir als Vergleichsverfahren nutzen werden. In Kapitel 5 behandeln wir die numerische
Losung der Variations- und Steuerungsprobleme. Anschliefsend stellen wir in Kapitel 6 die
Versuchsreihen zusammen, die wir zu den unterschiedlichen Methoden durchgefiihrt ha-
ben. Wir diskutieren die Vor- und Nachteile der unterschiedlichen Ansétze. Zuletzt werden
wir in Kapitel 7 das Vorgehen dieser Arbeit kurz zusammenfassen und die wichtigsten
Resultate dieser Arbeit wiederholen, sowie einen Ausblick auf offene Probleme liefern.

Literatur zur modernen mathematischen Bildverarbeitung ist vor allem in englischer Spra-
che verfiigbar, sodass einige englische Begriffe des spezifischen Vokabulars nur inaddquat
ins Deutsche tibersetzt werden koénnen. Haufig werden in dieser Arbeit die englischen Be-
zeichnungen daher in Klammern mit angegeben oder gar ausschliefslich benutzt.

Bis auf das in der Bildverarbeitung bekannte Lena-Testbild wurden sdmtliche Bilder und
Abbildungen vom Verfasser mit Hilfe von MATLAB erstellt.
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Grundlagen

In diesem Kapitel fithren wir einige Begriffe und Grundlagen der mathematischen Bildver-
arbeitung ein, die wir in dieser Arbeit benotigen werden. Wir erklaren, wie Bildstérungen
entstehen, und geben dafiir ein mathematisches Modell an. Anschliefsend wollen wir die
Frage behandeln, in welchen Funktionenrdumen unsere wiederhergestellten Bilder sinnvol-
lerweise aufgesucht werden sollen. Es ist offensichtlich, dass Bilder normalerweise Spriinge
in der Farbintensitdt enthalten, sodass es nicht sinnvoll ist, Bilder als stetig differenzier-
bar anzunehmen. Wir werden deshalb eine grofsere Klasse von Raumen betrachten, die
sogenannten Sobolevraume.

In diesem Zusammenhang werden wir die unterschiedlichen Repréasentationen von Bildern
untersuchen und zwischen dem diskreten und dem kontinuierlichen Bildmodell unterschei-
den.

2.1 Die Modellierung des Problems — Bildstorungen

Das Problem der Bildwiederherstellung (engl.: image restoration) ist eines der &ltesten
und am hé&ufigsten untersuchten Probleme der Bildverarbeitung. Image restoration dient
oft als Vorverabeitungsschritt fiir Bilder, deren Bildqualitdt beeintrachtigt wurde. Diese
Verminderung der Bildqualitéit geschieht oft bei der Bildaufzeichnung. Jede Digitalkamera
erzeugt zum Beispiel ein sogenanntes Grundrauschen. Dieses entsteht, da die Photodioden
bereits durch Warme oder eine Grundspannung Elektronen abgeben. Bei Tageslicht wird
dieses Grundrauschen iiberdeckt und féllt daher nicht auf. Das Rauschen wird hingegen
sichtbar, wenn die Lichtverhéltnisse zu schlecht sind. Verrauschte und verzerrte Bilder
entstehen auch, wenn sie etwa von einem Satelliten aus dem Weltall aufgezeichnet werden.

Bildstérungen werden in zwei Klassen eingeteilt. Man unterscheidet dazu den systemati-
schen und den zufélligen Fehler. Der systematische Fehler ist auf das Verfahren der Bilder-
fassung zuriickzufiithren und bewirkt ein Verschmieren und Verzerren des Bildes. Dieser
Fehler entsteht, wenn sich die Kamera zum Beispiel relativ zu der Szene bewegt. Der zu-
fallige Fehler wird im Bild im Rauschen sichtbar und kann meistens durch eine Gauss’sche
Verteilung modelliert werden. Um das Problem mathematisch zu formulieren, betrachten
wir Bilder als Funktionen einer Menge 2 C R? in die reellen Zahlen R, also

z: 0 — R.

Anzumerken ist, dass wir fiir den eindimensionalen Fall 2 C R eine Vereinfachung erhalten,
und zx in diesem Fall eindimensionales Bild oder Signal nennen. Wenn es sinnvoll erscheint,
werden wir auf diesen Fall zuriickgreifen.

Der Stérvorgang lisst sich mathematisch ausdriicken. Bezeichnet # : © € R? — R das
tatsichliche ungestorte und I : Q € R? — [a,b] C R das aufgezeichnete gestorte Bild, so
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lasst sich lineares Rauschen durch den Zusammenhang
I(s) = S(z(s)) + T(Z(s))N(s), VseQ (2.1)

modellieren. Dabei bezeichnen S und T geeignete Transformationen eines Bildes x und
N(s) den zufélligen Fehler in einem Punkt s € Q. S und T représentieren den systemati-
schen Fehler. Zum Beispiel erhilt man:

1. Additives Rauschen fiir S(Z) = # und T7'(Z) = 1; oft ist der Erwartungswert E des
Rauschens Null: E(N) = 0.

2. Multiplikatives Rauschen (engl. speckle noise) fiir S(z) = 0 und T'(Z) = ; hierbei gilt
oft E(N) = 1. Diese Art Rauschen tritt z.B. bei Radar- und Ultraschallbildern auf.

3. Verzerrung (engl. blur) erreicht man, wenn N = 0 und S ein Faltungsoperator mit
geeignetem Kern ist: I = S, wobei wir mit * die Faltung einer Funktion bezeichnen.

Den ersten Fall schreiben wir noch einmal explizit auf, da wir meistens ein additives Rau-
schen mit Erwartungswert 0 annehmen werden:

I(s) = S(Z(s)) + N(s),Vs € Q (2.2)

Eine weitere wichtige Art des Rauschens ist das Impulsrauschen (engl.: impulsive noise).
Es gehort zum nichtlinearen Rauschen und kann unterteilt werden in das Salt-and-Pepper-
Rauschen und das Random-Valued Impulsrauschen. Impulsrauschen kann durch fehlerhafte
Pixel in Kamera-Sensoren, fehlerhafte Speicherplétze in der Hardware oder Transmission
in verrauschten Kanélen verursacht werden. Kennzeichnend fiir Impulsrauschen ist, dass
es ungestorte Pixel geben kann. Weiterhin nehmen gestorte Pixel einen Wert an, ganz un-
abhéingig davon, welchen Wert sie vorher hatten. Dies steht im Gegensatz zum additiven
Rauschen, wo der Farbwert des urspriinglichen Pixels mit in die Berechnung des verrausch-
ten Pixels eingeht. Beim Salt-and-Pepper-Rauschen nimmt ein verrauschtes Pixel entweder
den Maximal- oder den Minimalwert in gegebenem Wertebereich [a,b] € R an. Der Mi-
nimalwert entspricht dann z.B. schwarzem ,Pepper und der Maximalwert weiftem ,Salt.
Das Salt-and-Pepper-Rauschen kann wie folgt mathematisch modelliert werden. Bei einer
gegebenen bindren Zufallsverteilung w(s),Vs € Q, d.h. w(s) = 0 oder 1, soll gelten:
I(s) = {:E(s) | wenn w(s) =0,
N(s) | wenn w(s)=1
Dabei ist N(s) ebenfalls eine binére Zufallsvariable, die die Werte a bzw. b annehmen kann.
Den Erwartungswert von w wollen wir Rauschintensitdt nennen. Im Folgenden betrachten

wir nur noch Graustufenbilder mit Wertebereich [0, 1], also = :  — [0, 1]. Dabei soll der
Wert 0 Schwarz und der Wert 1 Weifs darstellen.

Um das image-restoration-Problem zu 16sen, d.h. die Originalbilder so gut es geht wieder-
herzustellen, wurden unterschiedliche Zuginge entwickelt und mathematische Techniken
verwendet, wie z.B. Wavelets, statistisch-basierte Filter, partielle Differentialgleichungen
und der Variationsansatz (vgl. [7] fiir einen groben Uberblick). In dieser Arbeit wird ins-
besondere der Variationsansatz betrachtet, jedoch wird auch die enge Verkniipfung zum
Ansatz mit partiellen Differentialgleichungen deutlich werden.
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2.2 Schlecht gestellte Probleme

Bei dem image-restoration-Problem handelt es sich um ein inverses Problem, d.h. man
mochte den Vorgang, der durch das das Fehlermodell (2.2) gegeben ist, in gewissen Sinne
wieder riuckgéingig machen, um so wieder das ungestorte Bild zu erhalten. Fiir uns von
Bedeutung ist, dass es sich dabei um ein schlecht gestelltes Problem handelt. Genauer
betrachten wir dazu normierte Rdume X,Y und einen linearen Operator A : X — Y. Fiir
gegebenes g € Y suchen wir dann eine Losung f € X der Gleichung

Af=g. (2.3)

Definition 2.1 (Schlecht gestelltes Problem nach Hadamard):
Das Problem (2.3) ist gut gestellt, wenn die folgenden Figenschaften gelten

1. Ezistenz: fir alle g € Y existiert eine Losung von (2.3),
2. FEindeutigkeit: die Losung ist eindeutig,
8. f hdngt stetig von g ab.
Das Problem heifst schlecht gestellt, wenn es nicht gut gestellt ist.

Nun kann man zeigen, dass — wie bereits in Abschnitt 2.1 angedeutet wurde — die Verzer-
rung eines Bildes, die in diesem Fall dem linearen Operator A in (2.3) entspricht, durch
eine Faltung mit Gauss’schem Kern modelliert werden kann und dieser Faltungsopera-
tor kompakt ist. Das hat zur Folge, dass das Problem schlecht gestellt ist. Dies soll hier
jedoch nicht genauer erldutert werden, sondern stattdessen auf [8], pp. 11 verwiesen wer-
den. Informell kann an dieser Stelle noch die folgende Begriindung geliefert werden: Die
Verzerrung eines Bildes entspricht einem Diffusionsprozess, d.h. der Anwendung einiger
Zeitschritte der Warmeleitungsgleichung %x = Az. Die Inversion dieses Prozesses wére
somit ein rickwartiger Diffussionsprozess %a@ = —Ax , der jedoch instabil ist (vgl. [15],
pp. 216).

2.3 Funktionenraume

Wir fiihren einige funktionalanalytische Begriffe und Funktionenrdume ein, die wir beno-
tigen werden. Es bezeichne () eine offene Teilmenge des R"™, wobei wir im Folgenden nur
solche Gebiete betrachten wollen, die einen hinreichend glatten Rand — einen sogenannten
Lipschitzrand — besitzen. Dazu definieren wir:

Definition 2.2 (Lipschitzgebiet):

Es sei Q C R™ offen, beschrankt und zusammenhdangend. 2 heifst Lipschitzgebiet (im stren-
gen Sinne), wenn zu jedem Randpunkt s € 092 eine Umgebung Us und eine bijektive Abbil-
dung ps : Us — Q auf einen offenen Quader @Q : (ai,b1) X -+ X (an,by) C R™ existieren,
und die folgenden Bedingungen erfillen:

1. s st aus einer Drehung und einer Verschiebung zusammengesetzt
2. s bildet ab:

US naQ aquS N {t € Rn|an < tn < fs(tlv e atnfl)}
Us N0Q auf Qs N{t € R"|an <tn = fs(ts, -, tn—1) <bn}
U\(Q2NIN) auf Qs N {t € R"*|fs(t1, - ,tn—1 <tn) < bp}

wobei fs: (a1,b1) X+« X (ap—1,bn—1) — R Lipschitz-stetig sei.
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Fiir 1 < p < oo definieren wir den Lebesgueraum LP(Q2) durch

LP(Q) = {aj : Q2 — R messbar

e as < oo}. (2.4

Dieser ist zusammen mit der LP-Norm

el = ([ |x<s>\pds)‘l7

ein Banachraum. Wenn nicht anders angegeben, so bezeichnen wir mit ||-|| immer die L2-
Norm. Der Raum der wesentlich beschrankten, messbaren Funktionen L>°(2) ist wie folgt
definiert:

L>®(Q) :={z: Q@ —- R messbar| ||z(s)||,, < oo} , wobei

x|, = esssup|z(s)|.
s5€Q)

esssup(x) bezeichnet dabei das Supremum der Funktion z bis auf Mengen vom Maf Null.

Wir fithren nun den Begriff der schwachen Ableitung ein, mit dessen Hilfe wir anschliefsend
die Sobolevrdume definieren kénnen. Dazu definieren wir zundchst den Raum

L.(Q):= {x : 2 — R messbar

/ |z(s)|ds < 00, VK C Q, K kompakt}.
K

Fiir o = (g, , )" € R™ bezeichne |a| den Multiindex:

n |ex]

la] := E o, 0% = 7a18 —.
, 0sy!' - 0sp”
=1

Es bezeichne weiterhin C5°(Q2) := {v € C>°(Q)| supp(v) kompakt, supp(v) C 2} den Vek-
torraum der C°°-Funktionen mit kompakten Tréger. Er wird auch Raum der Testfunk-
tionen genannt. Mit (C§°(2))" wollen wir den Raum aller stetigen linearen Funktionale
x : C§°(2) — R bezeichnen. Diese Raum wird auch Raum der Distributionen genannt. Jetzt
kénnen wir den Begriff der schwachen Ableitung einer Funktion = € L], () einfiihren. Die
Funktion w € L} () heift schwache Ableitung der Ordnung ||, wenn gilt:

/w(s)ap(s)ds = (—1)a|/w(s)8acp(s)ds, Vo € C5°(Q).
Q Q

Wir kénnen w mit 0%z identifizieren, da die schwache Ableitung fiir z € C1*/(Q) mit der
klassischen Ableitung {ibereinstimmt.

Nun koénnen wir die Sobolevraume definieren, indem wir verlangen, dass die schwachen
Ableitungen in den Lebesguerdumen enthalten sind:

Definition 2.3 (Sobolevraum):
Fir 1 <p < oo, k €Ny, definieren wir den Sobolevraum W#*P(Q) durch

WhP(Q) := {2 € LP(Q)[30% € LP(Q),V |a| < k}.
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Ist Q beschriinkt, so ist W1*°(Q) der Raum der Lipschitzfunktionen, d.h. der Funktionen,
die Lipschitz-stetig sind.

Wenn wir einen allgemeineren Wertebereich R™ der Funktionen aus LP(2) betrachten wol-
len, schreiben wir LP(€2,R™), und definieren diesen Raum ganz entsprechend zu der Defi-
nition des Lebesgueraums (2.4). Dieselbe Schreibweise soll auch fiir die Sobolevraume und

den Raum der Testfunktionen gelten, also W1P(Q,R") bzw. (C$°(Q,R"))".

Wir fiithren nun noch einen weiteren Raum ein, der in der Bildverarbeitung oft verwendet
wird. Ist Q eine beschriinkte offene Menge in R™, so definieren wir zunichst fiir € L' ()
die Totalvariation

||y = sup{/ xdivpds
Q

o CRQRY, ol < 1},

wobei [|¢]|, < 1 bedeutet, dass alle Komponenten von ¢ eine Maximumsnorm kleiner als
1 haben. Ist die schwache Ableitung von z in L'(£2) enthalten, so kann man zeigen, dass
in diesem Fall

2l = /Q Va(s)| ds (2.5)

gilt (vgl. [15], pp. 48). Wir definieren den Raum der Funktionen beschrankter Totalvariation
BV (Q) als den Raum aller L'-messbaren Funktionen mit beschriinkter Totalvariation:

Definition 2.4 (Raum der Funktionen beschrinkter Totalvariation):
Der Raum

BV(Q) = {z € L'(Q)||z|p < oo} (2.6)
ist mit der Norm

[zl gy = ll2lly + [zl

ein Banachraum.

2.4 Reprasentation von Bildern — Diskretes und
kontinuierliches Bildmodell

In der Bildverarbeitung unterscheidet man das kontinuierliche und das diskrete Bildmo-
dell. Werden Bilder mit Hilfe des Computers bearbeitet, so geschieht diese Verarbeitung
letztlich mit diskreten Bildern. Die Problemmodellierung und Analyse des Modells basiert
jedoch meistens auf dem kontinuierlichen Bildmodell. Dabei ist es normalerweise nicht von
Interesse, Bilder als stetig vorauszusetzen, da sie oft Unstetigkeiten enthalten, wie zum
Beispiel Kanten. Hingegen wird auf natiirliche Weise oft die Beschrénktheit von Bildern
vorausgesetzt.

2.4.1 Diskretes Bildmodell

Ein diskretes Bild erhélt man, indem man von einem dquidistanten (N7 x N3)-Gitter aus-
geht und jedem Gitterpunkt einen Grau- bzw. Farbwert zuweist. Somit kann ein Bild also
durch eine Matrix z € RN1*N2 heschrieben werden. Wir wollen einige Bezeichnungsweisen
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einfithren, die in den folgenden Kapiteln immer dann niitzlich sein werden, wenn wir mit
dem diskreten Bildmodell arbeiten. Die Gitterpunkte eines zweidimensionalen Bildes sollen
sowohl in der Breite als auch in der Lange einen Abstand h zueinander haben, den wir bei
Bildern immer gleich 1 setzen. Diese sind also gegeben durch:

si; = (ih, jh) mit (4,5) € {1,--- , N1} x {1,---, Na}.
Fiir den Wert des Bildes z in einem Gitterpunkt s; ; fiihren wir folgende Schreibweise ein:
xij = x(si;) mit (4,7) € {1,--- , N1} x {1,--- , Na}.
Abkiirzend schreiben wir auch fiir das Gitter der Grofke Ny x Na:
QNN =1L, , N1} x {1,---, Na}.
Fiir jeden Punkt s; ; im Innern des Gitters definieren wir seine Nachbarschaft durch:
Nig = A{sij-1,8i441, 8114, Siv1,5} - (2.7)

Die Nachbarschaft eines Punktes ist also die Menge der vier direkt anliegenden Punkte
im Gitter. Fiir einen Randpunkt s; ; mit (¢,7) € {1} x {2,---, Na — 1} erkléren wir seine
Nachbarschaft durch:

Nij = {Sij—1, Si,j+1, Si41,5} -

Analog definieren wir die Nachbarschaft fiir alle anderen Randpunkte, wobei die Nachbar-
schaft eines Eckpunktes dementsprechend nur aus zwei Punkten besteht.

Wir wollen in dieser Arbeit sehr genau zwischen Gitterpunkten und Pixeln unterscheiden.
Fiir einen gegebenen Gitterpunkt s; ; € €y, n, definieren wir den zugehorigen Pixel durch:

Pij = Isij = 50805+ g[X[Sm‘ - ga«?m + g[-
Wihrend der Gitterpunkt wirklich nur ein Punkt ist, verstehen wir in dieser Arbeit unter
einem Pixel eine Menge von Punkten, wobei alle Punkte in dem Pixel den gleichen Farbwert
besitzen sollen. Wenn wir also von einem verrauschten Pixel sprechen, so ist nicht nur ein
Punkt in diesem Pixel verrauscht, sondern der gesamte zugehorige Bereich erhélt denselben
Farbwert. Statt Gitterpunkt sagen wir oft — wenn dies aus dem Zusammenhang klar ist —
auch einfach nur Punkt.

Fiir einen Gitterpunkt im Innern des Gitters konnen wir die Vorwérts- und Riickwartsdif-
ferenzenquotienten definieren. Wir fiihren fiir einen Punkt s; ; im Innern des Gitters die
folgenden Bezeichnungen ein:

Lit1,j — Lij Lij+1 — Lij
6:9‘(‘1,1] = J 5J , 6+x1 P »J J ,
177 h 8271,] h
_ Lij — Li—1,5 — Ti 5 — Ljj—1
58 .',UrL ] = ) ) , 6 xl . )] 5]
1% h $2%,] h

Fiir den eindimensionalen Fall 2 C R gelten entsprechende Bezeichnungen, zum Beispiel
bezeichne z; := z(s;) den Wert im den Gitterpunkt s; und §}x; den Vorwirtsdifferenzen-
quotienten in diesem Punkt.

Wir wollen nun kurz die Giite der Approximation der Ableitungen durch finite Differenzen
diskutieren, und betrachten dazu die Funktion z : @ € R — R. Wenn die Funktion
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hinreichend glatt ist, so gilt fiir kleines h die Approximation z'(s;) ~ 6] z(s;). Genauer
folgt zunéchst nach dem Mittelwertsatz:

x(s; +h) —x(s;) = 2'(s))h + %x”(f)h2, € € [si, 8+ h].

Und somit erhalten wir die Abschatzung

>

o = ] = sup 5 a(s) /()] < 5 sup e (©)| = 5 o]

In glatten Regionen, in denen z zweimal stetig differenzierbar ist, ist ||z”||,, unabhéngig

von h, und wir erhalten eine gute Néherung der Ableitung fiir h — 0. Hingegen ist bei
einer Kante 2/(s) ~ % und 2’'(s) =~ hz, und der Fehler, der bei der Finite-Differenzen-
Approximation entsteht, kann daher nur noch durch den Wert > 5 (fiir h < 1) abgeschétzt
werden, sodass wir den Approximationsfehler nicht hmrelchend gut abschétzen konnen.
Wie wir sehen werden, liefert die Diskretisierung in der Praxis jedoch gute Ergebnisse und

ist leicht anwendbar.

Ist ein diskretes Bild = gegeben, so lasst sich diesem wiederum ein kontinuierliches Bild
#: Q Cc R? — R zuordnen, indem man zum Beispiel zwischen den einzelnen Gitterpunkten
linear interpoliert oder es als stiichweise konstantes Bild auffasst. Der Einfachheit halber
betrachten wir ein eindimensionales Bild, das auf N Gitterpunkten s; < --- < sy gegeben
ist, wobei die Gitterpunkte jeweils den dquidistanten Abstand A haben sollen. Wenn wir
zwischen den Gitterpunkten linear interpolieren, erhalten wir das kontinuierliche Bild
Tit1 — L5
—(s

(
Ein stiickweise konstantes Bild 14fst sich bei gegebenen Konstanten ¢, mit der charakteris-
tischen Funktion x schreiben als

(s) = a; + —s;) firse€[s;,siq41], i€l,--- ,N—1.

N
B(8) = ) CnX(y,—b anp2((5) (2.8)
n=1
Dabei nimmt x auf dem (eindimensionalen) Pixel P, := [s,, — 2, s,,+ 2[ den Wert 1 an und

sonst 0. Informell kénnen wir sagen, dass wir jedem Pixel P, den Farbwert des zugehorigen
Gitterpunktes s, zuordnen.

Nun bestimmen wir den Gesamtfehler eines Bildes, das durch das additive Gauss’sche
Rauschen gestort wurde. Wir betrachten dazu das Fehlermodell (2.2) fiir ein diskretes
gestortes Bild I und das ungestorte Bild & mit Z,1 € R™*™. Das Fehlermodell hat im
diskreten Fall dann die Gestalt

lij = STij+ Nij, Y(i,j) € Qnn, (2.9)

wobei S eine n X n-Matrix und die N;; unabhéngige normalverteilte Zufallsvariable mit
Varianz 02 und Erwartungswert 0 sind. Fiir den normierten quadratischen Gesamtfehler
gilt

S NP = STE(N)) = o S E(Ni — B(N;,))?) (210)

1,j=1 1,j=1 4,j=1

i,j=1

10
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Weiterhin erhalten wir durch Umstellung von (2.9):
Il] - S:ii,j — Ni,j7 \V/(Z,]) € Qn,na

und somit gilt

Z 'L
n2 J 4) n2

,Jl ,Jl

Fiir n — oo erhalten wir den Ubergang zum kontinuierlichen Bild, und es folgt:

/Q (I(s) — S(i(s)))2ds = / (N(s))%ds = o2 (2.12)

Q

2.4.2 Kontinuierliches Bildmodell - geeignete Funktionenraume

In diesem Abschnitt soll die Frage diskutiert werden, welche mathematischen Funktionen-
raume fiir ein kontinuierliches Bild z : 2 — R im Zusammenhang mit unserer Problemstel-
lung aus Abschnitt 2.1 geeignet sind. Wir unterscheiden dabei in der Regel zwischen einem
Funktionenraum X', der unsere beobachteten Bilder enthélt, und einem Funktionenraum
Y, in dem wir unser gewiinschtes Bild suchen. Unsere beobachteten Bilder sind in der Regel
verrauscht. Besitzt das Rauschen die Varianz o und Mittelwert 0, so gilt (vgl. (2.12))

/(N(s))2ds =02
Q

Somit ist zumindest N € L?(€). Da das ungestorte Bild in der Regel viel regulérer ist und
nicht so grofse Oszillationen aufweist wie das Gauss’sche Rauschen N, folgern wir insge-
samt, dass sich das beobachtete Bild I : @ — R in L?(Q) befindet. Der Bildraum ) soll
in der Regel Bilder enthalten, die nicht so stark oszillieren. Also ist es sinnvoll, mehr Re-
gularitit zu fordern. Dies erreichen wir, indem wir verlangen, dass die schwache Ableitung
unseres Bildes beschrankt ist, d.h. wir verlangen, dass das gesuchte Bild im Sobolevraum
WP(Q),p > 1, enthalten ist. Dies deckt sich gewissermafen auch mit der intuitiven De-
finition von Glattheit: Ein Bild ist glatt, wenn der Gradient nicht zu stark oszilliert und
somit zumindest beschrénkt ist. Diese Tatsache werden wir auch bei der Modellierung der
Methoden zur Losung unseres Problems verwenden. Bilder in Sobolevrdumen zu vermuten
ist aus Sicht der Bildverarbeitung jedoch nicht ideal, da man in diesen Radumen keine Bilder
mit Kanten modellieren kann. Dass stiickweise stetige Funktionen nicht im Sobolevraum
W12(0Q) enthalten sind, wollen wir kurz darlegen. Wir betrachten dazu die Heavisidefunk-
tion auf dem Intervall [0, 1], die im eindimensionalen offensichtlich eine Kante aufweist:

Wir bestimmen die schwache Ableitung von H. Fiir die Testfunktionen ¢ € C*°([0,1]) mit
©(0) = ¢(1) = 0 gilt mittels partieller Integration:

/H' s)ds =H /H
/ H(s)¢/(5)ds = — / ¢'<s>ds=w<§>.

11
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Die schwache Ableitung der Heavisidefunktion ist also die Dirac-Delta-Distribution § : ¢ +—
¢(3). Diese liegt jedoch nicht in L2([0,1]). Dies erkennen wir, indem wir eine Folge von
Testfunktionen ¢, betrachten, fiir die gilt:

1
/ on(s)ds =1, ¢p(=z) — oo fiir n — oo.
Q 2

Nach dem Rieszschen Darstellungssatz [4], pp. 76, ist jedes stetige lineare Funktional auf
L?(]0,1]) von der Gestalt

<p|—>/Q(5(s)g0n(s)ds.

Nun ist jedoch mit obiger Folge ¢, fiir n — oo
/ 3(8)pn(s)ds — oo,
Q

und somit § ¢ L%([0,1]). Daher ist die Heavisidefunktion nicht im Sobolevraum W2([0, 1])
enthalten. Es kann sogar noch mehr gezeigt werden. Wir zitieren das folgende Lemma aus
[9], pp. 40 und verzichten auf den Beweis:

Lemma 2.1:
Sei D C Q ein Gebiet mit C'-Rand. Dann ist die Funktion

{1 | wenn s € D,
z(s) =

0 | sonst.

nicht in WP (Q) fiir p > 1.

Dies bedeutet nun, dass selbst der grofite Sobolevraum W1 (Q) keine stiickweise konstan-
ten Funktionen, also insbesondere keine Kanten enthélt. Dies ist jedoch der Fall im Raum
BV () (vgl. (2.6) und [9], pp. 50). Aus diesem Grund und weil Existenzsétze einfacher zu
formulieren sind als fiir Lebesguerdume, findet er in der Bildverarbeitung oft Verwendung.

2.4.3 Uberginge zwischen den Modellen

Wie bereits angemerkt wurde, kann ein diskretes Bild etwa durch Interpolation in ein kon-
tinuierliches Bild {ibergehen. Umgekehrt erhalten wir aus einem kontinuierlichen Bild ein
diskretes Bild, wenn wir jedem Gitterpunkt jeweils einen Mittelwert aus dem zugehorigen
Bereich des kontinuierlichen Bildes zuordnen. Der Wechsel zwischen den unterschiedlichen
Bild-Repréasentationen in dieser Arbeit kann durch das folgende vierstufige Schema zusam-
mengefasst werden:

Wir wollen dieses Schema kurz erlautern. In Kapitel 4 werden wir unsere Methoden zur Pro-
blemlésung modellieren und die Bilder meistens in Sobolevraumen aufsuchen. Anschliefsend
werden wir in Kapitel 5 diese Modelle diskretisieren und dabei diskrete Bilder erhalten.
Wir 16sen das erhaltene Problem in Kapitel 6, und erhalten wiederum ein diskretes Bild
als Losung. Meistens werden diese Bilder nun bewertet. Es besteht jedoch noch die Mog-
lichkeit, das Bild zunéchst noch linear zu interpolieren und anschliefend zu bewerten, was
in der géngigen Literatur meistens nicht angemerkt wird. Meistens werden wir jedoch die
zugehorigen kontinuierlichen Bilder als stiickweise konstant auffassen, also eine Definition
wie in (2.8) verwenden.

12
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. Problemmodellierung: Kontinuierliches Modell in Sobolevraumen — Kapitel 4
| Diskretisierung
II. Diskretes Problem — Kapitel 5, teilweise auch Kapitel 4
| Lésung das Problem
III. Losung: diskretes Bild — Kapitel 5 und 6
|l Interpolation zwischen den Gitterpunkten
IV. Kontinuierliches Bild (stiickweise linear bzw. stiickweise konstant) — Kapitel 6

Abbildung 2.1: Uberblick iiber unterschiedliche Bildreprisentationen in dieser Arbeit

Die Frage, inwiefern die kontinuierlichen Bilder bzw. die diskreten Bilder, die wir letzt-
endlich mit unseren Verfahren erhalten, mit unseren Bildern aus der Problemmodellierung
zusammenhéngen, erweist sich aus mehreren Griinden als schwierig. Losen wir das image-
restoration-Problem etwa mit Hilfe von partiellen Differentialgleichungen, so kénnten wir
fiir gewisse Félle mit Konsistenz- und Stabilitdtsaussagen eine Konvergenz der diskreten
Bilder gegen das gesuchte Bild im Sobolevraum beweisen, etwa nach dem Vorbild [3], pp.
233 ff. Da wir in dieser Arbeit das Problem oft als Steuerungsproblem modellieren, kénnen
entsprechende Aussagen nicht behandelt werden, da die zugehorigen Konvergenzbeweise
noch nicht ausgearbeitet wurden.

13



3 Variationsprobleme und Probleme der
Optimalen Steuerung — notwendige
Optimalitatsbedingungen

In der Bildverarbeitung ist man oft bestrebt, bestimmte Aufgaben als Probleme der Mini-
mierung von Energiefunktionalen zu modellieren. Das theoretische Fundament fiir solche
Aufgaben liefern die Variationsrechnung und die Theorie der optimalen Steuerung. In die-
sem Kapitel stellen wir die Grundlagen dieser Theorie zusammen und formulieren insbe-
sondere notwendige Optimalitdtsbedingungen, die eine Minimalstelle der entsprechenden
Energiefunktionale erfiillen muss.

3.1 Variationsprobleme

Wir betrachten Funktionen z : 2 C R™ — R™, wobei wir annehmen, dass x im Sobolev-
raum WHP() enthalten ist. In der Variationsrechnung werden dann Energiefunktionale
F: WlP(Q) — R der folgenden Gestalt betrachtet:

Plz) = /Q F(5,2(s), Ja(s))ds, (3.1)

wobei
g—g(s) %(s)
Jx(s) = : :
G (s) ... Gm(s)

die Jacobi-Matrix von x im Punkt s bezeichne. Bei einer gegebenen Funktion f lautet
nun das Ziel, die minimale Energie zu bestimmen, also eine Funktion x zu finden, sodass
das Funktional F' minimal wird. Dabei stellen sich die Fragen nach der Eindeutigkeit
und Existenz einer solchen Minimalstelle z. Wir werden dabei meistens fordern, dass x
aufserdem die Dirichletrandbedingung

z =y auf 09 fiir gegebenes y € W1P(Q,R") (3.2)

erfiillt. Wenn wir mit VVO1 (2, R") den Raum der Funktionen aus W1P(Q, R") bezeichnen,
die auf dem Rand 02 den Wert 0 annehmen, ist die Schreibweise z —y € W& P(Q,R™)
gleichbedeutend mit (3.2). Analog dazu schreiben wir auch z € y—i—WO1 P(Q,R"), und damit
ist die Randbedingung also implizit im Losungsraum enthalten.

Wir kldaren zunéchst die Frage, wann eine Losung existiert, und geben anschliefsend not-
wendige Optimalitédtsbedingungen an.

14
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3.1.1 Existenzsatze

In der Variationsrechnung unterscheidet man den klassischen Ansatz und die direkte Me-
thode. Mit Hilfe des klassischen Ansatzes werden wir im néchsten Abschnitt Bedingungen
herleiten, die eine Minimalstelle erfiillen muss. Unter der direkten Methode der Variations-
rechnung versteht man, fiir das Problem

Minimiere F(z) (3.3)

eine Minimalfolge zj, zu finden, die gegen die Minimalstelle & konvergiert. Nach dem Satz
von Weierstrass nimmt eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge Maximal- und
Minimalstelle an. Die Stetigkeit fiir ' zu fordern, wére in einigen Fillen zu einschréankend.
Stattdessen fordern wir allgemeiner, dass F' folgenunterhalbstetig ist, und erhalten den
folgenden Satz, der die Existenz einer Minimalstelle garantiert:

Satz 3.1 (Fundamentaler Existenzsatz der Optimierung):
Sei X ein topologischer Raum mit Topologie 7 und F : (X,7) — R U oo ein nach unten
beschrinktes Funktional. Es gelte

1. Folgenunterhalbstetigkeit: fiir jede Folge xi, — x in der Topologie T gelte

F(x) < lilgn inf F(xy).

2. Kompaktheit: es existiert ein o € R, sodass die Niveaumenge
So i={z € X|F(x) < a}

nichtleer und folgenkompakt in der Topologie T ist.

Dann existiert eine Minimalstelle & von (3.3).

Beweis. Es sei x,, eine Minimalfolge in X, d.h. lim F(x,) = inéf‘(F(x) > —00. Sei « 80
n—oo S

gegeben, dass S, nichtleer ist. Dann existiert N € N, sodass fiir alle n > N : F(z,) < a.
Somit ist x, fiir n > N in der folgenkompakten Menge S, und hat daher eine konvergente
Teilfolge x,, — 2. Nun folgt aus der Folgenunterhalbstetigkeit von F:

F(z) <liminfF(z,,) = lim F(z,,) = inf F(z) < F(2)

k—o0 k—o0 TEX

und damit inf F'(z) = F(Z). O

TeEX

Ist das Funktional F' von der Gestalt (3.1), so laft sich ein Existenzsatz angeben, der
einfacher zu verifizieren ist und fir unsere Zwecke ausreicht. In diesem Fall 14t sich unter
geeigneten Voraussetzungen die Folgenunterhalbstetigkeit aus der Konvexitét von f folgern.
Die Beschranktheit der Folge erhalten wir aus der Koerzivitit des Funktionals F. Dabei
heift F koerziv, wenn lim F'(z) = oo fiir |x| — oo. Wir prizisieren diese Uberlegungen,
indem wir den folgenden Satz aus [17], pp. 84, zitieren:

Satz 3.2 (Existenzsatz fiir Funktionale mit konvexem Integranden):
Sei @ C R"™ offen, beschrinkt und habe einen Lipschitzrand. Es sei der Integrand f €
C'(2x R xR, f = f(s,w,&). Weiterhin gelten die folgenden beiden Bedingungen:

(i) &€ — f(s,w,§) sei konvex fiir jedes (s,w) € Q x R,

15
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(ii) 3a € LY (Q),b > 0,¢ > 0,p > 1, sodass fiir jedes (s,w, &) € Q x R x R™ gilt:
f(s,w0,8) = als) +b|w|” +c[¢]P.
Dann hat das Problem

Minimiere {F(:c) = /Qf(s,x(s), Ju(s))ds| z € y + Wol’p(Q)}

eine Losung. Ist zudem (w,&) — f(s,w,&) strikt konvez, so ist die Lisung eindeutig.

3.1.2 Notwendige Optimalitdtsbedingungen

Der klassische Ansatz der Variationsrechnung beruht auf der Aufstellung notwendiger Op-
timalitatsbedingungen, die wir nun formulieren. Dazu ist es zunéchst notwendig, den Dif-
ferenzierbarkeitsbegriff in Banachrdumen zu erkldren. Fundamental dafiir ist der Begriff
der Gateaux-Ableitung:

Definition 3.1 (Gateaux-Ableitung):

Seien X und ) Banachrdume. und F : X — Y. Wir definieren die Richtungsableitung von
F in emnem Punkt x in Richtung y durch

T 150,650 t ’

falls der Grenzwert auf der rechten Seite existiert. F' heiffe Gateaux-differenzierbar in x,
wenn der Grenzwert fir alle y € X existiert und zudem ein linearer stetiger Operator
A: X — Y existiert, sodass

Fl(z,y)=Ay VreX.
A heifit auch Gateaux-Ableitung in z, und wir bezeichnen sie mit F'(x).

Die Gateaux-Ableitung ist also ein lineares stetiges Funktional auf X', also ein Element
des Dualraums X*. Wenn X ein Hilbertraum ist, kann nach dem Satz von Riesz (vgl.
[4], pp. 76) jedes Element aus X* mit einem Element aus dem Dualraum X identifiziert
werden. Den Ausdruck aus X, den wir in einem solchen Fall mit der Gateaux-Ableitung
identifizieren, nennen wir Gradient von F'. Wir verdeutlichen dies an einem Beispiel.
Beispiel 1. Sei H ein Hilbertraum mit zugehdrigem Skalarprodukt (-,-) und f: H — H
eine Funktion, definiert durch

f(z) = (z,z)
Fiir die Gateaux-Ableitung von f gilt
: +ty) — f(@)
/ — 1 f(.f[f
flay = tm i
~ lim (x +ty,x + ty) — (z,x)
t—0,t>0 t
L 2y )
t—0,t>0 t

= (2z,y) .

Die Ableitung ist also in diesem Fall durch die Vorschrift f'(z)y = 2 (x, y) gegeben, wiahrend
wir mit dem Ausdruck f’(x) = 2z den Gradienten identifizieren.
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Der folgende Satz ist nun fundamental fiir die Herleitung notwendiger Optimalitdtsbedin-
gungen fiir das Standardfunktional der Variationsrechnung (3.1):

Satz 3.3 (Notwendige Optimalitdtsbedingung):
F: X — R sei Gateaux-differenzierbar und T sei eine globale Minimalstelle von F', d.h.

F(z) =inf {F(x)|x € X}.
Dann gilt

F'(Z)y=0 VyeX. (3.4)
Beweis. Sei x die Minimalstelle von F'. Fiir y € X, t € R definieren wir die reelle Funktion
@ : R — R durch

p(t) = F(T + ty).
Somit nimmt ¢ in ¢ = 0 sein Minimum an, und da ¢ differenzierbar ist, gilt fiir jedes y € X

d
0=¢'(0) =—F(Z + ty)|i=0

dt
F(z+ (t+h)y) — F(z + ty)

=1 _
hlg(l) h le=0
— lim F(z + hy) — F(2)
h—0 h
=F'(z)y.

O

Gilt die Beziehung (3.4) fiir ein Z, so ist dies noch nicht hinreichend fiir eine Minimalstelle,
jedoch gilt der folgende Satz:

Satz 3.4 (Hinreichende Optimalititsbedingung):
Sei F' Gateaux-differenzierbar und zusdtzlich konvex. Fiir x € X gelte

F'(Z)y=0 VyeAX.

Dann ist © eine Minimalstelle von F'.
Beweis. Der Beweis findet sich in [16], pp. 51. O

Wir geben nun noch die Optimalitdtsbedingungen fiir Funktionale F' der Gestalt (3.1)
an. Wir fordern dann, dass die gesuchte Minimalstelle x zweimal stetig differenzierbar ist.
Dann erhalten wir Optimalitdtsbedingungen fiir eine globale Minimalstelle, die sich leicht
auf unsere Probleme anwenden lassen. Die folgenden Optimalitdtsbedingungen lassen sich
aus Satz 3.3 herleiten und werden auch als FEuler-Lagrange-Gleichungen bezeichnet:

Satz 3.5 (Euler-Lagrange-Gleichung):
Sei m,n > 1, Q € R™ ein Lipschitzgebiet. Weiterhin sei der Integrand f(s,x,&) mit
fiQxR™ x R"™ — R eine C%-Funktion. Ist * € C*(Q,R™) eine Minimalstelle von

F(x) = /Qf(s,a:(s), Jx(s))ds mit x € zo+ Wol’p(Q,]R"),

dann gilt fir jedes s € Q und 1 < i < m die notwendige Bedingung

F'(2*) = —div <af(s,ac*, J:):*)) +

8 * k _
o€ —f(s,z*, Jz*) = 0.

(%ci
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3 Variationsprobleme und Probleme der optimalen Steuerung

Dabei bezeichne div den Divergenz-Operator, der fiir eine Funktion x : R® — R definiert
ist als:

" Ox
div e =S 2%,
v @ Z 75
1=1
Beweis. Ein Beweis dieses Satzes findet sich in [16], pp.87. O

Im Fall n = 1 sind die Euler-Lagrange-Gleichungen ein System von m gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungen. Ist m = 1, so ist die Euler-Lagrange-Gleichung eine partielle Differen-
tialgleichung.

3.2 Probleme der optimalen Steuerung

Um Probleme der optimalen Steuerung zu erhalten, nehmen wir zunéchst zu dem Variati-
onsproblem

Minimiere {F(x) = /Qf(s,x(s), Jx(s))ds mit x € Wol’p(Q,]Rm), QcC R"} (3.5)

Beschrankungen der partiellen Ableitungen von x hinzu:
Jz(s) € K C R"(V)s € Q, Kkonvex.

Fiir eine Menge M C R"™ bedeute die Bezeichnung (V)s € M, dass eine Aussage ,fiir fast
alle s € M* gilt, d.h. wenn es eine Nullmenge N gibt, sodass die Aussage fiir alle s € M\ N
gilt.

Durch Einfithrung einer Steuerung u erhalten wir aus diesem Variationsproblem mit Ne-
benbedingung ein Problem der optimalen Steuerung:

(P) Minimiere F(z,u) = / f(s,z(s),u(s))ds (3.6)
Q

unter u(s) = Jz(s), (V)s € Q, (3.7)

u(s) e K CR"™, (V) s € Q. (3.8)

Dabei suchen wir wie in dem Variationsproblem (3.5) den Zustand z in W, (Q, R™) auf,
und erhalten so auf natiirliche Weise fiir die Steuerung den Funktionenraum LP (2, R™™).
Wir definieren die Menge der zuldssigen Steuerungen (oder auch Steuerbereich genannt)
durch

U={ue lP(Q,R")|u(s) € K CR"(Y)s € Q}.

Die Nebenbedingung u € U nennen wir dann Steuerbeschrankung, wihrend wir Nebenbe-
dingungen der Gestalt

u(s) = Jz(s), (V)se€

Zustandsgleichungen nennen wollen. Die Menge aller Paare (z,u) € Wol’p(ﬂ, R™)x LP (2, R™™),
die die Nebenbedingungen (3.7) und (3.8) erfiillen, nennen wir zuldssige Menge. Jedes sol-
che Paar heift zuldssig. Es folgt dann aus der Steuerbeschrankung, dass « € VVO1 PQ,R™)N
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3 Variationsprobleme und Probleme der optimalen Steuerung

Wol’oo(ﬂ, R™) ist. Im Fall 1 < p < n besitzt = einen Lipschitz-stetigen Reprisentanten. Die
Aufgabe der optimalen Steuerung besteht darin, ein zuléssiges Paar (z*,u*) zu finden, fiir
welches gilt:

F(z*,u*) < F(z,u) fir alle zulédssigen Paare (z,u)

Ein mehrdimensionales Steuerungsproblem der Gestalt (P) ist ein Problem vom
Dieudonné-Rashevsky-Typ. Steuerungsprobleme dieser Gestalt finden bei Torsionsproble-
men fiir prismatische Stédbe mit elastischem Materialverhalten Anwendung. In [31], pp.
108 ff. wird vorgeschlagen, Probleme der Bildverarbeitung als Steuerungsprobleme dieser
Art aufzufassen. So ergibt sich dies in natiirlicher Weise fiir das in der Bildverarbeitung
bekannte shape-from- shading-Problem oder das Problem des optischen Flusses. In dieser
Arbeit werden wir das image-restoration-Problem als Steuerungsproblem der Gestalt (P)
modellieren.

Bemerkung 3.1. Mehrdimensionale Steuerungsprobleme der Gestalt (P) wurden bisher
numerisch kaum behandelt. Die Arbeit von Dewess/Helbig [18] kann dabei als Vorlaufer
angesehen werden, wobei in dieser Arbeit nicht das Problem (P) unmittelbar numerisch
gelost wurde, sondern das duale Problem.

Im Folgenden werden notwendige Optimalitdtsbedingungen formuliert. Dabei hdngt das
weitere Vorgehen davon ab, ob der Integrand f konvex oder nichtkonvex ist. Wir werden
uns auf den konvexen Fall beschranken.

3.2.1 Das Pontrjaginsche Maximumprinzip fiir mehrdimensionale
Steuerungsprobleme

Es gelte n > 1,m > 2,1 < p < oo und K sei ein konvexer Korper mit 0 € int(K).
Weiterhin sei  Abschluf eines beschriankten Lipschitzgebietes. Der Integrand f(s,w, &)
mit f: O x R?" x R™ — R sei in s stetig und nach allen x; und §;; stetig differenzier-
bar. Wenn wir zudem nur konvexe Integranden betrachten, so konnen wir die folgenden
notwendigen Optimalitdtsbedingungen fiir das Dieudonné-Rashevsky-Problem der Gestalt
(P) anwenden, die in der folgenden Form erstmals von Wagner [31], pp. 92 ff. formuliert
wurden:

Satz 3.6 (Pontrjaginsches Maximumprinzip fiir das Dieudonné-Rashevsky-Pro-
blem mit konvexem Integranden):

Das Dieudonné-Rashevsky-Problem (P) habe eine globale Minimalstelle (z*,u*) und es
gelten die obigen Voraussetzungen. Der Integrand f(s,w,&) sei konvex beziglich & fir alle
(s,w) € Q x R™. Dann existieren Multiplikatoren \g > 0 und y € L9 (2, R™), wobei q die
zu p Konjugierte sei, d.h. * +é =1, die nicht gleichzeitig verschwinden und die folgenden
beiden Bedignungen erfillen:

- Z/Q (uij(s) — uj;(s)) yij(s)ds >0 Vu € U,

i!j
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3 Variationsprobleme und Probleme der optimalen Steuerung

i JQ 851
+ Z/ Oz; (s) — Ox; (s) ) yij(s)ds =0 Va e WrP(Q,R").
i Q 8Sj aSj J 0 ’

Aus der Bedingung (M) kann eine punktweise Fomulierung hergeleitet werden. Es gilt

(MP): X (f(s,27(s), &) — f(s,27(s), u"(s)))
=D (&5 — () wi(s)ds 20 VEEK (Vs €.

Beweis. Der Beweis dieses Satzes findet sich in [31], pp. 93 ff. O

Die punktweise Formulierung des Maximumsprinzips (M P) eignet sich zur Auswertung,
wenn ein Problem der Gestalt (P) vorliegt.

Wir schliefsen nun noch einige Bemerkungen zu den notwendigen Bedingungen an.

Bemerkung 3.2. Wie eine Neuformulierung dieses Satzes in 32|, pp. 6 zeigt, ist es nicht
notig, die Stetigkeit des Integranden f beziiglich s zu fordern. Diese Bedingung kann ab-
geschwécht werden, indem wir nur fordern, dass f messbar und wesentlich beschrankt
beziiglich s ist. Der Beweis bleibt unverandert.

Bemerkung 3.3. Die Frage nach der Existenz einer Losung fiir Probleme vom Dieudonné-
Rashevsky-Typ wird in [24], pp. 217 ff. beantwortet. Dabei muss fiir nichtkonvexe Integran-
den das relaxierte Problem betrachtet werden, das die notigen Konvexitdtseigenschaften
erfiillt. Unter gewissen Voraussetzungen kann dann die Existenz einer globalen Minimal-
stelle bewiesen werden.
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4 Variationsmethoden in der
Bildverarbeitung

4.1 Der Variationsansatz zur Losung des
image-restoration-Problems

4.1.1 Herleitung des Variationsansatzes

Veriationsmethoden zur Bildwiederherstellung beruhen auf der Minimierung von Energie-
funktionalen. Dieser Ansatz besitzt den Vorteil leicht verstdndlicher und intuitiver Pro-
blemmodellierung. Weiterhin lassen sich entwickelte Modelle leicht auf neue Probleme er-
weitern.

Wir gehen nun von dem Fehlermodell (2.2) aus, d.h. unser beobachtetes Bild sei verzerrt
und mit additivem Gauss’schem Rauschen gestort. Nun wollen wir daraus einen Varia-
tionsansatz zur Bildwiederherstellung herleiten. Sei also I das beobachtete Bild,  das
gesuchte Originalbild, S eine gegebene Transformation und N ein stochastisches Rauschen
mit Varianz o2 und Erwartungswert Null. Im Folgenden nehmen wir weiterhin an, dass
I,7 € WH2(Q) und S ein linearer Operator auf L?((2) ist. Nach (2.12) gilt dann die Glei-
chung

/ (I(s) — S(3(s)))2ds = o2
Q

Wir betrachten diese Gleichung als Nebenbedingung, die erfiillt sein soll, und erhalten nun
mit einem noch naher zu spezifizierenden Energiefunktional F das folgende Modell, dessen
Losung das wiederhergestellte Bild ist:

min F(x),

unter ||I — S(z)|* = 0. (“4.1)
Dabei haben wir der Ubersichtlichkeit halber das Argument s weggelassen und lassen es
auch im Folgenden meistens weg. Das Funktional F wéhlen wir so, dass unerwiinsch-
te Zusténde des Bildes stark bestraft werden. So kénnen wir zum Beispiel zum Glatten
von Strukturen im Bild ihre Flache minimieren, also F so wéhlen, dass glatte Strukturen
bevorzugt werden. Die Nebenbedingung stellt dabei sicher, dass die Differenz des beobach-
teten Bildes I und des gesuchten Bildes x die gleiche Varianz haben, wie das Rauschen
N. Fiir das image-restoration-Problem bedeutet dies zum Beispiel, dass das gesuchte Bild
nicht zu sehr vom beobachteten Bild abweicht. Dabei sei angemerkt, dass hier a priori-
Informationen iiber die Varianz des Rauschens verwendet werden. Da diese in der Praxis
im Voraus nicht bekannt ist, wird in der Literatur meistens die Minimierung der zu (4.1)
gehorigen Lagrange-Funktion betrachtet, also in diesem Fall das Minimierungsproblem

Minimiere {f(az) P = S(@)|? |z € W(}’Q(Q)} , (4.2)
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wobei der Lagrange-Multiplikator A > 0 als Bestrafungsparameter zu interpretieren ist. Ist
A némlich grok, so wird der Wert ||[I — S(z)||? stark gewichtet, und folglich werden grofe
Abweichungen vom beobachteten Bild starker bestraft, als bei kleinem A. Der Parameter
A kontrolliert also die Gewichtung zwischen Datentreue einerseits und glatten Bildern an-
dererseits, wobei die Glattheit des Bildes durch F bestimmt wird. In der Praxis wéhlen
wir A a priori und versuchen durch Testen ein ,optimales A zu finden. Optimal ist hier
nun so zu verstehen, dass das durch die Minimierung erhaltene Bild Z die gewiinschten
Eigenschaften erhélt, die wir von ihm erwarten. Dass das Problem mit Nebenbedingung
(4.1) und das Problem ohne Nebenbedingungen (4.2) auf die gleiche Losung fiihren, wurde
zum Beispiel fiir ein spezielles Funktional F in [12| untersucht.

Die Regularisierung F

Entscheidend fiir die Giite des Bildes, das man durch die Minimierung von (4.2) erhélt,
ist vor allem das Energiefunktional F, das wir Regularisierungsterm (oder Regularisierung)
nennen. Da der Betrag des Gradienten in einem Punkt ein Maf fiir die Steigung in diesem
Punkt ist, bedeutet dies, dass ein verrauschtes Bild viele Punkte hat, die einen grofsen
Betragsgradienten aufweisen. Um also das Rauschen zu eliminieren, liegt es nahe, grofe
Betragsgradienten zu bestrafen und das Bild somit zu glitten. Dies motiviert die Abhén-
gigkeit des Funktionals F von |Vz|. Da es sinnvoll ist, nicht nur lokale, sondern auch
globale Unterschiede des Betragsgradienten zu betrachten, untersuchen wir das Integral
iiber diese, also Funktionale der Gestalt

Fla) = /Q F(IVa))ds.

Die Eigenschaften der sogenannten Potentialfunktion f entscheiden dariiber, welche Glét-
tungseigenschaften das Funktional F hat. Wenn wir also von dem wiederhergestellten Bild
erwarten, dass es keine grofien Oszillationen aufweisen soll, kénnen wir die Potentialfunk-
tion f nun so wéhlen, dass f sein Minimum in 0 annimmt und fiir grofe Argumente
ebenfalls grofle Werte annimmt. Geeignete Funktionen fiir f sind dann also zum Beispiel
f) =12, |t|,[t|* mit 1 < a oder auch die nichtkonvexen Funktionen v/a + 2, log(at? +1).
Insbesondere betrachten wir vor allem die folgenden beiden Funktionale:

Dirichlet-Integral F(x) = / \V|? ds, (4.3)
Q

Totalvariation F(x) = / |Vz|ds bzw. F(x) = |x|py - (4.4)
Q

Nach Multiplikation von (4.2) mit p = %, die nur eine Normierung des zweiten Summanden
bewirkt und an der globalen Minimalstelle des Funktionals nichts dndert, erhalten wir also
das folgende Funktional, das wir von nun an betrachten:

F(z) = /Q (I(s) — S(x(s)))%ds + p /Q F(IVa(s)])ds. (4.5)

Der erste Summand des Funktionals gibt die Abweichung vom Ausgangsdatensatz an,
und sorgt bei der Minimierung des Funktionals somit dafiir, dass das wiederhergestellte
Bild dem beobachteten Bild &hnlich sieht. Wir wollen ihn Datenterm nennen. Der zweite
Summand ist der Regularisierungsterm und wirkt glidttend. Der Parameter p heifst auch
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Regularisierungsparameter. Wir sehen auch an diesem Funktional, dass der Datenterm not-
wendig ist. Wiirde er fehlen, so wiirden wir fiir die genannten Regularisierungsterme (4.3)
und (4.4) ein Bild mit konstantem Grauwert als Minimum erhalten, da der Gradient nach
Minimierung iiberall gleich 0 wire.

Die Notwendigkeit der Regularisierung

Wir wollen nun einige Aspekte erwéhnen, die die Notwendigkeit des Regularisierungsterms
betreffen. Wie bereits in Abschnitt 2.2 angedeutet wurde, ist die Entzerrung eines Bildes
ein schlecht gestelltes Problem. Wir wollen an dieser Stelle noch einmal eine genauere
Begriindung angeben und nehmen fiir einen Moment an, dass f = 0 ist, wir also keine
Regularisierung haben. Weiterhin seien = sowie I diskrete Variablen des R™, und S werde
in diesem diskreten Ansatz als m x m-Matrix aufgefasst. So gilt flir eine hinreichende
glatte globale Minimalstelle = des Funktionals (4.5) — falls dieses existiert — notwendig die
Euler-Lagrange-Gleichung (vgl. Satz 3.5)

S*Sz — §*T =0, (4.6)

wobei S* die Transponierte von S bezeichne. Zur Motivation des Regularisierungsterms
lassen sich also nun zwei Griinde angeben:

1. Ist S # E, wobei E die Einheitsmatrix bezeichne, so ist in typischen Anwendungen
S*S nicht invertierbar oder schlecht konditioniert. Somit ist der Regularisierungsterm
in diesem Fall notwendig, um eine eindeutige Losung und somit ein gut gestelltes
Problem zu gewahrleisten.

2. Ist S = E, der systematische Fehler also nicht vorhanden, so wire wegen (4.6) x =
I und somit wiirden wir als Ergebnis das verrauschte Bild erhalten. Im Fall der
kontinuierlichen Bilddarstellung wire also z € L%(Q), was unerwiinscht ist, da der
Raum L?(€2) Funktionen enthilt, die zu grofie Oszillationen aufweisen, vgl. Abschnitt
2.4. Der Regularisierungsterm ist in diesem Fall sinnvoll, weil er zu grofe Betrige
des Gradienten von x bestraft und garantiert, dass das erhaltene Bild ausreichend
regulir ist, d.h. » € WHP(Q).

4.1.2 Die Wahl der Potentialfunktion f

Fiir die Wahl des Integranden f(r) in (4.5) gibt es, wie wir bereits erwdhnt haben, mehrere
Moglichkeiten, die unterschiedliche Auswirkungen auf das Bild haben. Wir wollen an dieser
Stelle einige gut untersuchte Resultate zusammenfassen:

1. Die quadratische Regularisierung f(r) = r? — wie die Regularisierung mit Hilfe des
Dirichlet-Integrals (4.3) auch genannt wird — bewirkt eine isotrope Diffusion, d.h. es
wird in alle Richtungen geglattet und somit auch in Normalenrichtung der Kanten.
Folglich werden Kanten zu stark geglattet (vgl. 3], pp. 63 ff.), was natiirlich un-
erwiinscht ist. Dieser Effekt wird in der Fachsprache ,oversmoothing” genannt und
wird in Abbildung 4.1c an einem Signal deutlich.

2. Die Totalvariation (oder TV-Regularisierung) |r|,, wurde als Regularisierungsterm
zuerst von Rudin/Osher /Fatemi in [25] untersucht und ist aufgrund wiinschenswerter
Eigenschaften sehr populédr in der Forschung. Das zugehorige Modell lautet

F(z) = /Q (I(s) — 2(5))%ds + () g (4.7)
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und wird auch als ROF-Modell bezeichnet. Es verringert Rauschen und erhélt gleich-
zeitig scharfe Kanten. Das Glattungsverhalten nennen wir anisotrop, d.h. dass bei
Kanten bevorzugt in Richtung der Tangente der Isophote gegléttet wird. Ihr Nach-
teil ist, dass Kanten auch dort entstehen, wo vorher keine waren. Dieser Effekt wird
,staircasing” genannt und wird auch in Abbildung 4.1d deutlich.

3. Die konvexe, nichtquadratische Regularisierung f(r) = v/1 + r2 bewirkt eine isotrope
Glattung in Punkten mit kleinem Betragsgradienten, sowie eine anisotrope Glattung,
wenn der Betragsgradient grof ist.

4. Die von Perona und Malik vorgeschlagene nichtkonvexe Funkion f(r) = 11% fihrt
in den Anwendungen zu den besten numerischen Resultaten, da sie eine anisotrope
Glattung bewirkt und scharfe Kanten erzielt. Da die Funktion nichtkonvex ist, konnen
wir Satz 3.2 nicht mehr anwenden. Es kann sogar gezeigt werden, dass eine Losung
des Minimierungsproblems im Raum W'P(Q) nicht existiert, vgl. dazu [3] pp. 81.
An dieser Stelle weisen wir auf die Diskrepanz zwischen Theorie und Praxis hin, die
in der Bildverarbeitung manchmal vorkommt. Ein Verfahren kann in der Theorie
Méngel aufweisen, wie z.B. fehlende Existenz in geeigneten Rdumen oder fehlende

Eindeutigkeit der Losung, und dennoch in der Praxis zu guten Ergebnissen fiihren.
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Abbildung 4.1: Vergleich von quadratischer und TV-Regularisierung an einem verrauschten
Signal: Wahrend die quadratische Regularisierung aus scharfen Kanten Kurven macht,
neigt die TV-Regularisierung zu ,staircaising".
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4.1.3 Existenz und Eindeutigkeit einer Losung

Wir wollen hier nur exemplarisch die Existenz eines Minimums fiir das Variationsproblem
mit quadratischer Regularisierung zeigen. Dazu werden wir das folgende Lemma bendtigen:

Lemma 4.1 (Youngsche Ungleichung):
Seien a,b reelle Zahlen. Dann gilt die Youngsche Ungleichung

2 b2
ab < % + 5 (4.8)

Beweis. Es ist offensichtlich a = b genau dann, wenn (4.8) mit Gleichheit gilt. Ist a # b,
so folgern wir:

0 < (a—0b)* = a®—2ab+ b*
= 2ab < a® + V2,

und damit ist die Aussage gezeigt. O

Nun koénnen wir den folgenden Satz beweisen:

Satz 4.1 (Existenz und Eindeutigkeit bei quadratischer Regularisierung):
Sei 0 C R™ offen, beschrinkt und habe einen Lipschitzrand. Ist pn > 0, dann hat das
Problem

Minimiere {F(m) = / (I(s) — x(s))ds + u/ \Va(s)|*ds | = € Wol’p(Q)}
Q Q
eine eindeutig bestimmte globale Minimalstelle.
Beweis. In diesem Fall konnen wir auf Satz 3.2 zuriickgreifen, da der Integrand durch

f(s,w,€) = (I(s) — w)? + p|€]* gegeben ist. Damit ist offensichtlich € — f(s,w, £) konvex.
Wir zeigen nun die Bedingung (ii) aus Satz 3.2: Es ist

(I—w)?=1%>-2Iw+uw?>-w? - I

N |

wobei wir ausgenutzt haben, dass fiir I,w > 0 die Youngsche Ungleichung (4.8) gilt:

w1§f+1.22@—<2<\0/)§> (I\/§)>z—<“§+2ﬂ>.

Deshalb folgt nun

1
f(S,x,VCL') Z 7:(}2 _I2 +M|vx‘27

[\

und damit ist Bedingung (i) aus Satz 3.2 erfiillt. Nun zeigen wir noch, dass der Datenterm

Fpr(z) := / (I(s) — x(s))%ds
Q
strikt konvex ist. Es ist zu zeigen:

Fpr(az + (1 —a)y) < aFpr(z) + (1 —a)Fpr(y), Y a € (0,1),Vz #y.
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Dies sehen wir so:

Fpraz+ (1 —a)y) = /Q(I — (x4 (1 —a)y))?ds

:/Q(I—OJ—&—OJ—(ax+(1—a)y))2ds
:/Q(aQ(I—a:)2 + (1= a)X(I - 2)2 + 2a(1 — a)(I — 2)(I — y))ds

< / (@®(I = 2)* + (1 — a)*(I — 2)?
Q
ta(l—a) [(I —2)* + (I —y)’])ds
:/Qa(z' — )’ + (1 —a)(I —y)*ds
—aFpr(z) + (1 — a)Fpr(y).

Dabei haben wir im dritten Schritt wieder die Youngsche Ungleichung (4.8) in der folgenden
Form verwendet:

(=)~ ) < 5 (T -2 + (T~ y)),

wobei ,=“ genau dann gilt, wenn = = y ist. Da die Funktion & — [ \2 strikt konvex ist,
ist der quadratische Regularisierungsterm offensichtlich ebenfalls strikt konvex, und somit
auch das gesamte Funktional F'. Aus Satz 3.2 folgt nun die Existenz und Eindeutigkeit der
Losung. O

Was die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen allgemeinerer Falle angeht, merken wir
an:

1. Die Existenz einer Losung fiir das Problem der TV-Regularisierung wird zum Beispiel
in [9], pp. 52, oder [12]|, pp. 169 fI. gezeigt. Dabei reicht es nicht aus, die Losung
in Sobolevrdumen zu vermuten, stattdessen ist es erforderlich, den gréfseren Raum
BV (Q) zu betrachten. In diesem Raum existiert tatsdchlich eine Losung. Da das
Funktional strikt konvex ist, ist diese sogar eindeutig (vgl. [9], pp. 52).

2. Die Existenzfrage fiir allgemeine konvexe Potentialfunktionen wird in [3], pp. 66 ff.,
behandelt. Es ist notwendig, das relaxierte Funktional zu betrachten. Dann kann un-
ter gewissen Voraussetzungen ebenfalls die Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung
im Raum BV (Q) gefolgert werden.

4.1.4 Anwendung der Euler-Lagrange-Gleichungen

Um die enge Verkniipfung des Variationsansatzes mit dem Losungsansatz der partiellen
Differentialgleichungen aufzuzeigen, wenden wir die Euler-Lagrange-Gleichungen aus Satz
3.5 auf den in Abschnitt 4.1.1 hergeleiteten Variationsansatz an. Wir nehmen unsere Losun-
gen z in dem Raum C2() an und wollen uns im Folgenden auf den Fall der quadratischen
Regularisierung und der Totalvariation beschranken.
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Quadratische Regularisierung

Fiir die quadratische Regularisierung (4.3) betrachten wir wegen (2.5) das Funktional

F(z) = / (S(x(s)) — I(s))ds + u/ IVa(s))? ds.
Q Q
Anwendung von Satz 3.5 liefert die notwendige Optimalitdtsbedingung

F'(z) = —div(2uVz) + 28" Sz — 25" =0
= —puAz+ S*Sx—S*IT=0

mit der Randbedingung = = g auf 9 fiir gegebenes zo € W1P(Q). Es bezeichne dabei A
den Laplace-Operator

Px Oz

Ar=—+ —.
o 8s%+8s%

TV-Regularisierung

Fiir die TV-Regularisierung (4.4) betrachten wir fiir z € C?(Q) wegen das Funktional

F(a;):A(S(x(s))_f(s))2d5+u[2\/<§i>2+ <§:2>2ds.

Wir erhalten wieder durch Anwendung des Satzes 3.5

20r 252
Fl(z)=—div | u 281 = 1 282 - +8*Sz—S*I=0
) ()" () (32)
(4.9)
= —pdiv Qg;) +5*Sz —S*I=0 (4.10)

mit der Randbedingung = = zg auf 9N fiir gegebenes zg € W1P(Q).

4.2 Das Kantenerkennungsfunktional

Ein bekanntes und gut untersuchtes Problem in der Bildverarbeitung ist neben der Bild-
entrauschung das Problem der Segmentierung. In einem Bild sind oft unterschiedliche Ob-
jekte zu sehen. Das Problem der Segmentierung besteht darin, die Rédnder oder Kanten
dieser Objekte zu finden. Um das Problem zu 16sen, miissen zwei fundamentale Schritte
ausgefiihrt werden. Zunéchst muss definiert werden, was eine Kante ist, und anschliefsend
muss ein Algorithmus gefunden werden, der diese Kanten extrahiert.

Intuitiv definieren wir eine Kante als die Menge der Punkte, in denen der Betrag des
Gradienten grof ist, also formal durch

I:={seQ||Vx(s)| > p},

wobei der Grenzparameter p angibt, wann ein Punkt zu einer Kante gehort. Wir sehen
jedoch schnell, dass eine allein auf dieser Definition basierende Kantenerkennung aus zwei
Griinden zu naiv ist:
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1. Die Kantenerkennung kann nicht mit Rauschen umgehen, da sie zwischen einem be-
tragsgrofsen Gradienten, der durch Rauschen, und einem betragsgroffen Gradienten,
der durch echte Kanten hervorgerufen wird, nicht unterscheiden kann.

2. Die Definition einer Kante ist abhingig von dem Parameter p, der a priori festge-
legt werden muss. Insbesondere ist die Definition nicht invariant unter einer linearen
Abbildung = — Az mit A € (0,00), wéahrend fiir das menschliche Auge die Kanten-
mengen der Bilder x und des Vielfachen Az gleich wéren.

Diese Probleme motivierten neue Verfahren (vgl. [15], pp. 318 ff.), die versuchten diese Pro-
bleme zu 16sen, jedoch auf dem Vergleich benachbarter Pixel basierten. Ein globaler Ansatz
zur Kantenbestimmung, der auf der Minimierung eines Energiefunktionals basiert, wurde
1989 von Mumford und Shah entwickelt. Die Idee besteht darin, ausgehend von einem auf-
gezeichneten Bild I eine nahezu stiickweise konstante Approximation x und eine optimale
Kantenmenge K zu finden, indem ein geeignetes Energiefunktional Fjrg minimiert wird.
Das Problem wollen wir abstrakt wie folgt formulieren:

Minimiere Fyrs(z, K).

Das Energiefunktional, das wir betrachten wollen, besteht dabei aus drei Termen:

1. Einem Glattheitsterm, der garantiert, dass die Funktion x in homogenen Regionen,
also solchen die nicht zur Kantenmenge gehoren, glatt genug ist:

/ |Va(s)|* ds.
O\K

2. Einem Datenterm:

/ lz(s) — I(s)]? ds.
O\K

3. Einem Term, der die ,Gesamtlange* der Kanten im Bild misst und sicherstellt, dass
nicht das ganze Bild mit Kanten gefiillt wird. Wir bezeichnen diese Kantenlange mit
length(K).

Der erste und dritte Term aus dieser Auflistung sorgen dafiir, dass Rauschen nicht als
Kante erkannt wird. Definiert man nun die Lénge von K mit Hilfe des eindimensionalen
Hausdorffmafies H, so erhélt man das berithmte Mumford-Shah-Funktional:

Eys(z, K) :/ <a|x(s) —I(s)2 + |V:c(3)|2> ds + BH(K). (4.11)

O\K

Die Parameter o und [ entscheiden iiber die Gewichtung der einzelnen Summanden. Das
Hausdorffmafs ist eine Verallgemeinerung der Fliche einer Untermannigfaltigkeit und soll
hier nicht naher spezifiziert werden (vgl. z.B. [3|, pp. 41). Der Erfolg des Mumford-Shah-
Funktionals erklart sich damit, dass bei geeigneter Parameterwahl nur zusammenhéngende
Kanten dargestellt werden, d.h. Rauschen nicht als Kante erkannt wird. Zur Frage der
Existenz und Eindeutigkeit des zugehoérigen Minimierungsproblems vergleiche man etwa
[15], pp. 355 ff.

Das Funktional (4.11) selbst zu minimieren ist kein triviales Problem, da gleichzeitig sowohl
eine Funktion x als auch eine Menge K gesucht werden. Es wird auch ,freies Randwertpro-
blem"“ genannt, da die Randwerte der Funktion z auf dem Rand 0K nicht bekannt sind.
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Aus diesem Grund wird in der Literatur (vgl. [3], pp. 135 und [6], pp. 231) das folgende
dquivalente Problem betrachtet, das nur die Funktion z als Optimierungsvariable enthélt:

B(z) = /Q (ala(s) = 1) + [Va(s) ) ds + 5H(S).

Dabei bezeichne S, die Menge der Unstetigkeiten von z (vgl. [3], pp. 135 ff., [6], pp. 231 ff.,
fiir genauere Ausfiihrungen). Ambrosio/Tortorelli [2] haben vorgeschlagen, das Funktional
FE durch eine Folge von Funktionalen F, zu approximieren. Fiir festes € > 0 haben diese
Funktionale Fi(z,k) mit einer zusétzlichen Funktion k£ : Q — [0, 1] die folgende Gestalt,
die wir aus [6], pp. 232 {ibernehmen:

F.(z,k) :cl/Q(x(s)—I(s))2d5+c2/Q]V:c(s)|2~(k:(s)2+04)d5

1 (4.12)
+ 63/ <e IVk(s))* + —(k(s) — 1)2> ds.
QO de
Fiir festes € bewirkt die Minimierung des Funktionals F, sowohl eine Glattung des Bildes
z als auch eine Kantenerkennung. Dabei nimmt die Kantenfunktion %k in einem Punkt s,
der auf einer Kante liegt, einen Wert ~ 0 an, wahrend sie in einem Punkt s, der auf
keiner Kante liegt, einen Wert ~ 1 annimmt. Somit werden Kanten schwarz und Punkte
innerhalb homogener Regionen weifs dargestellt. Der erste Term gewéhrleistet wieder, dass
das gesuchte Bild x nicht zu stark von dem aufgezeichneten Bild I abweicht. Der zweite
Term ist ein Regularisierungsterm, bestehend aus der gesuchten Funktion x, gekoppelt mit
dem Quadrat der Kantenfunktion k. Dies fiihrt dazu, dass in Punkten mit betragsgroffem
Gradienten |Vz| die Kantenfunktion k& dazu neigt, einen Wert ~ 0 anzunehmen, also eine
Kante identifiziert wird. Das dritte Integral besteht aus einem Regularisierungsterm fiir
k sowie einem Term, der k(s) ~ 1 fiir fast alle Punkte s erzwingt. Je kleiner ¢ > 0
ist, umso mehr neigt k& dazu, den Wert 1 anzunchmen, und umso 6fter kann |Vk| grof
werden. Dies bedeutet, dass diinne Kanten bevorzugt werden. Die Parameter c1, co, c3, ¢4 >
0 sind Konstanten und bestimmen das Ergebnis, indem sie die Terme unterschiedlich stark
gewichten.

Bourdin zeigte in [6], dass im Sinne von I'-Konvergenz F(z,k) — E(x) fir e — 0 gilt.
Insbesondere sind die Minima im Falle der Konvergenz gleich.

Die Funktionale der Gestalt (4.12) nennen wir Kantenerkennungsfunktional von Ambrosio-
Tortorelli und werden sie in Kapitel 6 als Vergleichsverfahren nutzen, um die Qualitidt von
Kantenbildern vergleichen zu kénnen.

Fiir die numerische Behandlung der Folge (4.12) verweisen wir auf Kapitel 5, Seite 46 ff.

4.3 Fallstudie: Impulsrauschen

4.3.1 Impulsrauschen in der Forschung

Der einfachste Ansatz, um Impulsrauschen zu reduzieren, besteht darin, den Median-Filter
(vgl. [15], pp. 200) zu verwenden. Dies ist zwar mit wenig Rechenaufwand verbunden,
jedoch hat dieser Filter Schwierigkeiten bei zu grofer Rauschintensitét ([15], pp. 200). Es
wurden deshalb basierend auf diesem Filter viele Verbesserungen, wie zum Beispiel der
adaptive Median-Filter oder der Multistate Median-Filter entwickelt. Thr grofster Nachteil
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ist, dass sie Kanten nicht hinreichend gut erhalten. Die zugehorigen Algorithmen fiir den
Median-Filter bzw. den adaptiven Median-Filter finden sich in [14], pp. 1480.

Das Problem der mit Impulsrauschen gestérten Bilder wurde insbesondere in den letzten
Jahren mit Hilfe des Variationsansatzes unter anderem von Nikolova [22, 23|, Chan/Shen/Ho
[15, 14] und Bar/Kiryati/Sochen [5] behandelt. Verwenden wir denselben Ansatz wie fiir
das additive Gauss’sche Rauschen (vgl. (4.5)), so stofen wir bald auf folgendes Problem:
Der Datenterm bestraft Abweichungen vom beobachteten Bild quadratisch und gewichtet
damit die Eliminierung eines Ausreifers sehr stark. Wenn man also einen starken Ausreifier
(engl.: outlier) in einer homogenen Region hat, so wiirde die Eliminierung dieses Ausreifiers
eine hohe Energie verursachen, da die Differenz x — I quadratisch einginge. Dies hétte zur
Folge, dass ein grofser Regularisierungsparameter gewéhlt werden miisste, um den Ausreifier
vollstandig zu eliminieren, was wiederum eine starke Glattung des gesamten Bildes bedeu-
tet. Aus diesem Grund wurden von Nikolova [22, 23] nichtglatte Datenterme (insbesondere
die L'-Norm) in Verbindung mit kantenerhaltenden Regularisierungstermen untersucht.

Konvexe Zielfunktionen mit nichtglatten Datenterm

Wir betrachten den Ansatz von Nikolova [22], pp. 99 ff., der fiir diskrete Bilder modelliert
wurde, nun genauer. Es sei dazu I € R"*" das beobachtete Bild, das auf dem Gitter
Q0 n gegeben sei. Dabeti ist €, ,, wie in Abschnitt 2.4.1 definiert. Auferdem bezeichne N ;
wie in Abschnitt 2.4.1 die Nachbarschaft eines Gitterpunktes s; ;. Da wir Bilder in ihrer
diskreten Reprasentation betrachten, erhalten wir folglich kein Variationsproblem, sondern
ein endlichdimensionales Optimierungsproblem. Nikolova schligt zur Rauschreduzierung
die Minimierung der folgenden Zielfunktion vor:

Fz)= Y |mi7j—1i,j\+§ Y el@iy— Tmm)- (4.13)

(4,5)€Qn,n 8, €0, Sm,n€NG ;

Die erste Summe in (4.13) entspricht unserem bisherigen Datenterm. Nun geht die Dif-
ferenz x — I jedoch nicht mehr quadratisch ein, und insbesondere ist der Integrand im
Nullpunkt nicht mehr differenzierbar. Die zweite Summe entspricht unserem bisherigen
Regularisierungsfunktional. Fiir jeden Gitterpunkt s; ; € €, , werden die Differenzen mit
den Punkten aus der Nachbarschaft betrachtet. Wenn wir annehmen, dass der Abstand
zwischen den Gitterpunkten h = 1 betrédgt, handelt es sich um die jeweiligen Differen-
zenquotienten mit den Punkten aus der Nachbarschaft, also um eine Approximation des
Gradienten. Fiir die Potentialfunktion ¢ werden in [22], pp. 99, die konvexen Funktionen

o(t) = Va+t2,a>0,

et)=t|",1<a<2

vorgeschlagen. In diesen Féllen ist die Zielfunktion insgesamt konvex, da die einzelnen
Summen konvex sind. Somit ist jede lokale Minimalstelle auch global, aber die Eindeutigkeit
einer Minimalstelle ist nicht mehr gewahrleistet.

Fiir diesen diskreten Ansatz wird in 23] nun gezeigt, dass er sich besser zur Eliminierung
von Ausreifern eignet als vergleichbare Methoden mit L?-Datentermen.

Wir werden diesen Ansatz als Vergleichversfahren verwenden, wenn es darum geht, Bilder
mit Impulsrauschen zu entrauschen. Um einfacher auf ihn verweisen zu konnen, bezeichnen
wir die Minimierung des Funktionals (4.13) kurz als Methode von Nikolova, da die Zielfunk-
tionale in diesem Zusammenhang als erste von Nikolova eingehend untersucht wurden.
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Bemerkung 4.1. Wie in [14] festgestellt wird, hat die Methode von Nikolova Schwierigkei-
ten bei sogenannten Patches, d.h. zusammenhingenden Pixelketten, die durch Rauschen
entstehen. In [14| wird deshalb eine Verbesserung der Methode von Nikolova vorgeschla-
gen, die das Funktional mit einem auf dem Median-Filter basierenden Rauschdetektor
verkniipft. Die Autoren schlagen ein Zwei-Phasen-Verfahren vor, das in der ersten Phase
die verrauschten Pixel bestimmt und in der zweiten Phase einen Variationsansatz durch-
fiihrt. In der ersten Phase wird mit Hilfe des adaptiven Median-Filters die Menge der Pixel
bestimmt, die durch Rauschen entstanden sind. Es bezeichne & das Bild, das durch Anwen-
dung des adaptiven Median-Filters auf I entsteht. Dann ist die Menge der verrauschten
Gitterpunkte gegeben durch:

M= {Si,j S Qn,n’«%i,j 75 I@j und Ii,j € {0, 1}} .

Nun brauchen die Punkte aus €, \ M nicht veréndert zu werden, da sie gerade die
ungestorten Punkte sind. In der zweiten Phase wird der Variationsansatz (4.13) verwendet,
um die neuen Werte an den Punkten der Menge M zu bestimmen. Nach Angaben der
Autoren ist diese Methode geeignet, um Impulsrauschen mit einer Intensitdt von bis zu 90
% zu reduzieren.

L'-Datenterm und TV-Regularisierung — kontinuierliches Modell

Das zu (4.13) gehorende kontinuierliche Modell wurde von Chan/Esodoglu [13]| untersucht.
Fiir ein gegebene Daten I € L'(Q) betrachten die Autoren ein Energiefunktional, beste-
hend aus L!-Datenterm und TV-Regularisierungsterm, wobei sie 2 = R” annehmen:

F(z) = /n |I(s) —x(s)|ds + Xz(s)|pr (4.14)

Fiir dieses Modell geben die Autoren Eigenschaften an, die fiir das Standard-ROF-Modell
(4.7), d.h. L2-Datenterm mit TV-Regularisierungsterm, nicht gelten. Wir fassen die wich-
tigsten Eigenschaften kurz zusammen:

1. Nicht-Eindeutigkeit der Losung des zugehorigen Minimierungsproblems: Das Funk-
tional F' ist nicht mehr strikt konvex und somit die Eindeutigkeit der Lésung nicht
mehr gegeben. Fiir eine weiffe Kreisscheibe auf schwarzem Grund lasst sich die Lo-
sung der beiden Probleme explizit ausrechnen (vgl. [13]). Es bezeichne B, (0) diese
Kreisscheibe um den Nullpunkt mit Radius r und x g, (o) die charakteristische Funk-
tion, die auf der Kreisscheibe den Wert 1 und sonst den Wert 0 annimmt. Dann ist fiir
einen gegebenen Regularisierungsparameter A die Losung des Standard-ROF-Modells

0 wenn A > r
(s | /
zA(s) =
A (1 =X xB,.(0)(s) | wenn 0 <A <.

Die Losung des Modells (4.14) ist hingegen gegeben durch

(s) 0 | wenn A > L,
zx(s) =
’ XB,(0)(s) | wenn 0 < X< 5.

Wenn A\ = 3, so ist die Losung nicht eindeutig, sondern gegeben durch die Losungs-
menge:

{CXBT(O)(S) tce0,1]}.
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Dabei tritt diese Losungsmenge in der numerischen Praxis so nicht auf. Numerisch
gesehen werden wir Approximationen verwenden, die auch bei dem Modell (4.14) auf
eine eindeutige Losung fithren werden. Wir verweisen auf Seite 50.

2. Kontrastinvarianz: Im Gegensatz zu dem quadratischen Datenterm ist das Funktional
(4.14) kontrastinvariant im Folgenden Sinne: Ist z(s) Losung des Minimierungspro-
blems bei gegebenen Daten I(s), so ist cx(s) auch Losung des Minimierungsproblems,
wenn das Bild ¢l (s) beobachtet wurde, wobei ¢ > 0 konstant sei. Abbildung 4.2 zeigt
die praktischen Konsequenzen dieser Eigenschaft. Wir betrachten das Originalbild
aus Abbildung 4.2a. Es enthélt zwei grofi- und zwei kleinskalige Rechtecke, die je-
weils unterschiedlichen Kontrast zum Hintergrund aufweisen. Die beiden kleinskaligen
Rechtecke konnen wir als Rauschen ansehen und uns das Ziel setzen, diese zu elimi-
nieren, ohne dabei die grofskaligen Rechtecke zu zerstéren. In der obigen Zeile der
Abbildung 4.2 verwenden wir dazu den L?-Datenterm, withrend wir in der unteren
Zeile den L'-Datenterm verwenden. Wihrend beim L2-Datenterm die Rechtecke mit
gleicher Grauwertintensitit beim gleichen Regularisierungsparameter A verschwin-
den, erhalten wir durch Verwendung des L'-Datenterms den gewiinschten Effekt. Die
beiden kleinskaligen Rechtecke verschwinden zuerst, wiahrend die groferen Rechtecke
erhalten bleiben. Wahlen wir A groft genug, so verschwinden auch die grofiskaligen
Rechtecke, und zwar fiir dieselbe Wahl von A.

3. Ingesamt lésst sich somit auch sagen, dass das Modell (4.14) die ,Geometrie der
Bildobjekte besser respektiert und erhalt. Damit meinen wir, dass der Regularisie-
rungsprozess mehr von der geometrischen Form der Objekte als von ihrem Kontrast
abhéngt. Kleine Objekte bleiben im Kontrast erhalten, auch wenn X\ grofer wird, bis
sie abrupt verschwinden.

4.3.2 Entzerrung und Impulsrauschen — L!-Datenterm und
Mumford-Shah-Regularisierungsterm

Wird ein Bild gleichzeitig verzerrt und mit Impulsrauschen versehen, so stofsen wir bei der
Wiederherstellung des Bildes auf Schwierigkeiten, die von Bar/Kiryati/Sochen in [5], pp.
279 ff. untersucht wurden. Die Autoren zeigen, dass eine Filterung mit einem 3 x 3 Median-
Filter, gefolgt von einer Entzerrung mit Hilfe eines Variationansatzes zu unbefriedigenden
Ergebnissen fithrt. Von Bar/Kiryati/Sochen wird deshalb eine Methode vorgeschlagen, die
sich sowohl dazu eignet, Bilder zu entzerren als auch gleichzeitig Impulsrauschen zu eli-
minieren. Es bezeichne, wie im Fehlermodell (2.2), S den systematischen Fehler, der das
Bild verzerrt. Die Autoren schlagen vor, fiir den Datenterm die modifizierte L'-Norm zu
verwenden (vgl. [5], pp. 282):

1S(2) - I, := /(S(2) — 1)> +n. (4.15)

Dabei wird aus numerischen Griinden 7 positiv und fest gew#hlt, was zur Folge hat, dass
der Datenterm auch im Nullpunkt differenzierbar wird.

Bemerkung 4.2. Fiir (S(z) — I)*> < 7 tendiert die Norm (4.15) dazu, die L?>-Norm zu
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a) Original ) L?-Datenterm, A = 1 L -Datenterm, A = 2
) L*-Datenterm, A = 1 ) L*-Datenterm, A = 2 ) L*-Datenterm, \ = 4

Abbildung 4.2: L'-Datenterm garantiert im Gegensatz zum L2-Datenterm die Kontrastin-
varianz

approximieren, was wir an folgender Abschitzung sehen:
S(x) — 1)
\/(5(3;) 4= \/ﬁ\/lJr M
S(z)—1)*  (S(z)—1)*
~ 1
\f\/ + + 4772

(S(z) —1)?
i)

Als Regularisierungsterm wéhlen die Autoren den Regularisierungsterm aus der Approxi-
mation des Mumford-Shah-Funktionals (4.12) mit ¢4 = 0 (vgl. [5], pp. 283), d.h.

Fe(z, k) = CQ/Q IV (s)|]? - k(s)?ds + 03/Q <e IVEk(s)|* + 4%(/6(5) - 1)2> ds, (4.16)

und erhalten damit das Funktional

Fuw, k) /\/ V2 4+ ds+ F(x, k). (4.17)

Eine Minimierung dieses Funktionals sollte also nun eine entrauschte Version unseres ver-
rauschten Bildes liefern. Gleichzeitig erhalten wir, da wir den ,Kantenerkennungsterm
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aus dem Ambrosio-Tortorelli-Funktional verwenden, ein Kantenbild k. Auch diesen An-
satz werden wir als Vergleichsverfahren nutzen, wenn wir mit Impulsrauschen verrauschte
Bilder entrauschen wollen. Um diesem Ansatz einen Namen zu geben, auf den wir leicht
verweisen kénnen, nennen wir ihn Methode von Bar/Kiryati/Sochen.

Nach [5], pp. 293 ist diese Methode in dem Sinne robust, dass bei unterschiedlichen Bildern
mit gleicher Rauschintensitit &hnliche Parameter gewahlt werden kénnen, um dhnlich gute
Ergebnisse zu erzielen. Nach dem einmaligen Auffinden von geeigneten Parameterpaaren,
miissen diese also nur noch gering variiert werden, um auch bei anderen Bildern gute
Ergebnisse zu erzielen.

Bemerkung 4.3. Cai/Chan/Nikolova schlagen in [11] eine weitere Verbesserung dieses Mo-
dells vor. Dabei handelt es sich wie in [14] um ein Zwei-Phasen-Verfahren, das in der
ersten Phase den Median-Filter als Rauschdetektor verwendet und in der zweiten Phase
den Variationsansatz (4.17), vgl. Bemerkung 4.1.

4.4 Steuerung und Steuerbeschrankung im Variationsansatz

Nach dem Kenntnisstand des Verfassers wurden Steuerungsprobleme in Verbindung mit
dem image-restoration-Problem noch nicht untersucht. Der Steuerungsansatz in dieser Ar-
beit beruht auf der Idee, den Bildgradienten als Steuerung aufzufassen und anschliefsend
den Einfluf einer Steuerbeschriankung zu untersuchen. Wir betrachten also den Variations-
ansatz (4.5) und fithren fir z € VVO1 P(Q) eine kiinstliche Steuervariable v € LP(Q, R?) ein,
indem wir sie durch

u(s) = (u1(s), uz(s))’ = Va(s), (V)s € Q

erkldren. Somit erhalten wir das Steuerungsproblem

Minimiere F(z,u) = / (I(s) — S(x(s)))?ds + ,u/Qf(|u(s)|)ds

Q (4.18)
unter u(s) = (u1(s), uz(s))" = Va(s), (V)s € Q.
Uns interessiert nun die Frage, wie sich Steuerbeschriankungen der Gestalt
lu ()7 + |ua(s)|? < RY, w e LP(Q,R?) (V)s€Q,1<g<oo,RER (4.19)

auswirken. Hier wird also die [|-|| ,-Norm von u beschrénkt. Der Steuerbereich U lautet also
in diesem Fall:

U = {ue LP(Q,R)] |uy(s)|? + |uz(s)]? < RY, (V) s € 0.}

Die Motivation fiir unser Vorgehen ist die folgende: Der Gradient — und somit unsere
Steuerung — driickt die Oszillationen im Bild aus. Beschrénken wir also unsere Steuerung,
so werden Oszillationen beschrankt und das Bild damit glatter. Zu klaren ist dann auch
die Frage, in welchen Fillen diese Beschrankung effektiv ist, und ob und in welchem Sinne
die Steuerbeschrankung selbst regularisierend wirkt, d.h. zu untersuchen ist insbesondere
der Fall y = 0. Eine weitere Motivation fiir unser Vorgehen ist die Kantenerkennung. Da
grofse Gradienten Kanten im Bild anzeigen, stellt sich fiir uns die Frage, inwiefern eine
Kantenerkennung mit Hilfe der Steuerung sinnvoll ist. Die Idee besteht darin, Kanten dort
zu definieren, wo die Steuerung aktiv wird, d.h. wo |u1(s)|? + |ug(s)|? = R? gilt, oder auch
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dort wo die Schranke R ,fast* angenommen wird, d.h. wo der Wert |u1(s)|? 4 |ua(s)|? nahe
R liegt.

Neben Beschréinkungen der ||-[[ -Norm von u fiir 1 < ¢ < oo ist es auch von besonderem
Interesse, diese Beschrankung fiir ¢ = oo zu untersuchen. Dies bedeutet, dass wir die
Maximumsnorm von u beschrénken:

_Rl < ul(s) < Rl? (V) s € Q7
—RQ < UQ(S) < RQ, (V) s € Q.
Dabei ist nicht notwendig Ry = Rs, sodass wir die Komponenten von u unterschiedlich

stark beschrinken konnen. Wie wir sehen werden, gibt es durchaus Falle, bei denen es
sinnvoll ist die eine Komponente des Gradienten stérker zu beschrinken als die andere.

Wir schreiben das Steuerungsproblem (4.18) mit der Steuerbeschrankung (4.19) bzw. (4.20)
noch einmal vollstédndig auf:

(4.20)

(Py)  Minimiere F(z,u) = /Q (I(s) — S(x(s)))?ds + M/Q f(lu(s)|)ds,

(z,u) € WyP(Q) x LP(Q,R?)

u(s) = (ur(s), ua(s))" = Va(s), (V)s € 2,

u(s) € K == {(v1,v2) € R? |v1|9+ |02|? < RY, 1< g < o0} (V)s€Q.
(Py) ist ein Problem vom Dieudonné-Rashevsky-Typ. Dementsprechend 14t sich das Pon-

trjaginsche Maximumprinzip aus Abschnitt 3.2.1 (Satz 3.6) anwenden.

Satz 4.2 (Pontrjaginsches Maximumprinzip fiir das Steuerungsproblem (P;) mit
Steuerbeschrinkung):

Sei Q C R? Abschlufl eines Lipschitzgebietes im strengen Sinne. Es sei 1 < p < oo und
w>0, R>0. Die beobachtete Funktion I : Q — [0,1] sei stetig, und die Potential-
funktion f sei konvex und zweimal stetig differenzierbar. Dann existieren fir jede glo-
bale Minimalstelle (z*,u*) € W&’p(Q) x LP(2,R?) von (Py) Multiplikatoren \g > 0 und
y € LP(Q,R?), % —i—% =1, die nicht gleichzeitig verschwinden, so dass die folgenden Bedin-
gungen erfillt sind:

(M) : /\OM/Q (f (u1(s),ua(s)) — f(ui(s), uz(s))) ds
- / (ui(s) —ui(s)) yi(s)ds — / (u2(s) —u5(s)) y2(s)ds > 0 Yu € U,
Q

Q

(K) : 20 /Q (x*(s) — I1(s)) (z(s) — x*(s)) ds

# [ (G260 i) s + [ (526 =30 ) s =0
Vo € WP (9, R™),

(MP): dopf(ui(s), uz(s)) +ui(s)y(s) + uz(s)yz(s)

= geégljigfg{(—)\ouf(fhfz) +&yi(s) +&aya(s) VEEK (V)s € Q.

Nachdem wir nun das grundsétzliche Steuerungsproblem (P;) eingefithrt haben, wollen wir
im néchsten Abschnitt insbesondere noch einmal die Beschriankung der Maximumsnorm
von u studieren und das Modell erweitern.
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4.5 L[*°-Steuerbeschrankung und ,rotating mask"

Der im letzten Abschnitt eingefiihrte Steuerungsansatz (Pp) lafst sich nun erweitern. Im
Allgemeinen ist im Voraus nicht bekannt, welche Richtung in einem Punkt gerade be-
schrankt werden soll. Ziel eines guten Verfahrens ist es, anisotrop zu glatten, d.h entlang
der Kanten (d.h. der Tangentialrichtung der Isophoten) und nicht tiber sie hinweg (d.h. in
Normalenrichtung der Isophoten). Nun ist dies allein durch das Steuerungsproblem (4.18)
mit der Beschrankung der Maximumsnorm der Steuerung (4.20) noch nicht gewéhrleistet.

Im Grunde muss in jedem Punkt unterschieden werden, ob der Punkt zu einer homogenen
Region, zu einer Kante oder zum Rauschen gehort. Dies erreichen wir, indem wir die Nach-
barschaft eines Punktes betrachten. Wir stellen in den néchsten beiden Unterabschnitten
einen kontinuierlichen und einen diskreten Zugang vor, bei denen dieser Ansatz entwickelt
wird.

4.5.1 Modellierung fiir kontinuierliche Bilder

Wenn wir voraussetzen, dass unsere Bilder hinreichend glatt sind, ist die Richtungsablei-
tung eines Bildes x in einem Punkt s in Richtung v gegeben durch Vz(s)Tv. Wenn
wir alle Richtungsableitungen in einem Punkt betrachten wollen, konnen wir v(a) :=
(cos(a),sin(a))” setzen und erhalten dann abhingig von dem Winkel 0 < o < 7 eine
Richtungsableitung in Richtung v(«). Wir wollen nun in jedem Punkt die Richtungsablei-
tung Vz(s)Tv(a) betrachten und daraus ein Modell entwickeln, das anisotrop glittet. Dies
wird durch folgende Beobachtung motiviert: In einem Punkt, der zu einer homogenen
Region oder zu einer Kante gehort, gibt es mindestens eine Richtung, in der die Rich-
tungsableitung klein, sogar nahe 0 ist. Es gibt dann némlich eine Richtung — zumindest die
Tangentenrichtung der Isophote — und damit einen Winkel «, so dass V' v(a) klein ist. In
einem Ausreiffer sind hingegen in der Regel alle Richtungsableitungen groft. Diese Unter-
scheidung zwischen Kante und homogener Region einerseits und Ausreifern andererseits
geniigt, um ein verniinftiges Modell zu erhalten. Wir erkléren die Steuerung wieder durch
u(s) = (u1(s),uz(s))’ := Vz(s) und fithren nun eine Steuerbeschriinkung der folgenden
Gestalt ein:

—R < (cosa(s),sina(s))(u1(s), ua(s))” < R.

Dabei ist der Winkel 0 < o < 7 eine neue Optimierungsvariable, die von s € €2 abhéngt.
Diese Steuerbeschrankung nutzt nun die oben geschilderte Unterscheidung zwischen Aus-
reifer und Kante aus, wenn wir die Schranke R klein wahlen. Gehort der Punkt s ndmlich
zu einer Kante oder homogenen Region, so wird der Winkel « so gefunden, dass die Rich-
tungsableitung in Richtung v(«) klein ist. Handelt es sich andererseits um einen Ausreifser,
so existiert eine derartige Richtung nicht, und die Steuerung muss zwingend klein gewahlt
werden, wenn die Steuerbeschriankung eingehalten werden soll. Folglich wird der Ausreifser
geddmpft, ohne dass Kanten zerstort werden. Die Steuerbeschriankung kénnen wir auch als
rotierende Maske (engl.: rotating mask) interpretieren: In jedem Punkt wird eine Rotation
durchgefiihrt, bis die optimale Richtung und damit ein optimaler Rotationswinkel « ge-
funden wird. Eine (Filter-)Maske wird in dem Sinne angewandt, dass Ausreifer geddmpft
werden und Kanten ungestort bleiben.
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Wir erhalten also das folgende Steuerungsproblem mit ,rotating mask®:

Minimiere F'(z, u, o) = /Q (I(s) — S(z(s)))*ds + u/ﬂ lu(s)P ds
(z,u, ) € Wy (Q) x L¥(Q,R?) x L®(Q),
u(s) = (u1(s),uz(s))" = Va(s), (V)s € ©,
— R < (cos a(s),sina(s))(ui(s), uz(s))T <R, (V)s € Q,
a(s) € [0,a] C R.

Wir merken an, dass eventuell eine zusétzliche Regularisierung des Winkels im Zielfunk-
tional sinnvoll wire und fiir ein stabileres Verfahren sorgen wiirde. Jedoch schien diese
zusétzliche Regularisierung in den Versuchsreihen des Verfassers keine Vorteile zu bringen
und wird daher im Folgenden nicht betrachtet.

4.5.2 Modellierung fiir diskrete Bilder

Wir wollen nun aufbauend auf den Ideen des letzten Abschnitts eine Problemlésung ba-
sierend auf dem diskreten Bildmodell modellieren. Der Vorteil dieser Herangehensweise
ist, dass wir anschliefsend ein Verfahren erhalten, das sich leicht implementieren lafst. Wir
betrachten zunéchst den Fall eindimensionaler Signale und anschlieffend den Fall zweidi-
mensionaler Bilder.

Der eindimensionale Fall

Es sei zunéchst © € RV ein diskretes Signal, das auf einem Gitter Qy gegeben sei. In jedem
Punkt s; im Innern des Gitters ist nun der Vorwérts- und Riickwartsdifferenzenquotient
5t x; bzw. 67 x; wie in Abschnitt 2.4.1 definiert. Wir konnen dieselbe Idee verwenden wie im
kontinuierlichen Fall, indem wir den Unterschied zwischen einer Kante und einem Ausreifser
feststellen. In einem Ausreifser sind sowohl der Vorwirts- als auch der Riickwértsdifferen-
zenquotient grofl, wihrend bei einer Kante mindestens ein Differenzenquotient klein ist,
sogar einen Wert nahe 0 annimmt. Wir betrachten nun in jedem Punkt den Vorwérts- und
den Riickwértsdifferenzenquotient gleichzeitig, indem wir die Steuerung in einem Punkt s;
wie folgt erkléren:
T
u; = <u§1),u§2)) = (5:'1:1-,65_:62-)T.

Zur Verdeutlichung betrachten wir die Abbildung 4.3 als einfaches Beispiel fiir ein Sig-
nal. An einer Kante in einem Punkt s; erhalten wir fiir die Steuerung u; = (0,0.5)7 oder
u; = (—0.5,0)7, wihrend wir an einem Ausreifer u; = (—0.5,0.5) oder u; = (0.5, —0.5)
erhalten. Wir betrachten u; als einen Vektor im Koordinatensystem und kénnen allgemei-
ner folgende Beobachtung aufstellen: In jedem Fall liegt u; im Fall einer Kante entweder
auf der negativen x-Achse des Koordinatensystems oder auf der positiven y-Achse, vgl.
Abbildung 4.4a. Ein Ausreiffer hingegen liegt in jedem Fall im Innern des zweiten oder
vierten Quadranten. Wir wollen den Bereich [—R1, Ri] x [—Ra, Ra] zuldssigen Rotationsbe-
reich nennen und wéhlen Rs =~ 0. Wenn wir weiterhin Ry grofs genug wihlen — in unserem
Beispiel etwa R; = 0.5 — so kann jeder Steuervektor, der eine Kante représentiert, in den
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Abbildung 4.3: Signal

£
Outlier
Kante
Kanta zulassiger Rotationsbereich
Outlier
(a) Drehung in den zuldssigen Rotationsbereich (b) Steuerbereich bei Drehungen um bis zu 90°

Abbildung 4.4: Anwendung der Rotationsmatrix

zuléssigen Rotationsbereich gedreht werden. Dazu wenden wir eine Rotationsmatrix der
Gestalt

( cos(a) sin(a))

—sin(a) cos(a)

auf den Steuervektor an und lassen geeignete Drehwinkel o zu. Wir fithren nun eine neue
Optimierungsvariable & € RN ein und betrachten in einem Punkt s; die folgende Steuer-
beschriankung des gedrehten Steuervektors:

R < cos(ai)ul(.l)—i—sin(ai)u?) < Ry,
—Ry < — Sin(ai)ugl)-l—cos(ai)u?) < Ry,

™
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Damit diese Beschrankungen erfiillt sind, muss das Verfahren (bzw. die rotating mask)
also in jedem Punkt s; den Winkel «; so bestimmen, dass die Steuervektoren im zuléssi-
gen Rotationsbereich liegen. Um zu vermeiden, dass Ausreiffer ebenfalls in den zuldssigen
Rotationsbereich gedreht werden konnen, lassen wir nur Drehungen der Vektoren im Uhr-
zeigersinn um den Winkel <90° zu. Ausreiffer werden also in diesem Fall zwangsldufig
geddmpft, da die Steuerung klein werden muss, um die Beschrankung noch erfiillen zu
konnen.

Wir merken an, dass der zulassige Rotationsbereich nicht mit der Menge der zulédssigen
Steuerungen verwechselt werden darf. Wenn wir Drehungen um 90° zulassen, so liegen
zuldssige Steuervektoren nur im ersten und dritten Quadranten und in dem zuléssigen
Rotationsbereich selbst, vgl. Abbildung 4.4a. Wie in Abbildung 4.4b deutlich wird, ist
insbesondere der Steuerbereich damit nicht konvex.

Wir schreiben das vollstdndige Steuerungsproblem in seiner diskreten Form nun nochmal
auf. Dabei ist nun zu beachten, dass wir das Zielfunktional mittels einer Summe approxi-
mieren, sodass wir das folgende Steuerungsproblem mit rotating mask betrachten:

(P,) Minimiere F(x) = Z (zi — Ii)2

1EQN
(z,u, ) € RN x RIN=2x2 o gN=2,
U; = (uz(l)7u§2)> = (6;.’172, (5;33%) P
—R; < cos(ai)u(1)+sin(oz¢) ) < Ry,

2 ul
—Ry < — sin(ai)u(1)+cos(ai)u(2) < Ry,

(2 (2

™

Eine weitere Bemerkung betrifft eine Vereinfachung dieses Modells. Da im Grunde nur
Drehungen um 90° eine Rolle spielen, miissen Winkel 0 < a < § nicht betrachtet werden.
Deshalb lassen sich die Nebenbedingungen mit Hilfe von zwei neuen Optimierungsvariablen
yD, y@ e RN auch wie folgt formulieren:

—R; < yi(l)ul(l) + yl@)ugz) < Ry,
(2), (1) 1), (2)

Ro <y "u;”’ +y. 'u"’ < Rs,

2=t Vi =00 (4.21)

1 2
1= yl( ) + yl( ),
Es ist zu beachten, dass wir durch die beiden letzten beiden Gleichungen die Definition von
zwel bindren Variablen simuliert haben. y(*), 42 kénnen nimlich in jedem Punkt jeweils
nur die Werte {0,1} annchmen.

Der zweidimensionale Fall

Wir betrachten nun Bilder x € RM*N2 auf dem zugehorigen Gitter Qy, v, und betrachten
wie im eindimensionalen Fall fiir jeden Punkt s;; des Gitters seine Nachbarschaft, um
daraus ein Kriterium fiir Ausreiffer zu entwickeln. Wir beschrinken uns dabei auf die
Nachbarschaft N; ;j, wie sie in Abschnitt 2.4.1 (2.7) erklért wurde. Nun erkléren wir einen
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Gitterpunkt zu einem Ausreifier, wenn die Differenzen mit allen vier Punkten aus der
Nachbarschaft grof sind. In diesem Fall soll der Ausreifier geddmpft werden. Hingegen
gehort ein Gitterpunkt zu einer homogenen Region beziehungsweise zu einer Kante, wenn
es mindestens einen Punkt in der Nachbarschaft gibt, mit dem die Differenz klein ist.
Mathematisch gesehen betrachten wir beziiglich der Komponente s; als auch beziiglich
der Komponente so den Vorwérts- und Riickwértsdifferenzenquotienten in jedem Punkt
gleichzeitig. Wir fiihren also die folgenden vier Steuervariablen ein, die in jedem Punkt
(i,7) im Innern des Gitters 2y, n, wohldefiniert sind:

(1) _ 5+ (2) _ 5+ (3) (4)

174,55 Uj i = OsyTi g5 Ujj = 0, %ig = 05, %i,j-

Dass Ausreifter geddmpft werden und Kanten ungestort bleiben, erreichen wir nun, indem
wir mit einer zusétzlichen Optimierungsvariablen y = (y(l),y(Q),y(3),y(4)) € RMxNaxd
die Steuerbeschréankungen (bzw. die rotating mask) fiir jeden Punkt (7,7) im Innern des

Gitters wie folgt modellieren:

—R< y(l) <R,
_R<y<3> <3> <R

—-R< yZ(J)u( ) <R,

Zyzk) > 1.

Wir wollen kurz deutlich machen, wieso diese Steuerbeschriankungen eine Ddmpfung von
Ausreifiern bewirken. Die letzte Nebenbedingung garantiert, dass zumindest eine der Steu-
ervariable u ]) 1 < k < 4 nicht mit zu kleinen Zahlen ~ 0 multipliziert wird. Wir wahlen
nun die Schranke R nahe 0 und zwingen — wegen der letzten Nebenbedingung — mindestens
eine Steuerungskomponente ug?, einen kleinen Wert anzunehmen. Ist der Punkt s; ; nun
etwa Teil einer horizontal oder vertikal verlaufenden Kante, so wird fiir mindestens ein k
die zugehorige Steuervariable u( ) klein, und das zugehorige y( ) kann so groft gewahlt wer-
den, dass die letzte Nebenbedlngung erfillt ist. Damit blelben also Kanten unbeeinflusst.
Ist umgekehrt s; ; ein Ausreifser, so wird dieser zwangsweise geddmpft, da es ja mindestens

(%)

eine Steuerungskomponente u, j

Wir schreiben das vollstdndige Steuerungsproblem mit rotating mask in seiner diskreten
Form auf:

(P3) Minimiere F(z) = Z (i — Ii,j)2

(ivj)GQNl,NZ

geben muss, die nahe 0 ist.

(CU U y) c RNIXNQ % R(N172)><(N272)><4 % R(N1—2)><(N272)><4

)

()_5+ ()_54—

u 1,7 xl:]’ U 2,7 'IZJ’
(3) _ 4 _s— .
= 0,,Tij, u; ;= 05, i,
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~rR<yMul <R

2y a] - ’
~R< y§§> (’} <R,

k
Zy£7j) =1
k=1

Wir merken an dieser Stelle an, dass diagonale Kanten mit der Kantenbreite von einem
Pixel nach dieser Modellierung als Ausreiffer erkannt werden wiirden und damit verdndert
werden. Dies liele sich beheben, indem man etwa alle acht anliegenden Gitterpunkte zu
der Nachbarschaft zéhlen wiirde. Eine weitere Einfiihrung von Steuervariablen scheint je-
doch nicht sinnvoll, da zu viele Steuervariablen das Verfahren zu langsam machen wiirden.
In diesem Fall miifte man einen Vorverarbeitungsschritt durchfiihren, der aus den acht
anliegenden Gitterpunkten eine bessere Approximation des Gradienten bestimmen wiirde.

Es ist moglich, das Steuerungsproblem (P) fiir eindimensionale Signale auf zweidimensio-
nale Bilder zu iibertragen. Dies konnen wir erreichen, indem wir die vier Steuervariablen
jeweils miteinander kombinieren. Insbesondere betrachten wir die folgenden Nebenbedin-
gungen:

—Ry < cos(aj)(u (1)+u( ))—i— sin(a ;) (u ()+u( )) <Ry,
~Ry < —sin(ay,)(u (1)+u( ")+ cos(aiy)(u ()+u( Y) < Ry.

Diese Formulierung fithrt zu Schwierigkeiten, wenn das Bild ein Quadrat enthélt. Dann
werden unabhéngig von der Kombination der Steuervariablen in zwei Eckpunkten jeweils
zwei Steuervariablen grof, und man kann sich {iberlegen, dass die Steuerung in diesen
Eckpunkten zwangsléufig geddmpft wird. Der Eckpunkt wird also als Ausreifser behandelt.
In unseren Versuchsreihen konnten wir bei Bildern, die keine expliziten Quadrate enthalten,
mit diesen Nebenbedingungen jedoch gute Ergebnisse erzielen.
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5 Numerische Verfahren —
Minimierungsmethoden

Zur numerischen Losung von Variationsproblemen und Problemen der optimalen Steuerung
unterscheidet man direkte und indirekte Verfahren:

e Bei den direkten Verfahren diskretisiert man das Problem zunidchst und erhilt so
ein endlichdimensionales Optimierungsproblem. Der Vorteil dieser Methode besteht
darin, dass man zur Losung dieses endlichdimensionalen Problems nun einen Solver
heranziehen kann. Mit Hilfe dieses Ansatzes lassen sich unsere Optimierungsprobleme
also meist schnell und leicht implementieren.

e Bei den indirekten Verfahren wendet man im ersten Schritt die notwendigen Opti-
malitdtsbedigungen fiir eine Minimalstelle an. Fiir ein entsprechendes Problem sind
dies zum Beispiel die Euler-Lagrange-Gleichungen aus Kapitel 3, Satz 3.5. Auf diese
Weise erhilt man ein System von partiellen Differentialgleichungen und diskretisiert
dieses erst jetzt. Hangt das Zielfunktional quadratisch von der Optimierungsvaria-
ble ab, so erfiillt das Minimum ein System von linearen Gleichungen. Das diskrete
Problem wird nun mit Hilfe eines iterativen Verfahrens gelost.

In diesem Kapitel nutzen wir indirekte und direkte Verfahren, um fiir einige Optimierungs-
probleme, die im letzten Kapitel vorgestellt wurden, explizit zu zeigen, wie sie numerisch
gelost werden. So leiten wir fiir das Kantenerkennungsfunktional mit Hilfe des indirekten
Verfahrens ein iteratives Schema her. Wir geben anschliefsend an, wie Steuerungsprobleme
geeignet diskretisiert werden, und erldutern dann, wie sie mit Hilfe der Solver IPOPT und
LOQO, die auf sogenannten Innere-Punkt-Verfahren basieren, gelost werden.

5.1 Diskretisierungsschemata

In diesem Abschnitt wollen wir einige grundlegende Bezeichnungen einfiihren, die wir be-
notigen werden, wenn wir unsere diskreten Verfahren herleiten.

Sowohl bei den direkten als auch bei den indirekten Verfahren arbeiten wir mit diskreten
Bildern 2 € RN1*¥2_ Der Definitionsbereich 2 der Bilder wird also als dquidistantes (N x
Ny)-Gitter Qn, n, aufgefasst. Die Gitterpunkte sollen dabei sowohl in der Breite als auch
in der Lénge einen Abstand h haben, den wir bei Bildern immer gleich 1 setzen. Wir
definieren zunachst Indexmengen, die wir in diesem Kapitel benotigen werden:

D) :={1,--- Ny — 1} x{1,--- Ny — 1},
D) := ({1} x{1,-- , No}) U ({N1} x {1,--- , Na})U
({17'” ’Nl} X {1}) U ({1"" le} X {NQ})a
DIN(Q) := Qn, n,/D(T).

Da der Definitionsbereich somit eine einfache Gestalt hat, ist es moglich, die auftretenden
Differentialgleichungen mittels finiter Differenzen zu approximieren.
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Diskretisierung des Laplace-Operators

In Abschnitt 2.4.1 haben wir bereits die Diskretisierung der ersten Ableitung mittels fi-
niter Differenzen angegeben. Nun wollen wir noch die zweite Ableitung einer Funktion
approximieren, um anschliefend eine Diskretisierung des Laplace-Operators zu erreichen.
Ist f : R — R eine hinreichend glatte Funktion, so gilt mittels Taylorentwicklung in den
Punkten ;11,21 € R

F(@ian) = F@) + F@)h+ = 1" (@)h? + = 178 + o(h),

2 6
Fliet) = f(3) = F @b+ 5 (@) = 21" + 0.

Addition der beiden Gleichungen ergibt

F(@jn) + fzjo1) =2 f(z) + " (z5)h? + O(h?)

N f”(xj) _ f(‘errl) - 2f(;f2j) + f(x] — 1) + @(h4)

Wenn wir dies auf den zweidimensionalen Fall {ibertragen, erhalten wir fir h = 1 und die
Funktion z : © € R? — R eine Approximation des Laplace-Operators im Gitterpunkt

Sij € QNl,N2:
Azl;j ~ Tit1j + Tim1,j + Tija1 + Tijo1 — 4@ 5.
Diese Diskretisierung nennen wir auch Fiinf-Punkte-Stern. Wir fiihren nun die folgende
Bezeichnung ein:
Tij = Tit1,j + Ti—15 + Tij+1 + Tij—1.
Dann léfst sich der Laplace-Operator schreiben als:

Azlij~ Tij — 4z ;. (5.1)

Eine genauere Approximation des Laplace-Operators stellt der Neun-Punkte-Stern dar
(vgl. [3], pp. 254), der zudem im Gegensatz zum Fiinf-Punkte-Stern invariant unter Rota-
tionen ist. Allerdings haben wir bereits mit dem Fiinf-Punkte-Stern in dieser Arbeit gute
Ergebnisse erzielen kénnen, sodass eine Erweiterung als nicht notwendig angesehen wurde.

5.2 Indirekte Verfahren

In der géngigen Literatur zur Bildverarbeitung werden die in Kapitel 4 vorgestellten Ener-
giefunktionale numerisch héufig mit Hilfe des indirekten Verfahrens minimiert. Bei diesem
Jfrst-optimize-then-discretize-Ansatz wendet man zuerst notwendige Optimalitdtsbedin-
gungen an und diskretisiert anschlieffend das erhaltene System von partiellen Differential-
gleichungen.

Wir betrachten dazu fiir z : Q@ C R” — R™ mit € C%(Q) das Standard-Energiefunktional
der Variationsrechnung:

Plz) = /Q F(5,2(s), Ja(s))ds (5.2)

43



5 Numerische Verfahren — Minimierungsmethoden

Durch Anwendung der Euler-Lagrange-Gleichungen erhalten wir (vgl. Satz (3.5)) im Fall
m = 1 die partielle Differentialgleichung

F'(x) = 0. (5.3)

Um diese Gleichung numerisch zu l6sen, kénnen wir ein Gradientenabstiegsverfahren oder
eine Fixpunktiteration anwenden. Wir betrachten im Folgenden diese beiden numerischen
Ansétze genauer.

5.2.1 Gradientenabstiegsverfahren

Motiviert wird dieser erste Ansatz durch das aus der endlichdimensionalen Optimierung
bekannte Gradientenabstiegsverfahren. Um eine Losung der Gleichung (5.3) zu erhalten,
betrachten wir fiir eine Funktion F' € C'(R™ R) die folgende Differentialgleichung, die
wir durch kiinstliche Einfithrung einer Zeitvariable ¢ erhalten und Gradientenfluss nennen
wollen:

d
—a(t) = —VF((t) , t >0,

z(0) = xg ,t=0.

Die Optimierungsvariable z(t) héngt also von der Zeit ab, und wir konnen zeigen, dass
mit fortschreitender Zeit die Funktionswerte von F' abnehmen, bis die Funktion an einem
kritischen Punkt ankommt, d.h. bis VF(x(t)) = 0 gilt. Fiir Zeitpunkte t; > t3 > 0 gilt
namlich

F(z(t1)) 2 F(x(t2)).

Das sieht man so:

F(x(te)) — F(z(t1)) = (Fox)(ta) — (Fox)(t1) = / 2(F ox) (t)dt

_ tQVF(x(t))jta:(t)dt: - /t V(@) VF((t))dt
- [IvFemE <o

Fir VF(z(t1)) # 0 gilt die Ungleichung sogar strikt, und F' fallt streng monoton. Wir
betrachten nun fiir das Standard-Energiefunktional (5.2) analog Funktionen z(s,t), die
nun zusadtzlich von der Zeit abhéngen, und somit den Gradientenfluss

0 /
ax(s,t) = —F'(x(s,1)),
x(s,0) = zo(s), t = 0.

Dann gilt fiir das Energiefunktional

2

) <0

, 0 0
E (F(z(s,t))=F (w(s,t))ax(s,t) =— Hataj(s,t)

)

und es ist deshalb zu erwarten, dass F mit der Zeit abnimmt. Auflerdem erhalten wir
%(F(w(s,t))) = 0, wenn %x(s,t) = 0, sowie %w(s,t) = 0, wenn F'(z(s,t)) = 0, d.h.
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5 Numerische Verfahren — Minimierungsmethoden

wenn wir an einem stationdren Punkt angekommen sind. Nun kénnen wir ein explizites
Schema verwenden, um eine Minimierung von F' numerisch zu erreichen:

= —F'(2") =" =g"—7F'(a"), (5.4)

wobei die Schrittweite 77 > 0 einem Zeitschritt entspricht. Dabei ist zu beachten, dass die 7"
in jedem Iterationsschritt geeignet gew#hlt werden miissen, um in jedem Schritt wirklich
einen Abstieg zu erreichen. Dies erreichen wir etwa mit der Schrittweitensteuerung von
Armijo-Goldstein (vgl. [1], pp. 89). Das Verfahren (5.4) heiflt Gradientenabstiegsverfahren,
da es in jedem Iterationsschritt einen Abstieg in Richtung des Gradienten vornimmt.

Beispiel 2. Wir leiten das Gradientenabstiegsverfahren fiir das Zielfunktional bestehend
aus L?-Datenterm und quadratischer Regularisierung her. Wir nehmen an, dass S die
Identitat ist und betrachten also das folgende Funktional, das wir minimieren wollen:

F(x):/Q(x(s)—I(s))2ds+u/Q|Vx(s)|2ds.

Wie wir in Abschnitt 4.1.4 gesehen haben, liefert die Anwendung der Euler-Lagrange-
Gleichung in diesem Fall die elliptische Differentialgleichung;:

0=—pAx(s)+az(s) —I(s).

Wir fithren nun eine kiinstliche Zeit ¢ ein und erhalten den Gradientenfluss, welcher hier
folglich eine parabolische Differentialgleichung darstellt:

0
ax(s,t) = pAx(s,t) — (z(s,t) — I).

Durch Diskretisierung, und indem wir fiir den Laplace-Operator den Fiinf-Punkte-Stern
(5.1) verwenden, erhalten wir folgendes explizites Schema:

x:?'l =ap; — 7" (n (2}, — 4a};) — (2}, — Li)) fiir (i,5) € DIN(Q).
Wenn wir die Dirichletrandbedingungen betrachten, konnen wir zum Beispiel annehmen,
dass das Bild einen schwarzen Rand hat, indem wir

Tij = 0 fiir (’L,j) S D(F)

fordern.

5.2.2 Fixpunktiteration

Da es sich beim Gradientenabstiegsverfahren um ein explizites Verfahren handelt, muss die
CFL-Bedingung (Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung) eingehalten werden, um ein stabiles
Verfahren zu gewéhrleisten (vgl. [10], pp. 12). Dies kann jedoch insgesamt zu einem langsa-
men Verfahren fiihren. Eine Alternative zum Gradientenabstiegsverfahren wurde deshalb
von Vogel und Oman in [29] vorgeschlagen.

Wir betrachten dazu den Variationsansatz mit TV-Regularisierung und gehen von der
Euler-Lagrange-Gleichung aus, die in diesem Fall wie folgt lautet (vgl. (4.10), wobei S nun
die Identitat sei):

V(s)
[V (s)]

0= —pdiv ( > + (z(s) — I(s)) mit s € Q. (5.5)
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5 Numerische Verfahren — Minimierungsmethoden

Das Energiefunktional ist in Regionen mit |Vz| = 0 nicht differenzierbar, und wir verwen-
den die modifizierte L'-Norm als Approximation, um numerische Schwierigkeiten fiir den
Fall |Vz| ~ 0 zu vermeiden:

V|, = /|Vz]> + 7, 7> 0. (5.6)

Fir |Vz| < /7 erhalten wir V| +n ~ \/ﬁ(l—k%) und fiir [Vz| > /n gilt

\/IVz[> + 1 ~ |Vz| (vgl. Bemerkung 4.2). Das bedeutet, dass wir in glatten Regionen eine
quadratische Regularisierung erhalten und bei Kanten eine lineare Funktion. Dabei spielt
/1 die Rolle eines Grenzparameters.

Mit (5.6) lafst sich (5.5) in der Gestalt
r+pul(z)r =1 (5.7)

darstellen, wobei der elliptische Differentialoperator L(z) durch

. Vy
L(z)y = —div <\Vﬂs|n>

definiert ist. Aus der nichtlinearen Gleichung (5.7) erhalten wir nun eine Fixpunktiteration,
indem wir die Gleichung wie folgt linearisieren:

(1+ pL(z™)z" ™t =1, 2° gegeben. (5.8)

In jeder Iteration ist so nur noch eine lineare Diffusionsgleichung zu l6sen. Wenn wir diese
diskretisieren, erhalten wir ein hochdimensionales lineares Gleichungssystem, welches mit
dem vorkonditioniertem konjugierten Gradientenverfahren (,PCG-Verfahren®) gelost wer-
den kann (vgl. [28], pp. 103). Im Gegensatz zum Gradientenabstiegsverfahren besitzt dieses
Verfahren nun folgende Vorteile: Eine Schrittweitenbestimmung in jedem Iterationsschritt
ist nicht notig, und das Verfahren ist unabhéngig von der CFL-Bedingung. In [19], pp. 7
ff. wurde gezeigt, dass die Diskretisierung der Iteration (5.8) fiir jeden Startwert z° global
konvergent ist.

5.2.3 Herleitung eines iterativen Schemas fiir das
Kantenerkennungsfunktional

Wir wollen fiir das Kantenerkennungsfunktional von Ambrosio-Tortorelli (4.12) das Mini-
mum numerisch mit Hilfe einer indirekten Methode bestimmen. Dies bedeutet, dass wir
zunachst die Euler-Lagrange-Gleichung anwenden und in diesem Fall nun ein System be-
stehend aus zwei partiellen Differentialgleichungen erhalten. Durch Diskretisierung leiten
wir dann ein iteratives Schema zur Losung des Problems her. Wir betrachten also das
Kantenerkennungsfunktional (4.12):

F.(x, k) = /ch (2(s) — I(3))? + o | Va(s)|* - (k(s)? + c4)
+ ¢3 (e IVE(s)|* + i(1 — k:(s))2> ds.

4e
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5 Numerische Verfahren — Minimierungsmethoden

Dieses Funktional soll bzgl.  und k minimiert werden. Aufgrund des Produkts |V:E\2 k?
ist das Funktional nicht konvex und somit nicht mehr gewéhrleistet, dass ein numerisches
Verfahren gegen ein Minimum konvergiert. Wenn wir hingegen k fest lassen, so hangt F,
quadratisch von x ab und wie in Satz 4.1 folgt die Konvexitdt von F; bzgl. x. Lassen
wir wiederum x fest, so ist das Funktional quadratisch und konvex bzgl k. Um nun ein
numerisches Verfahren zu erhalten, lassen wir also jeweils x und k fest und bestimmen
zunachst die Euler-Lagrange-Gleichung von F¢ bzgl.  und anschliefend bzgl. k. Um die
folgenden Gleichungen abzukiirzen, bezeichnen wir den Integranden von (5.9) mit f. Wir
lassen zunichst k fest und nehmen an, dass € C%(Q). Dann kénnen wir Satz 3.5 aus
Kapitel 3 anwenden und erhalten
of

%2612(35—]),

oxr o
Jzg, = C2 23751 (k% + ca),

oxr 4
Jz,, = C2 23752 (k% + ca),

. 0? 0?
= div (fxslafISQ) =22 <<88§) + (&g)) (k‘2+C4).

Also ist die Euler-Lagrange-Gleichung eine elliptische Differentialgleichung:
ci(x —I) — caAx(k* 4 ¢4) = 0. (5.10)

Wir bestimmen die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir & € C?(Q2) analog, indem wir x fest
lassen:

e 200k| Vx| 034—62(1 k),

. O’k | (K
= div (fqul,fk\%) =2¢€c3 ((88%) + <8S§>> .

Somit erhalten wir

1
czk:|Va:|2—034—(1—16)—603Ak:0. (5.11)
€
Mit der Definition der beiden elliptischen Differentialoperatoren
4
L(k) = —C—z(kr2 +cq)A und L(x) = e (Vz|? — 4€2A,
1 €3

lassen sich die Gleichungen (5.10) und (5.11) darstellen als
(1+L(k)zr=1 und (1+ L(x))k=1,

wobei 1 die Identitdt bezeichnet. Es liegt also ein gekoppeltes System zweier elliptischer
Differentialgleichungen vor, das wir iterativ durch das folgende alternierende Schema 16sen
konnen: 2" — k™ — z"*1 d.h. durch die beiden Gleichungen

(1+LE"))k" =1 und (14 L(k")z"™ =1. (5.12)
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5 Numerische Verfahren — Minimierungsmethoden

Wir kénnen alternativ auch ein paralleles Schema z™ — k"1 k" — 2"+ verwenden:
1+ L") =1 und (14 L(k")z" ™ =1.

Nun miisste man — dhnlich wie bei der Fixpunktiteration (5.8) — in jedem Iterationsschritt
nach der Diskretisierung zwei lineare Gleichungssysteme 16sen. Wir leiten jedoch ein expli-
zites Verfahren her und betrachten dazu die partiellen Differentialgleichungen aus (5.12)
separat. Zunéchst betrachten wir

4
(1 + 228 v 462A> k" = 1.
c3

Indem wir die Approximation des Laplace-Operators (5.1) in der Gestalt Ak™ ~ k" —4k" 1
verwenden, erhalten wir in jedem Punkt (i,j) € DIN () das folgende explizite Schema:

code )
<1 * 2c ((5;11’2"3)2 + (5;;36?])2) + 1662> k=14 4€2k?j—1
3 9.
1+ 462];32;1

(1+ 28 ((0hm05)" + (0245)") + 16€2)

Analog leiten wir fiir
(1 gy C4>A> =T
c1

mit der Approximation Az"t! ~ z" — 42" *! das folgende explizite Schema in jedem Punkt
(1,7) € DIN(Q) her:

dc c
<1 - 712((/@;3.)2 + C4)> ol =1+ ﬁ((kgﬁ +ca)TY

o gt Lt 2((k7))? + ca)ai
H ] .
M T R ((R)? 4 )

Auch hier miissen noch die Randwerte der Gitterpunkte auf dem Rand sowohl fiir z als
auch fiir k angegeben werden. Der Einfachheit halber kénnen wir auch hier die Dirichlet-
randbedingung fordern, also

Tij = 0 fir (Z,j) S D(F) und k@j =0 fiir (l,j) S D(F)

Ein theoretisches Konvergenzresultat ist nach Kenntnisstand des Verfassers nicht vorhan-
den, jedoch liefert das Verfahren in der Praxis und bei den in dieser Arbeit durchgefiihrten
Versuchen bereits nach wenigen Iterationen gute Ergebnisse.

5.3 Direkte Verfahren

Die Idee der direkten Verfahren besteht darin, ein Steuerungsproblem durch Diskretisie-
rung in ein endlichdimensionales nichtlineares Optimierungsproblem zu transformieren und
auf dieses Problem anschliefend ein numerisches Verfahren (Innere-Punkt-Methode) anzu-
wenden, die in Abschnitt 5.5 behandelt wird.
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5 Numerische Verfahren — Minimierungsmethoden

Wir betrachten als Beispiel das Steuerungsproblem (P;) aus Abschnitt 4.4, wobei S nun
die Identitit sei und wir auferdem f(r) = 72 annehmen:

Minimiere F(z,u) = /
Q

unter u(s) = (u1(s), uz(s))’ = Va(s), (V)s € Q,
u(s) € K = {(v1,v2) € R?| [v1]? + [v2]? < R?} (V)s € Q.

(I(s) —x(s))%ds + ,u/Q lu(s)|* ds; (z,u) € Wol’p(Q) x LP(Q,R?)

(5.13)

Wie bei den indirekten Verfahren diskretisieren wir das Gebiet 2 durch ein Gitter Qn, n,.
Haben die Gitterpunkte jeweils dquidistanten Abstand h, so ldsst sich das Zielfunktional
mittels einer einfachen Kubaturformel approximieren. Eine solche liefe sich zum Beispiel
mit der Simpson-Formel herleiten, doch verwenden wir hier der Einfachheit halber fiir eine
Funktion g : 2 — R die zweidimensionale Trapez-Kubaturformel:

h2
[o@ds~ 3 gl + gloigen) + glsivn) + glsirn i)
“ (i1)€D(9)

Nachdem wir das Zielfunktional mit Hilfe dieser Formel diskretisiert haben, diskretisieren
wir die Nebenbedingungen, indem wir die einzelnen partiellen Ableitungen durch Finite-
Differenzen approximieren. Fiir das Problem (5.13) erhalten wir also insgesamt mit den
Optimierungsvariablen (x, 1) € RN XNz 5 RINM-1D)x(N2=1)%2 (55 folgende endlichdimensio-
nale Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen:

Minimiere F(z,u) ~ Z R (L — xij)? + 1 Z h? ((ul(lj))2 + (uEQJ))Q)
(irj)EQNl,Ng (l,])ED(Q)

UEQ») 6Lz, (i,5) € D(Q)

g = s
~ R < a7+ a7 < RY, (i,5) € D(Q)

Dieses Optimierungsproblem kénnen wir nun mit Hilfe eines geeigneten Solvers 16sen. Wir
verwenden dabei Solver, die intern sogenannte Innere-Punkt-Verfahren benutzen (vgl. Ab-
schnitt 5.5).

An dieser Stelle wollen wir noch exemplarisch darauf eingehen, wie einige der in Kapitel 4
vorgestellten Optimierungsprobleme geeignet diskretisiert werden.

Sind allgemeinere Regularisierungsterme als die quadratische Regularisierung gegeben, wie
zum Beispiel die TV-Regularisierung, oder das Regularisierungsfunktional (4.16) aus der
Approximation des Mumford-Shah-Funktionals, so 14ft sich auf analoge Weise das Ziel-
funktional mittels der Quadraturformel diskretisieren. Zu beachten ist nur, dass die Regu-
larisierung jeweils geeignet durch Finite-Differenzen approximiert wird.

Als Beispiel betrachten wir dazu das Zielfunktional (4.14) bestehend aus L!-Datenterm und
TV-Regularisierungterm genauer. Wir nehmen dabei an, dass x € W12(€), und betrachten
wegen (2.5) also das folgende Modell:

F(x):/ﬂI(s)—x(s)ds—i—)\/Q|Va:(s)|ds
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Nun ist weder der Datenterm, noch der Regularisierungsterm im Nullpunkt differenzierbar.
Die einfachste Moglichkeit besteht nun darin, beide Terme mit Hilfe der modifizierten L!-
Norm zu approximieren. Mit zwei Parametern 8 > 0, > 0 erhalten wir also

/\/ —I-ﬁds—i-)\/\/Wx )2+ 8 ds.

Auf diese Weise erhalten wir sogar ein strikt konvexes Funktional, das dann — im Gegensatz
zu dem Funktional (4.14) — nun eine eindeutige Minimalstelle besitzt (vgl. auch [13] pp.21).
Durch Anwendung der Trapez-Kubaturformel erhalten wir nun die Approximation:

Fla)y~ Y, h2\/(u zig) + B AN Y hQ\/((fssﬁf'?i,j)Q+(5s+2$i,j)2)2+5-

(ivj)EQNl,N2 ( 7J)ED(Q)

Die in Abschnitt 4.5.2 modellierten Steuerungsprobleme mit rotating mask (vgl. die Proble-
me (P,) und (P3)) sind bereits in diskreter Form gegeben, sodass eine direkte Anwendung
des Solvers moglich ist.

5.4 Nichtlineare Optimierungsprobleme — Notwendige
Optimalitatsbedingungen

Um Innere-Punkt-Verfahren herleiten zu kénnen, wiederholen wir in diesem Abschnitt ei-
nige Grundlagen der nichtlinearen Optimierung und formulieren insbesondere notwendige
Optimalitdtsbedingungen fiir ein nichtlineares Optimierungsproblem mit Nebenbedingun-
gen. Seien f : R™ — R eine differenzierbare Funktion und g : R" — R™ stetig differenzier-
bar. Dann hat das Standardproblem der nichtlinearen Optimierung die Gestalt

min - f(z)
unter g;(x) <0 i=1,---,k, (5.14)

gi(x)=0 i=k+1,--- ,m.

Ein Punkt z € R™ heifit zuldssig, wenn er die Nebenbedingungen aus (5.14) erfiillt, d.h.
wenn gilt:

gz( )<O izly"'aka
9i(x)=0 i=k+1,---,m

Definition 5.1 (Indexmengen):
Fiir einen zuldssigen Punkt T definieren wir die Menge der aktiven Indizes der Ungleichungen
I(Z) und die Menge der Indizes der Gleichungen J(z) wie folgt:

I(g_j) = {iE{l,"' akj}|gi(j):0}a
J@) = 1@ U{k+ 1, m}.

Definition 5.2 (Lagrange-Funktion):
Die Lagrange-Funktion £ : R" x R x R™ — R fiir das Standardproblem (5.14) ist definiert
durch

ﬁ(l’, )\07 )‘) = )\0f(l') + )‘g(x)a

wobei (Ao, A) € R x R™ Lagrange-Multiplikator genannt wird.
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Nun kénnen wir notwendige Optimalitétsbedigungen erster Ordnung fiir das Standardpro-
blem der nichtlinearen Optimierung wie folgt formulieren:

Satz 5.1 (Notwendige Optimalitdtsbedingungen von Karush-Kuhn-Tucker):
Sei x* lokale Minimalstelle des Standardproblems der nichtlinearen Optimierung (5.14).
Dann gilt:

1. Es gibt einen Zeilenvektor (Mg, ) € R x R™ # (0,0,,) mit
Lo (2%, 20, A) = Ao f'(x*) + ) Njgl(a™) =0,
Jje
X >0, N\j>0Viel(z"), \y=0 firi¢ J(z¥).

2. Ist x* reguldr, d.h.

a) die Gradienten (gg4+1)z(x*), -, (gm)z(z*) sind linear unabhdngig,
b) v € R" sodass (g;)(z*)v < 0 firi € J(z*) und (gi)z(x*)v = 0 fir i €
{k_'_l’ ,m}7

dann kann A\g = 1 gesetzt werden.

3. Ist x* normal, d.h., sind die Gradienten (g;).(x*), i € J(x*) linear unabhdingig, so
ist X mit A\g = 1 eindeutig bestimmt

Beweis. Der Beweis findet sich in [21], Kapitel 2, Satz (4.16). O

5.5 Innere-Punkt-Verfahren — IPOPT und LOQO

Eine Moglichkeit der Losung nichtlinearer Optimierungsprobleme mit Nebenbedingungen
bieten Innere-Punkt-Verfahren. Die Idee besteht darin, zur Zielfunktion einen Barriere-
term zu addieren, so dass Verletzungen der Nebenbedingung stark bestraft werden. Wir
betrachten dazu das Optimierungsproblem

min f(z)

unter g(z) <0.

Dabei seien die Zielfunktion f : R™ — R und die Nebenbedingung g : R® — R™ zwei-
mal stetig differenzierbar. Wir fiihren nun Schlupfvariablen y € R™ ein und erhalten ein
dquivalentes Optimierungsproblem:

min - f(z)
unter g(z) —y =0, (5.15)
y <0.

Um die Ungleichungsrestriktionen zu eliminieren, subtrahieren wir im Zielfunktional einen
logarithmischen Barriereterm und erhalten:

min f(x) —p ; In(y;) (5.16)

unter g(z) —y = 0.
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Dabei ist @ > 0 vorausgesetzt. Nun sieht man leicht, dass fiir y — 0 die Zielfunkti-
on in (5.16) beliebig grofe Werte annimmt. Deswegen muss ein Minimum im Innern der
zuléssigen Menge des Problems (5.15) liegen. Das Verfahren heiftt deshalb Innere-Punkt-
Verfahren. Der Einflull des Barriereterms —p ) ;" ; In(y;) auf die Losung héngt vom Para-
meter p ab, so dass wir fiir 4 — 0 erwarten, dass die Losung des Problems (5.16) unter
gewissen Voraussetzungen gegen die Losung des urspriinglichen Problem (5.15) konvergiert.
Nun betrachtet man die Lagrange-Funktion von (5.16):

L(z,y,\) = f(z) - len(yi) - Z Ai(gi(z) — yi(z)).
i=1

=1

Dabei ist A = (A1, -+, A\p,) der Lagrange-Multiplikator fiir die Ungleichungs-Nebenbedin-
gung. Anschlieffend kann man die notwendigen Optimalitdtsbedingungen von Karush-
Kuhn-Tucker aus Satz 5.1 auswerten. Es bezeichne Y = diag(yi,--- ,ym) die Diagonal-
matrix mit den Schlupfvariablen y; auf der Hauptdiagonale und e = (1,---,1)T € R™,
dann gilt:

L(z,y, Nz = Vf(z)+ 7 (@)X =0,
ﬁ(xvyv)\)y /,LY_1€—|—)\ = 07

Wir multiplizieren die zweite Gleichung nun mit Y und erhalten:

Vf(x)+g'(x)A =0,
pe+YA=0,
—g(z) +y =0.

Wir fassen die linke Seite als Funktion F'(z,y, A) auf und koénnen das Barriereproblem fiir
einen festen Parameter p; nun mit Hilfe des Newton-Verfahrens lésen:

F,('Iayv )‘) A(CL‘,y,)\) = _F(:E’yv )‘)

Wir fithren dazu die folgenden Bezeichnungen ein:
m
Hk = Loy = f”(&?k) _ Zg;/(mk))\ic’
i=1

AF = diag(Ny, -+ k), YE = diag(yf, - L uk).

In jedem Iterationsschritt k ist dann ein nichtlineares Gleichungssystem zu 16sen:

Hy, 0 —g'(am)7 " Vf(ak) + g/ (aF)\F
0 AF V& dﬁ =— pe + Y Ak
—g(2*) FE 0 dj, —g(zF) + wk

Hat man die Suchrichtung durch das Losen dieses Gleichungssystems berechnet und geeig-
nete Schrittweiten oy, € (0, 1] bestimmt, kann man den néchsten Iterationspunkt mittels

Tp+1 = T + ogdy,
Y1 = Yk + ardy,
)\k+1 = )\k + Oékdg
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berechnen.

Bei der Durchfithrung der Versuchsreihen in dieser Arbeit haben wir den Solver IPOPT
verwendet und manchmal zum Vergleich LOQO herangezogen. Beide Solver basieren auf
dem Innere-Punkt-Verfahren und wurden entwickelt, um hochdimensionale nichtlineare
Optimierungsprobleme mit Nebenbedingungen zu 16sen. Fiir Ausfithrungen und Details zu
dem von A. Wéchter entwickelten Solver IPOPT verweisen wir auf [30]. Fiir Details zum
Solver LOQO, der von R.J. Vanderbei entwickelt wurde, sei auf [27] verwiesen.

Wir haben das AMPL-Interface (A Modelling Language for Programming) benutzt, um
unsere Probleme in eine geeignete Modellierungssprache zu tibersetzen und anschliefsend an
die Solver {ibergeben zu kénnen. Mit Hilfe von AMPL konnten wir so unsere Optimierungs-

probleme in eine leicht verstandliche Programmiersprache iibersetzen. Eine Einfiihrung in
AMPL leistet [20].

Die Programmiersprache MATLAB haben wir verwendet, um die Matrizen, mit denen
die Solver intern rechnen, als Bilder geeignet darzustellen. Auf der MATLAB-Homepage
http://www.mathworks.de findet sich die Dokumentation der verwendeten MATLAB-An-
weisungen. Aufserdem nutzen wir MATLAB, um die indirekten Verfahren zu programmie-
ren.
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6 Numerische Resultate

In diesem Kapitel sollen die meisten Methoden, die in Kapitel 4 vorgestellt und entwickelt
wurden, anhand von Beispielen und Testbildern untersucht und verglichen werden. Um
den Uberblick iiber die unterschiedlichen Methoden und Ziele nicht zu verlieren, fassen
wir diese in dem folgenden Schema kurz zusammen und widmen uns in den jeweiligen
Abschnitten den entsprechenden Details.

I. Kantenerkennungsfunktional von Ambrosio-Tortorelli
Ziel: Bestimmung der optimalen Parameter fiir ein synthetisches Test-

bild mit einfachen geometrischen Formen, Anwendung auf verrauschtes
Testbild, gute Entrauschung und gute Kantenbilder — Abschnitt 6.2

II. Energiefunktionale mit quadratischer und TV-Regularisierung
Ziel: Entrauschen des verrauschten Testbildes — Abschnitt 6.3

[II. Steuerungsproblem mit LP- und insbesondere L°°-Steuerbeschriankung
Ziel: Entrauschen des verrauschten Testbildes und Kantenerkennung mit

Hilfe der Steuerung, Anwendung mit und ohne zusétzliche Regularisie-
rung im Zielfunktional, Vergleich mit der Methode aus I. — Abschnitt
6.4

IV. Steuerungsproblem mit rotating mask
Ziel: Entrauschen von Bildern mit Salt-and-Pepper-Rauschen, Vergleich

mit aktuellen Methoden aus der Forschung, Anwendung auf synthetische
Bilder und auf das ,Lena“-Testbild
— Abschnitt 6.5

Abbildung 6.1: Uberblick iiber die Durchfiihrung der Versuchsreihen

Im letzten Abschnitt versuchen wir dann, die Ergebnisse dieses Kapitels zusammenzufassen
und die unterschiedlichen Methoden zu bewerten.

6.1 Bewertungsmalstdbe fiir die Ergebnisse

Neben der subjektiven Bewertung eines Bildes ist es oft wichtig, eine quantitative Maf-
zahl zu definieren, um die Giite eines wiederhergestellten Bildes bewerten zu kénnen. Wir
definieren dazu:

Definition 6.1 (SNR und PSNR):
Sei x € R™ ™ das Originalbild und I € R™™ das gestorte bzw. mit einer Methode wieder-
hergestellte Bild. Die Signal-Noise-Ratio SNR (deutsch: Signal-Rausch-Verhdaltnis) und die
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Peak-Signal-Noise-Ratio PSNR sind dann definiert als

SNR :=10log;, | —— , (6.1)
> 2 @iy — i)
i=1j=1
maM?,j
PSNR:=10log;q | -2 . (6.2)
> 2 (wiy — i)
i=1j=1

Fiir kontinuierliche Bilder z : Q C R? — R beschreibt ||z — I|, den quadratischen Fehler
der Differenz x — I. Das SNR bzw. das PSNR sind fiir diesen Fall definiert durch:

]l ) ]
SNR:=10log < , PSNR :=10logy | ——=—| .
0 |z — 1|, 0 |z — 11|,

Das SNR wird in der Einheit dB (deciBel) angeben. Die Zusammenhénge zwischen Signal-
Noise-Ratio und subjektiver Wahrnehmung sollen hier nicht weiter erlautert werden. Ge-
nerell kann gesagt werden, dass die Bilder umso besser aussehen, je grofer das PSNR bzw.
das SNR ist. Wenn das gestorte Bild I dem urspriinglichen Bild z ndmlich ,nahe” kommt,
so werden die Nenner in (6.1) bzw. (6.2) klein und folglich das SNR bzw. PSNR grok.

Bei der Bewertung der wiederhergestellten Bilder bestimmen wir das SNR oder das PSNR
des wiederhergestellten Bildes im Verhéltnis zum urspriinglichen Bild.

Bei der Bewertung der Kantenbilder, die wir erhalten, gehen wir wie folgt vor:

1. Fiir ein einfaches synthetisches Bild, das nur Rechtecke oder Kreise enthélt, lasst
sich ein ideales Kantenbild analytisch bestimmen. Anschliefsend miissen diese idealen
Kanten ,verpixelt® werden, d.h. wir projizieren sie auf ein diskretes Gitter, um sie
quantitativ vergleichen zu kénnen. Wir erstellen dieses ideale diskrete Kantenbild &
und nutzen es zum Vergleich mit den Kantenbildern, die wir durch unsere Verfahren
erhalten.

2. Die Kantenbilder k, die wir durch unsere numerischen Verfahren erhalten, sind in
diskreter Darstellung gegeben. Wir bestimmen die Giite des Kantenbildes, indem wir
die L?-Norm der Differenz k — k bestimmen und damit eine quantitative MaRzahl
fiir seine Abweichung zum idealen Kantenbild k erhalten. Das Kantenbild & ist dann
also umso besser, je kleiner dieser Wert ist.

3. Dabei vergleichen wir das ideale Kantenbild & sowohl mit den Kantenbildern, die wir
durch das Kantenerkennungsfunktional erhalten, als auch mit den Kantenbildern aus
der Auswertung der optimalen Steuerung.

4. Auflerdem vergleichen wir die Kantenbilder, die wir aus der optimalen Steuerung
gewinnen, mit dem besten Kantenbild aus der Auswertung des Kantenerkennungs-
funktionals.

In dieser Arbeit kann nur eine gewisse Anzahl von Bildern aufgenommen werden. Bei der
Auswahl der Bilder war es dem Verfasser wichtig, dass zum einen die quantitativen Zahlen,
wie PSNR oder die L2-Normdifferenz, gute Werte liefern. Andererseits wurden die Bilder
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so ausgewahlt, dass sie die Aussagen, die in dieser Arbeit gemacht werden, belegen kon-
nen. Manchmal kommt es dabei zu einer Diskrepanz zwischen der qualitativen Aussage
und dem quantitativen Wert. Zum Beispiel ist dies etwa bei der Kantenbewertung der
Fall. Die quantitative Bewertungszahl hédngt ndmlich immer davon ab, wie wir gerade die
idealen Kanten ,yerpixeln®. Auf diese Weise kann es zu der folgenden Diskrepanz kommen:
Die Werte einer Methode kénnen schlecht sein, obwohl das Kantenbild subjektiv gesehen
gut ist. Dabei ist natiirlich immer die Frage, was man unter ,,gut versteht. Zum Beispiel
kann es wiinschenswert sein, dickere Kanten zu erhalten, um diese in einem Bild hervorzu-
heben. Dies wiirde jedoch bei geeigneter Verpixelung der Idealkanten zu einem schlechten
quantitativen Wert fiihren. Die quantitativen Bewertungen sind also immer abhéngig von
der zugrunde liegenden Art der Projektion der Idealkanten auf ein diskretes Gitter. Der
Verfasser hat deshalb bei der Bilderauswahl versucht, einen Ausgleich dieser Diskrepanz zu
erreichen, und gleichzeitig zu erkléren, welche Faktoren bei der Bilderauswahl eine Rolle
gespielt haben.

Um den Lesefluss nicht zu stéren, werden die Tabellen zu den Versuchsreihen mit den jewei-
ligen quantitativen Bewertungen im Anhang dargestellt. Es wird jedoch in den Abschnitten
jeweils auf die Tabellen verwiesen.

6.2 Kantenerkennung

Wir wollen die Approximation des Mumford-Shah-Funktionals nach Ambrosio/Tortorelli
und die damit verbundene Kantenerkennung testen. Wir schreiben das Funktional aus
Abschnitt 4.2 der Ubersichtlichkeit halber noch einmal auf:

F.(z, k) :cl/ﬂ(a;(s)—I(s))2d3+cQ/ﬂyvx<s)12.(k(s)2+(:4)ds

1 (6.3)

+ 03/ (e IVk(s)* + —(k(s) — 1)2> ds.

Q 4e

Wir benutzen das iterative Schema, das wir in Abschnitt 5.2.3 hergeleitet haben, zur nu-
merischen Losung. Um unsere Verfahren angemessen vergleichen und bewerten zu kénnen,
betrachten wir an dieser Stelle nur synthetische Bilder. Bei synthetischen Bildern kénnen
wir die Kanten des Bildes leicht selbst definieren und so am besten beurteilen, wie gut die
Kanten tatsdchlich erkannt werden. Wir betrachten also das synthetische Bild der Gro-
$e 100 x 100 aus Abbildung 6.2a und eine davon mit Gauss’schem Rauschen verrauschte
Version (vgl. Abb. 6.2b). Da die Grauwertiibergéinge in diesem Bild sehr abrupt sind, ist
das ideale analytische Kantenbild leicht zu bestimmen. Wir erkléren die idealen Kanten in
diesem Fall einfach als die Objektgrenzen. Diese sind, da die Grauwertiibergénge eindeutig
sind, durch diese Vereinbarung eindeutig bestimmt. Dies ist bei natiirlichen Bildern nicht
unbedingt der Fall. Dort stellt sich die Frage, wann ein Sprung der Grauwertintensitét grofs
genug ist, um ihn als Kante zu identifizieren (vgl. die Argumentation in Abschnitt 4.2).
Um diese idealen Kanten unseres synthetischen Bildes jetzt zu verpixeln, gibt es mehrere
Moglichkeiten. Wir entscheiden uns dafiir, jedem Pixel oberhalb und unterhalb einer idea-
len Kante den Wert 0, also schwarz, zuzuweisen. Alle anderen Pixel erhalten den Wert 1,
d.h. weiR. Auf diese Weise erhalten wir das ideale Kantenbild & aus Abbildung 6.2¢c, das
wir als Referenzbild nutzen. Wir machen an dieser Stelle nochmal auf die Diskrepanz zur
subjektiven Bewertung aufmerksam. Bei der Verpixelung wére es auch moglich, jeweils nur
ein anstatt zwei Pixel ,schwarz zu malen“, zum Beispiel jeweils das Pixel oberhalb bzw.
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rechts von der idealen Kante. Dies wiirde im Ubrigen vielleicht den numerischen Verfah-
ren besser entsprechen, die ja Finite-Differenzen benutzen und sich jeweils bei geeigneter
Parameterwahl fiir ein und nicht zwei Pixel ,entscheiden”. Auf diese Weise wiirden wir im
Vergleich zum Kantenbild aus Abbildung 6.2¢ diinnere Kanten erhalten, was gegebenen-
falls auch wiinschenswert sein kann. Ein Nachteil der gewahlten Verpixelung ist namlich,
dass aus dem Kantenbild fiir das menschliche Auge nicht unbedingt hervorgeht, dass es
sich bei den Kanten rechts unten im Bild 6.2c um Kanten von diinnen schwarzen Linien
handelt. Hier wéaren diinnere Kanten wiinschenswert.

*® " @O
RPN N

°© O o
o B
<:}lil

(a) Ungestort (b) Gestort, PSNR=23.19 (c) ideales Kantenbild

Abbildung 6.2: Synthetisches Testbild

Die Werte der Versuchsreihe finden sich in Tabelle B.1. Wir beschreiben nun das Vorgehen
in unserer ersten Versuchsreihe:

Zunachst normieren wir in der ganzen Versuchsreihe ¢; = 1 und variieren nur die anderen
Parameter, was an dem Ergebnis nichts &ndert. Wir lassen nun in den Versuchen jeweils alle
bis auf einen Parameter fest, und variieren diesen Parameter, um herauszufinden, welche
Wirkung eine Variation hat.

Zuerst variieren wir ¢o. Die Ergebnisse finden sich in Abbildung 6.3. In der linken Spalte ist
das Ergebnisbild zu sehen, rechts das zugehorige Kantenbild. Das Verfahren verhélt sich
so, wie wir es erwarten. Wird co grofer, so wird der Gradient des Bildes x mehr gewichtet,
das Bild also geglattet. Damit ist gleichzeitig verbunden, dass das Kantenbild k£ auch eher
dazu neigt, Werte nahe 0 anzunehmen. Die Kanten werden also breiter. Besonders gut ist
die Diffusion des Bildes an der Raute im rechten Teil des Bildes zu beobachten. Mit der
Diffusion der Objekte im Bild geht natiirlich eine Verschlechterung der Bildqualitdt einher,
und deshalb ist es nicht verwunderlich, wenn die PSNR-Werte sinken (vgl. Tabelle B.1).

In einem zweiten Schritt untersuchen wir die Auswirkungen des Parameters c3. Die Er-
gebnisse finden sich in Abbildung 6.4. Wie wir vermuten, wirkt sich die Variation von cs
auf die Kanten aus, wiahrend sie auf das Bild selbst kaum Auswirkungen hat. Die Kanten
werden dabei fiir kleinere c3 dicker und intensiver. Die Begriindung ist auch hier einfach:
Fiir grofe c3 wird der dritte Summand in (6.3) stirker bestraft und das Kantenbild & neigt
somit dazu, Werte nahe 1 anzunehmen. Dasselbe Argument gilt bei der Variation von e,
wie in Abbildung 6.6 zu sehen ist. Dabei sei daran erinnert, dass e urspriinglich die Kon-
vergenz der Approximation von Ambrosio-Tortorelli bestimmt. Dass die Kanten bei kleiner
werdendem e diinner werden, deckt sich insofern mit der Theorie, als ja die Kantenmenge
gerade gegen die Menge der Unstetigkeiten von x konvergiert.
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Zuletzt betrachten wir den Parameter c¢4. Bei den bisherigen Versuchen haben wir ¢4 Null
gelassen. Die Betrachtung von (6.3) gibt Anlass zu der Vermutung, dass ¢4 lediglich eine
zusétzliche Glattung unseres Bildes & bewirkt. Dies wird in Abbildung 6.5 bestétigt. Eine
derartige zusétzliche Glattung kann von Vorteil sein, wenn es sich um ein verrauschtes Bild
handelt, das wir in unserem néachsten Schritt betrachten wollen.

Wir testen das Kantenerkennungsfunktional nun im Zusammenhang mit einem verrausch-
ten Bild. Das Ziel ist dabei, sowohl gute Kanten als auch ein wiederhergestelltes Bild
ohne Rauschen zu erhalten. Die benutzten Parameterpaare und Bewertungen finden sich
in Tabelle B.2. Da die Auswirkungen der Parameter detailliert erklart wurden, reicht es
an dieser Stelle aus, wenn wir nur die ,besten Ergebnisse in Abbildung 6.7 angeben. Die
Parameterpaare haben wir dabei so gewéhlt, dass sie gleichzeitig sowohl ein gutes wie-
derhergestelltes, als auch ein gutes Kantenbild geliefert haben. Zu bemerken ist, dass der
Parameter co nicht zu klein gew#hlt werden darf, da das Rauschen sonst nicht gegléttet
wird. c3 kann anschliefend so gewihlt werden, dass wir ein moglichst gutes Kantenbild
erhalten.

In Abbildung 6.7(b) ist das Rauschen zufriedenstellend entfernt worden, wobei sich der
PSNR-Wert des Bildes nicht verbessert hat (vgl. Tabelle B.2). Dies hingt damit zusam-
men, dass zwar die Beseitigung des Rauschens die Qualitdt des Bildes verbessert, eine
geringe Diffusion der Objekte aber bereits so sehr ins Gewicht fallt, dass die quantitati-
ven PSNR-Werte insgesamt schlechter werden. Wir koénnen jedoch festhalten, dass wir mit
Hilfe des Ambrosio-Tortorelli-Funktionals Bilder entrauschen kénnen und gleichzeitig gute
Kantenbilder erhalten.

Als optimales Kantenbild mit Hilfe dieses Ansatzes legen wir das Kantenbild aus Abbildung
6.3b fest, da dieses quantitativ (im Vergleich zum festgelegten Idealbild) den besten Wert
geliefert hat.

Es ist anzumerken, dass die Minimierung des Ambrosio-Tortorelli-Funktionals in den Ex-
perimenten auch mit Hilfe der direkten Verfahren vorgenommen wurde und so auch sehr
ghnliche Ergebnisse erzielt wurden. Auch der Nachteil der direkten Verfahren wurde je-
doch deutlich: in der Regel war die Laufzeit linger. Die Ergebnisse finden sich auf der
beigefiigten CD.
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Abbildung 6.3: Variiere ca: co wird von oben nach unten grofer. Andere Parameter bleiben
fest. c1 =1, ¢c3 = 0,001, ¢4 =0, € = 0,05
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Abbildung 6.4: Variiere c3: ¢ wird von oben nach unten kleiner. Andere Parameter bleiben
fest. ¢y =1, co = 0,001, ¢4, =0, e = 0,05
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Abbildung 6.5: Variiere c4: ¢4 wird von oben nach unten grofer. Andere Parameter bleiben

fest. c1 =1, co = 0,001, ¢c3 = 0,001, ¢ = 0,05
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Abbildung 6.6: Variiere e: € ist im linken Bild grofer als im rechten. Andere Parameter

bleiben fest. ¢; = 1, co = 0,001, ¢3 = 0,00001, ¢4 =0

Abbildung 6.7: Entrauschen und gleichzeitige Kantenerkennung des verrauschten Testbil-

des.

(a) c1 = 1
co = 0.05
c3 = 1073
Cq4 = 0

e =0.05
(b) Ccl = 1
Cy = 0.1
c3 = 1073
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6.3 Quadratische und TV-Regularisierung

Wir betrachten dieselben synthetischen Bilder wie im letzten Abschnitt und wollen das
Rauschen im Bild aus Abbildung 6.2b mit Hilfe des Variationsansatzes aus Abschnitt 4.1.1
entfernen, d.h. wir betrachten das Problem

Minimiere F(z) = /Q (I(s) — x(s))%ds + ,u/Q f(Vz(s)|)ds; (z,u) € Wol’p(Q) x LP(Q,R?).
(6.4)

Als Regularisierungsterme verwenden wir dabei die quadratische als auch die TV-
Regularisierung. Um das Problem numerisch zu l6sen verwenden wir an dieser Stelle das
direkte Verfahren aus Abschnitt 5.3 und den Solver IPOPT. Dabei ist es beim direkten
Verfahren notwendig, fiir die TV-Regularisierung die folgende Approximation zu verwen-
den:

Va|y == /|Va|* + 3. (6.5)

Wir zeigen in Abbildung 6.8 exemplarisch nur die besten Bilder, an denen auch der Un-
terschied zwischen quadratischer und TV-Regularisierung noch einmal deutlich wird. Die
quadratische Regularisierung bewirkt nicht nur eine Glattung des Rauschens, sondern auch
eine zu starke Glattung der Kanten. Dieser negative Effekt hat zur Folge, dass der PSNR-
Wert insgesamt deutlich schlechter wird, wihrend wir mit Hilfe der TV-Regularisierung
eine Verbesserung erreichen (vgl. Tabelle B.3). Auch im Vergleich zum Ambrosio-Tortorelli-
Funktional aus dem letzten Abschnitt erreichen wir mit Hilfe der TV-Regularisierung bes-
sere PSNR-Werte fiir das wiederhergestellte Bild.

In Abbildung 6.9 zeigen wir, was geschieht, wenn der Regularisierungsparameter zu grofs
gewihlt wird. Bei der TV-Regularisierung wird derselbe Effekt deutlich wie in Abbildung
4.2. Die kleinskaligen Objekte fangen an zu verschwinden. Bei zu klein gewdhltem Regula-
risierungsparameter wiirde das Rauschen wiederum nicht entfernt werden.

In diesem Abschnitt kann insgesamt festgehalten werden, dass die TV-Regularisierung
auch bei unseren Versuchen mit den direkten Verfahren keine oder nur eine geringfiigige
Diffusion der Kanten in einem Bild bewirkt. Ziel des nichsten Abschnitts wird es sein,
diese Eigenschaft zu nutzen und gleichzeitig eine Kantenerkennung zu erreichen.

6.4 Steuerungsproblem mit L*>-Steuerbeschrankung —
Auswirkungen der Steuerbeschriankung

In diesem Abschnitt wollen wir die Auswirkungen einer Steuerbeschriankung untersuchen
und nehmen wieder das Testbild aus Abbildung 6.2a, um unseren Steuerungsansatz mit
den bisherigen Methoden vergleichen zu kénnen.

Wir betrachten also das Steuerungsproblem (P;) aus Abschnitt 4.4, wobei hier S die Iden-
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(a) Quadratische Regularisierung (b) TV-Regularisierung mit u =
mit =2 0.1, = 0.001

Abbildung 6.8: Glattung basierend auf dem Variationsansatz

" S ‘@
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(a) Quadratische Regularisierung (b) TV-Regularisierung mit u =
mit ¢ =10 1,8 =0.001
Abbildung 6.9: Glattung basierend auf dem Variationsansatz mit grofserem Regularisie-

rungsparameter

titat sei:

(I(s) — x(s))2ds + / F([u(s)]) ds
Q Q
(z,u) € WyP(Q) x LP(Q,R?),

u(s) = (u(s), ua(s))" = Va(s), (V)s € Q,
u(s) € K :={(v1,v2) € R?| |v1|? + [v2]? < R} (V) s €

(P1) Minimiere F'(z,u) = /

Wir haben bereits in Abschnitt 4.4 angemerkt, dass es mit Hilfe der optimalen Steuerung
moglich ist, ein Kantenbild zu erhalten. Dies wollen wir an dieser Stelle genauer diskutie-
ren, bevor wir dazu iibergehen, die Versuchreihe fiir das Problem (P;) auszuwerten. Da
die Steuerung gerade durch den Gradienten definiert ist, erhalten wir bei gewissen Para-
metern ein Kantenbild, indem wir dem Kantenbild an den Stellen, wo die Steuerung aktiv
wird, einen schwarzen Pixel zuweisen. An Stellen, an denen die Steuerung nahe Null ist,
es sich also um eine homogene Region handelt, werden die Pixel des Kantenbildes weifs
gesetzt. Bei Zwischenwerten der Steuerung wird dem Kantenbild ein entsprechender Wert
der Grauwertskala zugewiesen, der etwa durch lineare Interpolation der Grauwertskala ge-
wonnen werden kann. Indem wir die Steuerung also auf diese Weise auswerten, erhalten
wir ein Kantenbild, da die Steuerung ja gerade dort aktiv wird, wo der Gradient grofs ist,
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also an den Kanten. Aus diesem Grund ist es auch nicht sinnvoll, die Steuerung im all-
gemeineren Fall der verrauschten Bilder als Kantendetektor zu verwenden, da Rauschen
auch mit groffen Gradienten einhergeht und also auch als Kante erkannt werden wiirde.
Bei verrauschten Bildern wird eine Glattung erforderlich sein, um das Rauschen aus den
Kantenbildern zu entfernen.

Um aus der optimalen Steuerung ein Kantenbild zu erhalten, gibt es mehrere Moglichkeiten.
Die optimale Steuerung u = (u(l),u@)) ist nach Anwendung des numerischen Verfahrens
zunachst in diskreter Form gegeben. Dieser diskreten Steuerung kann eine kontinuierliche
Steuerung @ := (41, 4(?)) zugewiesen werden, indem wir (wie in Abschnitt 2.4.1 erwihnt)
zwischen den einzelnen Gitterpunkten linear interpolieren oder die einzelnen Komponenten
auf jedem Pixel als konstant auffassen. Nun kann das Kantenbild mit Hilfe dieser konti-
nuierlichen Steuerung auf zwei unterschiedliche Weisen definiert werden. Es bezeichnen im
Folgenden P;; die einzelnen Pixel des gegebenen Gitters €2, ,. Sie besitzen die Lénge 1
und die Breite 1. Wir definieren das Kantenbild k£ € R™" nun durch eine der folgenden
Moglichkeiten:

1. Motiviert durch die Beschrinkung der ¢-Norm von u fir 1 < ¢ < oo setzen wir fiir
jeden Gitterpunkt s; ; € €, -

b= [ (n(s)7+ (o)) ds. (6.6

0,3

2. Motiviert durch die Beschrénkung der Maximumnorm von u setzen wir fiir jeden
Gitterpunkt s; ; € €2y, -

ki j := max max(a1(s), Ua(s)). (6.7)
SGPZ'J

3. Wir merken an, dass bei der Betrachtung von stiickweise konstantem a, sich (6.6)
bzw. (6.7) vereinfacht schreiben lassen als:

ki,j = |(ﬁ1(8i7j))q + (fbg(si,j))q| ,  bzw. (68)
kiﬂ' = max(ﬁl(sivj), ﬂQ(SiJ’)). (69

Vor allem diese beiden Definitionen werden wir zur Auswertung verwenden, unsere
Bilder und die Steuerung also als stiickweise konstant auffassen. Wir kénnten 4 auch
als lineare Interpolation von u auffassen, d.h. zwischen den Gittermittelpunkten li-
near interpolieren. Jedoch ist ein Vorteil dieser Darstellung nicht direkt ersichtlich
und wiirde bei den in dieser Arbeit benutzten Bildern zu viel Rechenzeit bei der
Bildbewertung erfordern.

4. Wir kénnen auch nur einen gewissen Anteil der Steuerung nutzen, ndmlich den An-
teil, wo sie ,nahezu® aktiv wird, zum Beispiel die obersten 10% der Steuerung. Dies
erreichen wir, indem wir das Kantenbild auf die folgende Weise definieren: Fiir jeden
Gitterpunkt s; ; € 2, , setzen wir

k~_{hAM@W+@ﬂW%s\wmuW—$MSum@w+@xm%gRa
1,0 T 0

| sonst.

(6.10)
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Wenn wir die Kanten auf diese Weise definieren, erhalten wir tatsichlich Kantenbilder,
wobei nach der in dieser Arbeit verwendeten Notation 0 schwarz und 1 weifs entspricht,
die Kanten in diesen Bildern also weiff wéren, wihrend die homogenen Regionen schwarz
dargestellt wiirden. Dies dndert jedoch an der Qualitdt der Kantenbilder nichts, da wir die
Farbwertskala einfach invertieren konnen.

Zur weiteren Erlauterung betrachten wir zum Beispiel die Definition (6.8) genauer. Be-
finden wir uns in einer homogenen Region, so ist die Steuerung 0 und somit k;; = 0,
und der Punkt (nach Inversion der Farbskala) damit weif. Umgekehrt, wenn wir uns an
einem Punkt s; ; befinden, in dem die Steuerung aktiv wird, bedeutet dies gerade, dass
kij = |(t1(si;))? + (t2(s;;))? = R? und damit das Kantenbild im Punkt s; ; den hochs-
ten Wert der Grauwertskala [0, R?] annimmt, d.h. nach geeigneter Skalierung die Farbe
schwarz annimmt.

Mit diesen unterschiedlichen Mdoglichkeiten Kanten zu definieren, werten wir jetzt schritt-
weise die Ergebnisse aus, die wir durch numerisches Losen von (P») erhalten haben. Dabei
haben wir das direkte Verfahren aus Abschnitt 5.3 verwendet und untersuchen nun zu-
néchst Steuerbeschrankungen mit 1 < ¢ < oco. In Abbildung 6.10 (und in Tabelle B.4)
finden sich die Ergebnisse fiir den Fall ¢ = 2. Wir haben hier keine Regularisierung vor-
genommen, also die Potentialfunktion f = 0 gesetzt. In der linken Spalte finden sich die
wiederhergestellten Bilder. In der rechten Spalte werden in dieser und in den folgenden
Abbildungen die zugehorigen Kantenbilder dargestellt, die wir hier durch (6.10) definiert
haben. In Abbildung 6.10 haben wir von oben nach unten die Steuerbeschréankung R im-
mer kleiner gewihlt. Die Auswirkungen auf die Bilder sind gut zu erkennen. Es findet eine
Diffusion bzw. Glattung der Objekte im Bild statt und zwar umso mehr, je kleiner wir die
Schranke R wéhlen. Aufterdem werden die Kanten in den Kantenbildern breiter. Es kann
gesagt werden, dass der Glattungseffekt, der durch die Steuerbeschréankung bewirkt wird,
starker ist, als die Anwendung der quadratischen Regularisierung (vgl. etwa Abb. 6.9a).
Um eine dhnliche Glattung zu erreichen, miisste man bei der quadratischen Regularisierung
den Regularisierungsparameter sehr groft wahlen.

In Tabelle B.4 wird aufserdem deutlich, dass es bei ungestérten Bildern kaum einen Un-
terschied macht, ob wir die gesamte Steuerung nutzen, um die Kantenbilder zu definieren,
oder wie in der Definition (6.10) nur die obersten 10 % der Steuerung. Es kann gesagt wer-
den, dass quantitativ und qualitativ das Kantenbild aus Abbildung 6.10 (b) sehr gut ist.
Weiterhin kann festgehalten werden, dass die Kantenbilder bei zu kleiner Schranke nicht
mehr brauchbar sind, da die Kanten dann zu sehr das Bild fiillen.

Im n#chsten Schritt untersuchen wir die Beschrankung der Maximumnorm von u, d.h. den
Fall ¢ = co. Die Steuerbeschrankung hat also die Gestalt

—R; <wui(s) < Ry,

6.11
—Rs < ua(s) < Ro, (6.11)

wobei zunéchst fiir die Schranken R := Ry = Rs gelten soll. Wir lassen nun in den Versu-
chen jeweils alle bis auf einen Parameter fest, und variieren diesen Parameter, um herauszu-
finden, welche Wirkung eine Variation hat. Wir wenden das Verfahren nun auf verrauschte
synthetische Bild an. Die Ergebnisse finden sich in den Abbildungen 6.11 und 6.12 sowie in
Tabelle B.5. Dabei stellen wir in diesem Fall die gesamte Steuerung dar, d.h. wir definieren
unsere Kantenbilder durch (6.7). Auch hier variieren wir die Schranke R und wihlen sie
(in der Abbildung von oben nach unten) immer kleiner. Es ist derselbe Effekt wie beim
ungestorten Bild zu beobachten. Um das Rauschen zu entfernen (vgl. Abb. 6.12), ist es
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notwendig die Schranke sehr klein zu wéhlen, was gleichzeitig bewirkt, dass die Objekte im
Bild stark diffundieren. Auch die Kantenbilder enthalten entweder zu viel Rauschen oder
haben zu breite Kanten.

Aus diesen Griinden gehen wir dazu {iber, eine Regularisierung einzufithren und im Zu-
sammenhang mit der Steuerbeschrénkung zu betrachten. Wir betrachten hier nur die TV-
Regularisierung, da diese in Abschnitt 6.3 bereits ein gutes Ergebnis geliefert hat. Zunéchst
wahlen wir einen festen Regularisierungsparameter und variieren in Abbildung 6.13 wie-
derum die Schranke R. Je kleiner wir R wahlen, um so breiter und deutlicher werden die
Kanten in den Kantenbildern, was durchaus wiinschenswert sein kann, um Kanten hervor-
zuheben (vgl. insbesondere Abb. 6.14h). Die PSNR-Werte der wiederhergestellten Bilder
werden dabei zwar gleichzeitig schlechter (vgl. Tabelle B.5), was wir jedoch in Kauf neh-
men, um breitere Kanten zu erhalten. Dass die PSNR-Werte schlechter werden, ist einfach
wieder dadurch zu erkldren, dass die Objekte im Bild diffundieren und dies eine grofe
Abweichung vom Originalbild bewirkt. Ein weiterer negativer Effekt, der die Kantenbilder
betrifft, ist auch hier gut zu beobachten. In den Kantenbildern werden bei kleiner wer-
dender Schranke einige verrauschte Pixel sichtbar (vgl. insbesondere Abb. 6.14h). Jedoch
geschieht dies nicht in dem Mafte wie in den Abbilungen 6.12 und 6.12, also ohne zu-
sitzliche Regularisierung. Dies belegt unsere Vermutung, dass im Steuerungsansatz eine
Regularisierung im Zielfunktional notwendig ist.

Um diese Nachteile zu beheben, kénnen wir nun noch einen Schritt weiter gehen und die
verwendeten Methoden nacheinander in einem Zwei-Phasen-Verfahren anwenden. In der
ersten Phase bestimmen wir mit Hilfe des Steuerungsproblems (P;) ein Kantenbild mit der
gewiinschten Kantenbreite, die wir durch die Schranke R steuern kénnen. Anschlieflend
wenden wir die TV-Regularisierung auf das erhaltene Kantenbild an, um die restlichen
verauschten Pixel aus diesem Kantenbild zu entfernen. Wir haben die Bilder aus Phase 1
und Phase 2 in Abbildung 6.14 gegeniibergestellt.

Wenn wir die quantifizierte Kantengiite als Bewertungsmafistab wahlen, so liefert die
Schranke R = 0.5 die besten Ergebnisse (vgl. die Abbildungen 6.13 (b) und 6.14(c) so-
wie die Tabellen B.6 und B.7). Allerdings betonen wir noch einmal, dass subjektiv gesehen
das Kantenbild aus Abbildung 6.14(d) als besser gewertet werden konnte, da dort die Kan-
ten breiter und damit deutlicher hervortreten. Wir betonen, dass, wenn wir ein Kantenbild
mit breiteren Kanten zugrunde legen wiirden, also unsere idealen Kanten jeweils auf drei
oder vier Pixel des diskreten Gitters projizieren wiirden, wir auch quantitativ bessere Werte
erhalten wiirden.

In Abbildung 6.15 sind die zu den Zustandsgleichungen (6.11) adjungierten Variablen dar-
gestellt, die von IPOPT ebenfalls berechnet werden und somit leicht erhalten werden kon-
nen. Indem wir die Adjungierten darstellen, erhalten wir (wie man in der Abbildung sieht)
auch Kantenbilder. Bei den Adjungierten ist in geringerem Ausmafs derselbe Effekt zu
beobachten wie bei der Auswirkung der Steuerung auf das Bild. Je kleiner die Schranke
gewahlt wird, umso intensiver sind die Kanten. Gleichzeitig ist das Rauschen im Gegensatz
zu den Bildern aus Abbildung 6.14h in den Kantenbildern nicht zu sehen. Somit erhalten
wir bei gering verrauschten Bildern gute Kantenbilder ohne Rauschen, indem wir die Ad-
jungierten darstellen. Fiir stdrkeres Rauschen konnte vergleichbar gute Ergebnisse nicht
mehr erzielt werden. Dann tritt das Rauschen auch wieder in den Kantenbildern auf.

In diesem Abschnitt kénnen wir also insgesamt festhalten, dass sowohl eine L2-Steuer-
beschrankung als auch eine L°°-Steuerbeschrankung breitere Kanten bewirken. Die Steu-
erbeschrankungen bewirken eine Diffussion der Objekte im Bild und sind nur in Verbindung
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mit einer zusatzlichen TV-Regularisierung effektiv. Durch anschliefende Anwendung der
TV-Regularisierung in einer zweiten Phase erhalten wir gute Kantenbilder.

Abbildung 6.10: Steuerbeschriankung im Fall ¢ = 2. Anwendung auf ein ungestortes Test-
bild aus Abb. 6.2a
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Abbildung 6.11: Anwendung auf verrauschtes Testbild aus Abb. 6.2b mit Maximumnorm
und Schranke R := R; = Ry
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Abbildung 6.12: Anwendung auf verrauschtes Testbild aus Abb. 6.2b mit Maximumnorm
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Abbildung 6.13: TV-Regularisierung mit § = 0.001, ¢ = 0.1 und L°°-Steuerbeschrankung
mit R:= R; = Ry
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Abbildung 6.14: Zwei-Phasen-Verfahren: In der rechten Spalte die Kantenbilder nach der
ersten Phase, in der linken Spalte die Kantenbilder nach der zweiten Phase, d.h. nach

Anwendung der TV-Regularisierung mit Regularisierungsparameter u
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Abbildung 6.15: Adjungierte des Zustands bei L*°-Steuerbeschréinkung

Streifenbild

Wie bereits in Abschnitt 4.4 angedeutet wurde, kann es Falle geben, in denen es sinnvoll ist
die eine Komponente der Steuerung stéarker zu beschranken als die andere. Wir betrachten
Steuerbeschréankungen der Gestalt (6.11) und kénnen R; und Ry unterschiedlich wéhlen.
Dies ist zum Beispiel sinnvoll, wenn wir das verrauschte Streifenbild aus Abbildung 6.16a
betrachten und wissen, dass das Bild nur vertikale Streifen aufweist. In der Praxis ist dies
etwa bei Strichcodes der Fall. Mit diesem a priori-Wissen konnen wir vertikale Glattung
zulassen, wihrend wir Glattung in der horizontalen Richtung verhindern, da so die Strei-
fen sonst diffundieren wiirden. Fiir die horizontale Richtung wéhlen wir also eine grofse
Schranke Rs, wiahrend wir fiir die vertikale Richtung die Schranke R; klein wéhlen. Die
Ausreifer werden somit gezwungen in vertikaler Richtung zu diffundieren. Die Abbildun-
gen 6.16b-6.16d zeigen diesen Effekt: Die Steuerung wird in der ersten Komponente immer
stiarker beschrinkt und die Ausreiffer werden ausgegléttet, bis wir schliefllich das Idealbild
erhalten. Dabei werden Kanten nicht zerstort. Weitere Versuche zeigen, dass wir auch noch
bei einer Rauschintensitat von 40 % sehr gute und bei 60 % Rauschintensitit akzeptable
Ergebnisse erhalten, vgl. Abbildung 6.17.
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i

(a) Salt-and-Pepper-Rauschen ) Ri =0.25

mit 10% Rauschintensitat

) Ri=0.1 ) R1 = 0.001
Abbildung 6.16. Streifenbild mit L°°- Steuerbeschrankung und Ry =1
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Abbildung 6.17: Streifenbild mit L*-Steuerbeschrinkung und Ry = 1073, Ry = 1. In der
linken Spalte jeweils das verrauschte Bild. In der rechten Spalte das wiederhergestellte Bild.

b) wiederhergestelltes Bild

(c) 60% Rauschintensitit d) wiederhergestelltes Bild

(a) 40%
Rausch-
intensitat

(b) 60%
Rausch-
intensitat
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6.5 Steuerungsprobleme mit rotating mask

Im letzten Abschnitt haben wir insbesondere beim Streifenbild den Nutzen der L°°-Steuer-
beschrinkung kennengelernt und wollen nun die allgemeineren Steuerungsprobleme mit
rotating mask studieren, wie wir sie in Abschnitt 4.5 formuliert haben. Wir wollen her-
ausfinden, wo diese Modellierung Probleme 16st, und wo sie an ihre Grenzen stofst. Dabei
verwenden wir direkt die Modelle, die wir bereits in Abschnitt 4.5.2 fiir diskrete Bilder
hergeleitet haben, und 16sen diese auch hier mit Hilfe des direkten Verfahrens und dem
Solver IPOPT. Wir untersuchen insbesondere den Fall der mit Salt-and-Pepper verrausch-
ten Bilder, da dort die Wirkung der Rotationsmatrix besonders gut zur Geltung kommt.
Wie im Abschnitt 4.3 {iber Impulsrauschen festgestellt wurde, ist es wichtig bei Salt-and-
Pepper-Rauschen einen L'-Datenterm zu verwenden, was wir im Folgenden anhand von
Beispielen auch fiir unsere Steuerungsprobleme nachweisen wollen.

6.5.1 Der eindimensionalle Fall: Anwendung auf Signale

Wir betrachten zunéchst Signale, da dort die Wirkung der rotating mask besonders deutlich
wird. Gegeben sei also das Signal aus Abbildung 6.18a, und eine mit einigen wenigen
Ausreifsern verrauschte Version, vgl. Abbildung 6.18b.

Ziel ist es dabei die Ausreifter zu ddmpfen oder gar ganz zu eliminieren, wihrend die Kante

(a) Originalsignal mit Kante (b) Signal mit einigen Ausreifern

Abbildung 6.18: Signal, Original und verrauscht

erhalten bleiben soll. Um das Problem zu l6sen verwenden wir das Steuerungsproblem ()
aus Abschnitt 4.5.2:

(P») Minimiere F'(z) = Z (2 — I)?

1€EQN

(z,u) € RN x RN*2,

u; = (u(l),u@)) = (5:172-,58_&),

-R < cos(ozi)ugl)—i-sin(ozz')u,@) < Ry,
—Ry < — sin(ai)ugl)+cos(ai)u(2) < Ry,

(2

™

Die Ergebnisse finden sich in Abbildung 6.19. In der linken Spalte haben wir im Datenterm
die modifizierte L'-Norm mit einer kleinen Konstante 3 > 0 verwendet, wihrend wir in
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der rechten Spalte im Datenterm die L?-Norm verwendet haben. Wir lassen Ry = 0.5
konstant und variieren R;. Wie erwartet — und in der linken Spalte gut zu sehen ist —
werden beim Senken der Schranke R; auch die Ausreiffer geddmpft, bis sie schlieRlich fast
vollstéindig verschwinden. Dies wird mit dem L?-Datenterm nur mangelhaft erreicht, da
es dort fiir das Verfahren giinstiger scheint eine neue Kante entstehen zu lassen, als die
Ausreifier vollstdndig zu dampfen. Bei sehr kleinen Schranken R; < 0.1 neigt der Solver
Ipopt dazu, Schwierigkeiten zu haben, und das Verfahren konvergiert nur langsam oder gar
nicht. In Abbildung 6.20 haben wir aus diesem Grund die Nebenbedingungen der Gestalt
(4.21) verwendet, also nur Drehungen um genau 90° zugelassen. Das Verfahren mit diesen
Nebenbedingungen fithrt zu einer noch besseren Dampfung der Ausreiffer, und der Solver
IPOPT scheint fiir sehr kleine Schranken stabilere Ergebnisse zu liefern.

6.5.2 Der zweidimensionale Fall

Wir betrachten nun ein Testbild bestehend aus iibereinandergelegten Quadraten unter-
schiedlicher Intensitdt und versehen dieses mit Salt-and-Pepper-Rauschen, siche Abbildung
6.21a. Ziel ist es wieder, das Rauschen zu entfernen, die Kanten der Quadrate jedoch zu
erhalten. Um dies zu erreichen verwenden wir das Steuerungsproblem (P3) aus Abschnitt
4.5.2:

(P3) Minimiere F(z) = Z (i — Ii,j)2

(ivj)EQNl,NQ

(x7u7y) c RN1><N2 % R(N172)><(N272)><4 X R(N172)><(N272)><4

)

Die Ergebnisse finden sich in Abbildung 6.21. Die Ausreifier werden bei kleiner werdender
Schranke R immer mehr geddmpft, bis wir schlieflich das Idealbild erhalten. Wir weisen
nun noch auf Schwierigkeiten des Verfahrens hin, die in Abbildung 6.22 deutlich werden. Ist
die Rauschintensitét zu grofs, so bilden sich Patches, d.h. Pixelketten oder Pixelgruppen,
die durch nebeneinander liegende Ausreifier entstehen. Diese werden durch unser Verfahren
als Kante identifiziert, da wir unser Verfahren gerade so modelliert haben, dass es neben-
einanderliegende Pixel gleicher Intensitdt als Kante erkennt. Aus diesem Grund bleiben
diese Patches durch unser Verfahren unbehandelt.

Anzumerken ist aufserdem, dass es bei diesem Testbild ausreicht in jedem Punkt nur drei
Punkte der Nachbarschaft zu betrachten, wie man sich leicht iiberlegen kann. Es kommen
namlich keine Linien mit Pixelbreite 1 vor, so dass zur Unterscheidung von Ausreiffern und
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(a) Ry = 0.5, Ro =05 (b) Ry = 0.5, Ry = 0.5

o 0 a 40 s 60 70 8 w0 im0 [EE)

(¢) R1 =0.25, Ry = 0.5 (d) Ry = 0.25, Ry = 0.5

(e) R =0.1, Ry = 0.5 (f) Ry =0.1, Ry = 0.5

o 0 a 40 s 60 70 8 w0 im0

(g) R1 = 0.05, Ry = 0.5 (h) Ry = 0.05, Ry = 0.5
Abbildung 6.19: In der linken Spalte wurde die modifizierte L'-Norm mit 8 = 0.0001
fiir den Datenterm verwendet. In der rechten Spalte wurde die L?-Norm verwendet. Die
Ergebnisse wurden mit IPOPT erzielt. Der Winkel 6 wurde in [O, g] gewahlt.

Bildobjekten in jedem Punkt bereits die Betrachtung von drei Richtungen ausreicht. Aus
diesem Grund reicht es, nur 3 statt 4 Steuervariablen in (P3) zu betrachten, ohne dass wir
dadurch die Idee der Methode in diesem Fall selbst verdndern. Dadurch wird lediglich die
Anzahl der Steuerungsbvariablen im endlichdimensionalen Optimierungsproblem kleiner,
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0 10 20 3 4 @ e 70 @ @ im0 o 0 2 w40 @ e 7 8 @ im0

(a) Ry = 0.05, Ry = 0.5 (b) Ry = 0.01, R» = 0.5
Abbildung 6.20: 8 = 0.001 Ergebnisse mit IPOPT binédre Variable

und das Verfahren konvergiert damit schneller.

(a) Testbild mit Salt-and-Pepper-
Rauschen

c) R1 =0.05 d) R1 =0.01
Abbildung 6.21: Anwendung des Steuerungsproblems mit rotatlng mask auf einfaches Test-
bild.
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(a) 10% Rauschintensitét (b) R=0.1
Abbildung 6.22: Anwendung des Steuerungsproblems mit rotating mask auf einfaches Test-
bild mit héherer Rauschintensitét.

6.5.3 Fallbeispiel: Struktur mit kleinen Variationen und
Salt-and-Pepper-Rauschen

Wir wollen unsere neue Methode noch an einem weiteren Testbild ausprobieren und diese
mit anderen Verfahren vergleichen. Gegeben sei ein Bild eines Objektes, das kleine Varia-
tionen aufweist, die fir dieses Objekt vollig natiirlich sein sollen. Das Bild werde nun mit
Salt-and-Pepper-Rauschen verrauscht und das Ziel sei nun, das Rauschen zu reduzieren
oder zu eliminieren, ohne dass die anderen kleinen Variationen verdndert werden. Wir ver-
gleichen unsere Methode mit den von Nikolova und Bar/Kiryati/Sochen vorgeschlagenen
Methoden (vgl. Abschnitt 4.3). Als Testbild betrachten wir eine Struktur, die sich mit
einem ,Gebirge* vergleichen ldft. In Abbildung 6.26 sind jeweils die besten Ergebnisse zu-
sammengestellt, die wir mit Hilfe der unterschiedlichen Verfahren erhalten haben. In der
linken Spalte sind die wiederhergestellten Bilder zu sehen, in der mittleren Spalte jeweils
deren Hohenbilder, wahrend wir in der rechten Spalte jeweils die Differenz von wiederher-
gestelltem Bild und Originalbild bestimmt haben und anschlieffend das Héhenbild dieser
Differenz dargestellt haben. An den PSNR-Werten wird ersichtlich, dass unsere Methode
in diesem Fallbeispiel bessere Ergebnisse liefert als die beiden anderen Methoden (vgl. auch
die Tabellen B.10, B.11, B.12). Auch das Hohenbild scheint dem urspriinglichen Héhenbild
am néchsten zu kommen.

Wir haben dabei wie im letzten Abschnitt das Steuerungsproblem (P3) benutzt, wobei wir
die Nebenbedingungen diesmal wie folgt definiert haben:

—Ry < cosay)(uf) +ull) + sin(aig)(u?) +ufl)) < Ry

,J %)
Ry < —sin(ai,j)(ul(-}j) + ufgj)) + cos(oziyj)(ul(-?j) + ug?) < Ry

Wie in Abschnitt 4.5.2 angemerkt wurde, eignen sich diese Nebenbedingungen nicht, wenn
wir scharfe Ecken im Bild haben. In diesem Fallbeispiel fiihrten diese Nebenbedingungen
jedoch zu guten Ergebnissen.
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(a) Original (b) Original mit Salt-and-Pepper

(c) Hohenbild des Originals (d) Hohenbild des verrauschten Bil-
des

Abbildung 6.23: Eine Struktur mit kleinen Variationen, verrauscht mit Impulsrauschen
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Abbildung 6.24: Methode von Bar/Kiryati/Sochen, PSNR=38,83
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Abbildung 6.25: Methode von Nikolova, PSNR=39,09
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Abbildung 6.26: Steuerungsproblem mit rotating mask, PSNR=40,33
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6.5.4 Lena-Testbild

Zuletzt wenden wir das Steuerungsproblem (P3) auf das Lena-Bild an, das wir ebenfalls
mit Salt-and-Pepper-Rauschen versehen, man vergleiche Abbildung 6.27a. Zum Vergleich
ziehen wir wieder die Verfahren von Nikolova und Bar/Kiryati/Sochen heran. Wir sehen
in Abbildung 6.27, dass bei geniigend kleiner Schranke R unser Verfahren es zwar schafft,
die Ausreifer zu entfernen, das Bild selbst jedoch zu sehr verdndert wird, was insbeson-
dere in Abbildung 6.27d gut zu erkennen ist. Dies ist etwa an der Hutkante oder an den
Augenbrauen gut zu beobachten. Unter anderem kénnen wir dies auf die Schwierigkeit
der diagonalen Kanten zuriickfithren, die wir in Abschnitt 4.5 erwdhnt haben. Zum an-
deren aber auch darauf, dass bei Bildern, die in der Natur vorkommen, auch innerhalb
von Kanten kleine Intensitdtsunterschiede auftreten konnen. Ist die Schranke R zu klein,
so versucht unser Verfahren diese Intensitatsunterschiede zu beseitigen, wodurch Gruppen
von Pixeln gleicher Intensitét entstehen, also beinah ein ,Cartoon®. Angemerkt sei auch,
dass bei zu kleinen Schranken R sowohl der Solver IPOPT als auch LOQO Schwierigkeiten
haben und nur langsam oder gar nicht konvergieren. Dies mag damit zusammenhéngen,
dass die Nebenbedingungen nicht konvex sind. Insgesamt war es deshalb auch schwierig,
Zwischenergebnisse zwischen den Bildern aus den Abbildungen 6.27¢ und 6.27d zu erhalten.

In Abbildung 6.28 zeigen wir jeweils zwei der besten Ergebnisse, die wir mit den Verfahren
von Nikolova bzw. Bar/Kiryati/Sochen erhalten haben, sowie in Abbildung 6.29 Ergebnisse
bei einer héheren Rauschintensitét. Hier leidet unser Verfahren unter demselben Problem,
wie in dem Testbild mit den Quadraten: Gruppen von Ausreiffern werden als Kante an-
gesehen, wie in Abbildung 6.29¢ deutlich wird. Stattdessen liefern die Vergleichsverfahren
gute Ergebnisse und schaffen es die Ausreifser zu eliminieren. Die zugehdrigen Werte finden
sich auch in den Tabellen B.13, B.14 und B.15.
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6 Numerische Resultate

m

(c) R = 0.05 (d) R =0.01
Abbildung 6.27: Anwendung des Steuerungsproblems mit rotating mask auf verrauschtes
Lena-Bild
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1

(a) Bar/Kiryati/Sochen, ¢1 = 1,¢2 (b) Bar/Kiryati/Sochen,c;, = 1,c2 =
3,c3 =1, =0.05 2,c3 =0.5,¢ =0.05

41

41

‘

(c¢) Nikolova,u = 0.5, = § = 0.001 (d) Nikolova,u = 0.4,3 = ¢ = 0.001
Abbildung 6.28: Anwendung der Verfahren von Nikolova bzw. Bar/Kiryati/Sochen auf
verrauschtes Lena-Bild
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r
§ -

(b) Nikolova, u =1.5

o u"
a
ol
= 4
= B
ol
(c) Bar/Kiryati/Sochen, ¢1 = 1,c2 = (d) Kantenbild aus dem Verfahren von

5,c3 =0.5,e =0.05 Bar/Kiryati/Sochen

(e) Anwendung der rotating mask
Abbildung 6.29: Anwendung der Verfahren von Nikolova bzw. Bar/Kiryati/Sochen auf
Lena-Bild mit 10 % Rauschintensitit
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6.6 Diskussion der Resultate

In Abschnitt 6.2 haben wir gesehen, dass das Kantenerkennungsfunktional von Ambrosio-
Tortorelli sowohl ein gutes wiederhergestelltes Bild als auch gute Kantenbilder liefert. Die
Implementierung mit Hilfe eines iterativen Verfahrens fithrt zu einer kurzen Laufzeit. Ein
Nachteil des Kantenerkennungsfunktionals ist, dass es viele Parameter (insgesamt finf)
enthélt, die zu wahlen sind. Um das optimale Parameterpaar, das die besten Ergebnisse
liefert, zu finden, kann deshalb eine Reihe von Versuchen notwendig sein.

In Abschnitt 6.4 haben wir Steuerungsprobleme insbesondere mit der L°°-
Steuerbeschrinkung untersucht. Wir haben versucht, mit Hilfe der optimalen Steuerung
Kantenbilder zu erhalten, die sich mit den Kantenbildern aus Abschnitt 6.2 messen lassen.
Generell 1afst sich sagen, dass sich die Steuerbeschriankung glattend auf das Bild auswirkt,
also einen ahnlichen Effekt bewirkt wie die quadratische Regularisierung im Variations-
ansatz. Aus diesem Grund ist es schwierig, Rauschen mit Hilfe der Steuerbeschriankung
zu entfernen, ohne dabei das Bild selbst zu sehr zu zerstéren. Wie wir gesehen haben,
diffundieren die Objekte im Bild n&mlich dabei zu sehr, und wir erhalten sehr breite
Kanten. Nehmen wir im Zielfunktional die TV-Regularisierung hinzu, so erhalten wir
sowohl gute Ergebnisse bei den wiederhergestellten Bildern als auch gute Kantenbilder
durch Auswertung der optimalen Steuerung. An dieser Stelle kann die Steuerung sinnvoll
eingesetzt werden. Wir konnen mit Hilfe der Schranke die Kantenbreite der Kanten
steuern. Zwar wird bei zu kleiner Schranke auch das Rauschen im Kantenbild sichtbar,
doch konnen wir diesen Nachteil mit einem Zwei-Phasen-Verfahren beseitigen. Wir
wenden zunéchst das Steuerungsproblem mit Steuerbeschriankung und anschliefend den
Variationsansatz mit TV-Regularisierung an. Der Nachteil dieses Zwei-Phasen-Verfahrens
liegt in seiner Laufzeit. Der Vorteil liegt jedoch darin, dass wir hierbei nur zwei Parameter
variieren miissen. Die Parameter werden dabei unabhéngig voneinander gewahlt. Zuerst
bestimmen wir die Schranke so, dass wir die gewiinschte Kantenbreite erhalten, und
anschliefend beseitigen wir in der zweiten Phase die verbleibenden gestorten Pixel.
Zuletzt haben wir in Abschnitt 6.5 Steuerungsprobleme mit rotating mask untersucht und
mit den Methoden von Nikolova bzw. Bar/Kiryati/Sochen verglichen. Wir haben mit die-
sen Methoden versucht, Salt-and-Pepper-Rauschen bei einer Reihe von unterschiedlichen
Bildern bzw. Signalen zu entfernen. Bei den synthetischen Bildern mit geringem Salt-
and-Pepper-Rauschen haben wir durch das Ldsen unseres Steuerungsproblems fast ideale
wiederhergestellte Bilder erhalten. Diese Ergebnisse liefen sich durchaus mit den anderen
Verfahren aus der Forschung vergleichen und lieferten bei den verwendeten Testbildern
sogar etwas bessere Ergebnisse. Bei zu grofier Rauschintensitét ist hingegen eine Schwéche
unseres Steuerungsansatzes deutlich geworden. Es kann Gruppen von verrauschten Pixeln
nicht handhaben. Auch bei dem Lena-Bild schnitten die anderen Verfahren etwas besser
ab. Hier gébe es jedoch Ansétze, etwa mit einem Vorverarbeitungsschritt, die unser Ver-
fahren optimieren wiirden. Bei den Steuerungsproblemen mit rotating mask gibt es, wie
wir gesehen haben, unterschiedliche Moglichkeiten, die Nebenbedingungen zu formulieren
bzw. die rotating mask zu implementieren. Abhéngig von den zugrundeliegenden Bildern
haben wir einige gute Losungen gefunden. An dieser Stelle wire noch Forschungsaufwand
notwendig, um eine allgemeine Implementation zu finden, die wirklich in jedem Fall auch
ausreichend schnell konvergiert.

Zuletzt sei erwahnt, dass wir im Gegensatz zur Literatur hauptsachlich direkte Verfahren
benutzt haben. Diese sind anwenderfreundlicher, da sie leicht zu implementieren sind, dafiir
aber zu langeren Laufzeiten neigen. Unsere numerischen Ergebnisse zeigen jedenfalls, dass
sich direkte Verfahren — bei nicht zu grofsen Bildern — dazu eignen, um Variations- und
Steuerungsprobleme in der Bildverarbeitung zu l6sen. Dies kann insbesondere dann sinnvoll
sein, wenn wir eine neue Methode mit einem einfachen Bild testen wollen.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit Variations- und Steuerungsprobleme mit Anwendungen in
der Bildverarbeitung behandelt. Neben den bekannten Energiefunktionalen mit quadrati-
scher und TV-Regularisierung sowie dem Funktional von Ambrosio-Tortorelli haben wir
Steuerungsprobleme zur Losung des image-restoration- und image-segmentation-Problems
entwickelt.

Der Losungsansatz iiber optimale Steuerungsprobleme war bisher nicht Gegenstand der
Forschung und wurde in dieser Arbeit erstmals behandelt. In umfangreichen Versuchsreihen
haben wir die Wirkung einer Steuerbeschrankung untersucht und uns dabei insbesondere
auf die L°°-Steuerbeschrankung konzentriert. Das Ergebnis dieser Versuchsreihen war, dass
wir zufriedenstellende Kantenbilder erhalten, wenn wir zusétzlich im Zielfunktional eine Re-
gularisierung verwenden. Wir sind zu der Erkenntnis gelangt, dass die Steuerbeschrankung
einerseits glattend wirkt und wir auferdem mit Hilfe der Steuerung die Breite der Kan-
ten steuern konnen. Dabei konnen etwas breitere Kanten durchaus wiinschenswert sein,
um diese im Bild hervorzuheben. Dies kann als positiv gewertet werden, auch wenn unsere
quantitativen Bewertungszahlen diesen Effekt nicht wiedergeben konnten. Der einzige wirk-
lich negative Aspekt war, dass diese Kantenbilder noch einige verrauschte Pixel enthielten.
Diesen Effekt konnten wir jedoch beseitigen, indem wir ein Zwei-Phasen-Verfahren vorge-
schlagen haben und auf die erhaltenen Kantenbilder nochmal einen Variationsansatz mit
TV-Regularisierung angewendet haben. Auf diese Weise erhalten wir einen Ansatz, dessen
Kantenbilder sich qualitativ mit den Kantenbildern vom Ambrosio-Tortorelli-Funktional
vergleichen lassen. Dabei sind die Vorteile unserer Methode, dass wir insgesamt weniger
Parameter bestimmen miissen und leicht breitere Kanten erreichen kénnen.

Ein weiterer Schwerpunkt dieser Arbeit war die Untersuchung von Salt-and-Pepper-Rau-
schen. Wir haben dazu in Kapitel 4 die Steuerungsprobleme mit rotating mask entwickelt
und in Kapitel 6 mit Methoden, die von Nikolova und Bar/Kiryati/Sochen entwickelt wur-
den, verglichen. Dabei zeigte sich, dass unsere neue Methode bei synthetischen Bildern mit
kontrolliertem Salt-and-Pepper-Rauschen zu durchaus guten Ergebnissen fiihrte. Sie be-
seitigt das Rauschen, ohne dabei Kanten zu zerstoren. Hier wére weitere Forschungsarbeit
moglich und notwendig, um die Steuerungsprobleme mit rotating mask auch auf allgemei-
nere Félle effektiv anwenden zu kénnen. Um diagonal verlaufende Kanten nicht zu zersto-
ren, ware hier noch eine andere oder erweiterte Implementation notwendig. Auferdem liefe
sich unser Verfahren, dhnlich wie bei den Methoden von Nikolova und Bar/Kiryati/Sochen,
durch ein Zwei-Phasen-Verfahren, wie es in [11] und [14] vorgeschlagen wurde, verbessern.
In der ersten Phase wiirden wir die verrauschten Pixel mit Hilfe eines adaptiven Median-
Filters feststellen und anschlieffend geeignet unser Steuerungsproblem mit rotating mask
anwenden, um die neuen Werte nur an den verrauschten Pixeln zu erhalten.

In dieser Arbeit haben wir im Gegensatz zur géngigen Literatur fast ausschliefslich direkte
Verfahren benutzt und gezeigt, dass wir mit diesem Ansatz Aufgaben der Bildverarbei-
tung bearbeiten kénnen. Mit direkten Verfahren kénnen wir unsere Optimierungsprobleme
leicht und schnell implementieren, und kénnen insbesondere leicht Probleme mit Neben-
bedingungen 16sen. Die Verfahren konvergieren bei nicht allzu grofen Bildern ausreichend
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schnell. Ein weiterer Schritt wiirde nun darin bestehen, weitere Probleme der Bildverar-
beitung — vor allem solche, die Nebenbedingungen enthalten — mit Hilfe dieses Ansatzes
zu l6sen.

Alle Ansétze in dieser Arbeit liefen sich auf verzerrte Bilder erweitern und noch einmal
untersuchen. Die Modellierung wére dabei sehr einfach, da nur der systematische Fehler —
der ja ein Faltungsoperator ist — jeweils in den Datenterm integriert werden miisste. Die
Ansétze dazu liegen in dieser Arbeit meistens bereits vor.

Zuletzt wire es auch noch notwendig, die Konvergenz der Verfahren zu erforschen, also
insbesondere den Nachweis der Konvergenz der diskreten Bilder gegen die Losungen zu
erbringen, die durch die Existenzsitze garantiert werden. In diesem Zusammenhang wére
die Untersuchung der Methoden mit Hilfe von finiten Elementen von Interesse. Die Diskus-
sion der Vor- und Nachteile einer Diskretisierung mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode
anstatt der Finite-Differenzen-Methode wire erforderlich.
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A Beispiel eines AMPL-Programms

Es soll nun eines der AMPL-Programme vorgestellt werden, die wir in dieser Arbeit ver-
wendet haben. Fiir die Syntax von AMPL verweisen wir nochmals auf [20], doch wurde
das Programm gut auskommentiert, so dass sich viele Erkldrungen bereits im Programm
befinden. Die Kommentare in AMPL sind durch das Symbol # gekennzeichnet.

Das beobachtete oder gestorte Bild wird in Matrixform an das Programm iibergeben.
Diese Matrix ist im Programm mit A bezeichnet und hat m Zeilen und n Spalten. Das
Ergebnisbild ist die Optimierungsvariable x.

param m; #Anzahl der Zeilen
param n; #Anzahl der Spalten

# Definition der Indexmengen, die benttigt werden
set I:=1..m;

set J:=1..n;

set 11:=2..m-1;

set J1:=2..n-1;

set Rand:=1..1;

set Randm:=m..m;

set Randn:=n..n;

# Erklarung der Parameter
param A {I,J}; # in der Matrix A wird das gestorte Bild gespeichert

# Deklaration der Optimierungsvariablen
var x{I,J};

var ul{l,J};

var u2{I,J};

var u3{l,J};

var ud{I,J};

var y1{I,J} >=0;
var y2{I,J}>=0;
var y3{I,J}>=0;
var y4{I,J}>=0;
var theta{l,J};

#Parameter fiir die Steuerbeschrankung
param q:=2; #beschreibt die Art der Steuerbeschriankung
param R1:=0.5; #FErste Schranke
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param R2:=0.5; #Zweite Schranke

#weitere Parameter

param pi:=3.1417;

param delta:=0.001; # wird bei der modifizierten L'-Norm im Datenterm verwendet
param beta:—0.001; # modifizierten L'-Norm in der TV-Regularisierung

param mu:=0.1; # dies ist der Regularisierungsparameter

# um numerische Schwierigkeiten zu vermeiden wird die Totalvariation durch die
# modifizierte L'-Norm approximiert
var tv{iin I1,j in J1}=sqrt((abs(x[i+1,j]-x[i,j])) 2+ (abs(x[i,j+1]-x[i,j])) "2+ beta);

7*

# nun folgen die Zielfunktionale
# sie bestehen aus einem Datenterm und der Regularisierung
# in diesem Fall verwenden wir die Totalvariation als Regularisierung

7

minimize ZF: sum {i in I1} sum {j in J1} ((A[L,j]-x[i,j]) 2-+mu*tv[i,j]);

#liegt Salt-and-Pepper-Rauschen vor, so miissen wir fiir den Datenterm die
# modifizierte L'-Norm verwenden, betrachten also das folgende Funktional
#minimize ZF: sum {i in I1} sum {j in J1} sqrt((A[L,j]-x[i,j]) 2+delta)+mu*tv]i,j];

#
#Nebenbedingungen

#
# Definition der Steuerung

# bei einer Li-Steuerbeschrankung benétigen wir zwei Steuerungsvariablen

# bei den Problemen mit rotating mask bendtigen wir vier Steuerungsvariablen
s.t. Nbl {i in I1,j in J1}: ulli,j]=abs(x[i+1,j]-x[i.j]);

s.t. Nb2 {i in I1,j in J1}: u2li,j|=abs(x[i,j+1]-x|i,j]);

s.t. Nb3 {i in I1,j in J1}: u3li,j]=abs(x|i,j]-x[i-1,j]);
s.t. Nb4 {i in I1,j in J1}: ud|i,j|=abs(x[i,j]-x[i,j-1]);

7*

# Nebenbedingungen bei einer L4-Steuerbeschrinkung
s.t. Nb5 {i in I1,j in J1}: -R1°q<=ulli,j|"q+u2[i,j]"q<=R1°q;

# Nebenbedingungen bei einer L°°-Steuerbeschrankung
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# s.t. Nb6 {iin I1,j in J1}: -R1<=ulli,j|]<=R1;
# s.t. Nb7 {i in ILj in J1}: -R2<—u2[i,j]<—R2;

# Nebenbedingungen bei der rotating mask

# s.t. Nb8 {iin I1,j in J1}: -R1<=yl1[i,j]*ul[i,j]<=R1;

# s.t. Nb9 {iin I1,j in J1}: -R1<=y2[i,j]*u2li,j]<=R1;

# s.t. Nb10 {iin I1,j in J1}: -R1<=y3[i,j]*u3[i,j]<=R1;

#s.t. Nb11 {iin I1,j in J1}: -R1<=y4[i,j|*ud|i,j]<=R1;

# s.t. Nb12 {iin I1,j in J1}: y1[i,j]+y2[i,j]+y3[Lj]+v4[ij]>=1;

7

+# Zweite Moglichkeit, die Nebenbedingungen der rotating mask zu formulieren

#s.t. Nb13 {i in Lj in J}: -R1<=cos(thetali,j|)*(ulli,j]+u3[i,j])

# +sin(thetali,j])*(u2[i,j]+ud[i,j]) <=R1;
#s.t. Nb14 {i in I,j in J}: -R2<=-sin(thetali,j|)* (ulli,j]+u3[i,j])

# +cos(thetali,j])*(u2[i,j]+udli,j]) <=R2;
#

#s.t. Nb15 {i in I,j in J}: O<=thetali,j]<=pi/2;

#
#Dirichletrandbedingungen: Bild habe zum Beispiel einen weiffen Rand

s.t. Nb16 {i in Rand, j in J}: x[i,j|=1;
s.t. Nb17 {i in Randm, j in J}: x[i,j|=1;
s.t. Nb18 {i in [, j in Rand}: x[i,j|=1;
s.t. Nb19 {i in [, j in Randn}: x[i,j|=1;
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B Tabellen

In diesem Abschnitt sollen die wichtigsten Tabellen zu den in dieser Arbeit durchgefiihr-
ten Versuchsreihen zusammengestellt werden. Es werden dabei insbesondere die Tabellen
ausgewahlt, die sich auf Aussagen in dieser Arbeit beziehen. Fiir weitere Tabellen sei auf
die beiliegende CD verwiesen, wo auch die zugehorigen Bilder verfiigbar sind.

Es folgen nun einige allgemeine Bemerkungen zu den Tabellen und den Bezeichnungen, die
in den Tabellen verwendet werden. Der Index in jeder Tabelle bezeichnet den Bildindex,
unter dem das Bild im jeweiligen Ordner auf der CD zu finden ist. Gegebenenfalls, wenn wir
zu einem Bild das Kantenbild erstellt haben, gehoren zu einem Index also zwei Bilder, das
wiederhergestellte Bild selber (z.B. mit 'bildl.png’ bezeichnet) und das Kantenbild (z.B.
’kantenbild1.png’). Alle Bilder befinden sich in den jeweiligen Unterordnern des Ordners
,Bilder auf der CD. In der Spalte ,,Abbildung® ist jeweils die Nummer der Abbildung in
dieser Arbeit angegeben, falls das jeweilige Bild in der Arbeit abgedruckt wurde.

Wie in Kapitel 6 angemerkt wurde, haben wir Bilder mit Hilfe des PSNR bewertet und
die Kanten mit Hilfe der L2-Normdifferenz. Die Kantengiite fiir erhaltene Kantenbilder
wurde auf unterschiedliche Weisen berechnet. In den Tabellen benutzen wir die folgenden
Abkiirzungen:

1. KG1: L?-Normdifferenz des erhaltenen Kantenbildes mit dem idealen Kantenbild
aus Abbildung 6.2c. Das erhaltene Kantenbild wurde dabei abhéngig von der L9-
Steuerbeschrankung durch (6.8) bzw. (6.9) definiert.

2. KG2: L?-Normdifferenz des erhaltenen Kantenbildes mit dem idealen Kantenbild
aus Abbildung 6.2c. Das erhaltene Kantenbild wurde dabei abhéngig von der L9-
Steuerbeschrankung durch (6.8) bzw. (6.9) in Verbindung mit (6.10) definiert, d.h.
nur die obersten 10 % der Steuerung wurden benutzt.

3. KG3: L2-Normdifferenz des erhaltenen Kantenbildes mit dem idealen Kantenbild
aus der Versuchsreihe von Ambrosio-Tortorelli (vgl. Abbildung 6.3b).

Es stellt sich dabei heraus, dass es sinnvoll ist, vor allem die Kantengiite KG1 als Bewer-
tungskriterium zu nutzen. Dies liegt daran, dass (wie bereits in Abschnitt 6.4 begriindet
wurde) es durchaus Sinn macht, die ganze Steuerung bei der Kantendefinition zu benutzen.
Zum anderen waren die Abweichungen zwischen den Kantenbildern aus den Steuerungs-
problemen und dem optimalen Kantenbild aus dem Ambrosio-Tortorelli-Funktional grofer,
als die Abweichungen zu dem von uns definierten idealen Kantenbild (vgl. Tabelle B.4),
d.h. KG3 lieferte schlechtere Werte.

Die besten Werte in den Tabellen sind jeweils fett hervorgehoben. Bei den gestorten Bildern
wurde dabei gleichzeitig darauf geachtet, dass neben der quantitativen Kantenbewertung
der PSNR-Wert des wiederhergestellten Bildes gut ist. Es war dem Verfasser also wichtig
ein Parameterpaar zu finden, das sowohl einen guten PSNR-Wert als auch gute Kanten
lieferte. Dieses wurde dann als das beste Paar angesehen.

Beim Lena-Bild zeigte sich die Diskrepanz zwischen quantitativer Bewertung, d.h. dem
PSNR-Wert, und dem subjektiven Eindruck. Der PSNR-Wert war bei Bildern, bei denen
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das Salt-and-Pepper-Rauschen noch deutlich zu sehen war teilweise hoher als bei Bildern
ohne sichtbares Rauschen. Dies ist dadurch zu erklaren, dass das Ausgliatten der Ausreifser
gleichzeitig immer ein Ausgliatten der Bildobjekte bewirkt. Bei der Bilderauswahl war dem
Verfasser wichtig, solche Bilder auszuwihlen, bei denen das Rauschen nicht mehr oder nur
noch kaum zu erkennen ist.

Tabelle B.1: Anwendung des Kantenerkennungsfunktionals von Ambrosio-Tortorelli auf
das ungestorte Testbild aus Abbildung 6.2a.

Index | ¢ co c3 | e4 e | PSNR | KG1 | Abbildung
1| 110,001 0,000 | 0] 0,05 47,33 | 35,61
2] 1] 0,01 0,001 | 0] 005]| 31812745
3] 1] 0,05 0,001 | 0] 0,05 23,2 | 19,51 6.3(a)
4] 1 0,1 0,001 | 0] 005] 2098 16,1 6.3(b)
50 1 0,5 0,000 | 0| 005 17,87 | 21,76 6.3(c)
6| 1 1 0,001 | 0] 005]| 17,54 | 28,05 6.3(d)
71 110,001 0,0001 | 0] 0,05 50,63 | 27,28 6.4(a)
8| 110,001 0,00001 | 0] 0,05| 50,98 | 25,37
9 1]0,001] 0000001| 0] 005]| 51,16 | 24,75 6.4(b)
10| 110,001 0,0000001 | 0| 0,05]| 52,19 | 21,44 6.4(c)
11| 110,001 107191 0| 0,05| 63,93 20,71 6.4(d)
12 110,001 0,00001 | 0,1 | 0,05 | 49,87 | 25,37 6.5(a)
13] 110,001 0,00001 | 0,5 | 0,05 | 45,49 | 25,33
14 110,001 0,00001 | 2] 0,05 | 38,01 | 24,96 6.5(b)
15 10,001 0,00001 | 10 [ 0,05 | 26,73 | 22,55 6.5(c)
16 | 10,001 0,00001 | 20 | 0,05 | 22,48 | 21,16 6.5(d)
17] 110,001 0,00001 | 0 05| 5815 | 19,6 6.6(a)
18| 110,001 0,00001 | 0] 0,005 50,5 | 27,46 6.6(b)
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Tabelle B.2: Anwendung des Ambrosio-Tortorelli-Funktionals auf das gestorte Testbild aus
Abbildung 6.2b.

Index | ¢ Co c3 | eq e | PSNR | Kanten | Abbildung
2 110,001 | 0,001 00,05]| 23,29 36,03
3 1| 0,01 | 0,001 0]005 | 2341 27,87

4 1| 0,06 | 0,001 0] 0,05 | 20,85 20,32 6.7(a)

5/ 1| 01| 0001| 0]005]| 19,29 | 16,91 6.7(b)
6 1 0,2 | 0,001 0]005| 17,85 16,15
7 1 0,5 0,001 01005 16,71 21,33
8 1] 0,01| 0,001|05]|005]| 22,38 28,7
9 1] 0,01 0,001 110,05 | 21,27 29,61
10 1] 0,01 0,001 510,05 | 16,99 34,63
11 1 0,1 | 0,0001 00,05 21,51 28,46
12 1 0,1 | 0,002 0] 0,05 | 18,52 20,71

Tabelle B.3: Anwendung der quadratischen bzw. TV-Regularisierung (modifizierte L!-
Norm mit 5 = 0,001) auf das gestorte Testbild aus Abbildung 6.2b.

Index | Regularisierung u | PSNR | Abbildung
1 Quadratisch 0| 23,19
2 Quadratisch | 0,001 | 23,19
3 Quadratisch | 0,01 | 23,26
4 Quadratisch 0,1 | 22,38
5 Quadratisch 0,3 19,9
6 Quadratisch 0,5 | 18,46
7 Quadratisch 0,7 17,54
8 Quadratisch 1] 16,62
9 Quadratisch 15| 15,68
10 Quadratisch 2| 15,07 6.8(a)
11 Quadratisch 2,5 | 14,63
12 Quadratisch 5| 13,43
13 Quadratisch 10 | 12,43 6.9(a)
14 TV | 0,001 | 23,19
15 TV | 0,01 | 23,78
16 TV 0,1 | 25,05 6.8(b)
18 TV | 03] 214
19 TV 0,5 | 18,62
20 TV 0,7 | 16,89
21 ™V 1| 15,26 6.9(b)
22 ™V 10 | 10,05
23 TV 21 12,59
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Tabelle B.4: Anwendung der L2-Steuerbeschrinkung auf ungestortes Testbild 6.2a.
Bildindex R | PSNR | KG1 | KG2 | KG3 | Abbildung
275 | 11,31 | 61,14 | 69,94 | 67,21
273 14,52 | 39,91 | 38,39 | 38,36 6.10(c)
5T

2

3 “T7728,06 | 11,88 | 18,97 | 19,55 6.10(a)
4 1,00 oo | 20,25 | 39,37 | 29,02

5 2,00 oo | 20,25 | 39,37 | 29,02

6 025 | 17,82 | 18,28 | 12,63 | 18,01

7 2=% 1258 | 52,64 | 55,66 | 53,73 6.10(d)
31 0,40 | 23,19 | 11,60 | 14,89 | 18,33

32 0,30 | 19,34 | 13,65 | 12,54 | 17,83 6.10(b)
33 0,20 | 16,47 | 25,68 | 20,12 | 22,57

34 0,10 | 13,80 | 43,01 | 43,67 | 43,55

35 0,05 | 12,10 | 55,58 | 60,61 | 60,39

36 0,35 | 21,11 | 12,06 | 13,84 | 18,19

37 038 | 22,31 | 11,71 | 14,49 | 18,40

Tabelle B.5: Anwendung der L°°-Steuerbeschriankung auf gestortes Testbild aus Abbildung
6.2b.

Index Ry Ry | PSNR | KG1 | Abbildung
1 1 1| 22,76 | 25,35
210,75 | 0,75 | 21,26 | 24,77 6.11(a)
3|1 05| 05| 18,61 | 24,23 6.11(b)
41025025 1581 | 2921 6.11(c)
510,15 | 0,15 | 12,94 | 29,63 6.11(d)
6| 01| 01| 12,98 | 36,88 6.12(a)
710,05] 0,05 | 11,54 | 42,32 6.12(b)
13 1] 0,5] 20,02
14 11025 1748
15 1| 0,1] 13,81
16 110,05| 13,16
17 110,01 | 11,07

Tabelle B.6: Anwendung von TV-Regularisierung (mit modifizierter L'-Norm und 8 =

0.001 und Regularisierungsparameter ;1 = 0.1) und L®°-Steuerbeschrinkung auf gestortes
Testbild aus Abbildung 6.2b.

Index | Ry | Ry | PSNR | KGI1 | Abbildung

18 1 1| 25,05 | 25,35

191 0,9 09| 2504 | 25,26

20| 0,7] 0,7 22,56 23,9 6.13(a)

21| 0,5] 0,5| 19,39 | 21,38 6.13(b)

)

)

221 03] 0,3 16,91 | 23,68 6.13(c
231 0,2] 0,2 1548 | 30,58 6.13(d

96



B Tabellen

Tabelle B.7: Anwendung des Zwei-Phasen-Verfahrens auf gestortes Testbild aus Abbildung
6.2b: Phase 1 mit L°-Steuerbeschrankung und TV-Regularisierung, wie in Tabelle B.6.
AnschlieRend Phase 2: Anwendung von TV-Regularisierung (mit modifizierter L!'-Norm
und 8 = 0.001 und Regularisierungsparameter ).

Index | Phase 1: R | Phase 2: y | Kanten | Abbildung
3 0,9 0,2 24,73
4 0,9 0,3 25,19
5 0,9 0,1 24,71 6.14(a)
6 0,7 0,1 23,29 6.14(b)
7 0,7 0,2 23,22
8 0,7 0,3 23,58
9 0,7 0,5 25,38
10 0,5 0,1 | 20,95 6.14(c)
11 0,5 0,2 21,18
12 0,5 0,3 21,18
13 0,5 0,5 23,96
14 0,3 0,1 22,93
15 0,3 0,2 22,74
16 0,3 0,3 22,79 6.14(d)
17 0,3 0,4 23,01
18 0,3 0,5 23,32
19 0,3 1 25,49

Tabelle B.8: Anwendung der L°°-Steuerbeschrankung auf das Streifenbild aus Abbildung
6.16a mit Salt-and-Pepper-Noise unterschiedlicher Rauschintensitit

PSNR | Abbildung | Datentreueterm

oy

Rauschintensitat | Index Ry

2
0,1 1 1 1 13,4 L?
0,1 2 0,5 1| 16,16 L?
0,1 3 0,25 1] 17,34 L?
0,1 4 0,1 1] 19,26 L?
0,1 5 0,01 1] 22,89 L?
0,1 6 | 0,001 1] 24,59 L?
0,1 7 0,5 1| 18,02 Lt
0,1 8| 0,25 1| 21,94 | 6.16b(b) Lt
0,1 9 0,1 1] 28,01 6.16¢(c) Lt
0,1 10 | 0,001 1| 41,86 | 6.16d(d) L
0,2 12 | 0,001 1| 44,68 L!
0,4 13| 0,001 1| 39,47 6.17(a) LT
0,4 14 | 0,0001 1] 41,32 LT
0,6 15 | 0,001 1| 14,32 6.17(b) Lt
0,9 16 | 0,001 1 7,28 L'
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Tabelle B.9: Anwendung des Steuerungsproblems mit rotating mask auf das Quadratbild
aus Abbildung 6.21a

Index | R; | PSNR | Abbildung

1]0,01] 68,68 6.21(d)
210,05 | 34,92 6.21(c)
31 0,1 2925 6.21(b)
4102 2381
51 05| 20,12

Tabelle B.10: Anwendung der Methode von Bar/Kiryati/Sochen auf eine Struktur mit
kleinen Variationen und Impulsrauschen.

Index | ¢1 | co | c3 e | PSNR | Abbildung
1 1 1 1| 0,05 37,11

2 1 2 1| 0,06| 38,83 6.24
3 1 5 1| 0,05| 36,87
4 1105 1| 0,06| 32,75
5 1 1101 0,05| 30,62
6 1 1105 005]| 37,05
7 1 2105 0,05| 38,82
8 1 21151] 0,05 38,83
9 1 2 2| 0,05| 38,83
10 1 2 1| 0,05 38,8
| 1] 2| 1 1| 38,77
12 1 2 1| 0,01| 38483
13 1 2 110,001 | 38,83
14 1115 1] 0,05]| 38,55
15 1122 1| 0,06| 38,79
16 1125 1| 0,06| 38,65
17 1 211,2] 0,05 38,83

Tabelle B.11: Anwendung der Methode von Nikolova auf eine Struktur mit kleinen Varia-
tionen und Impulsrauschen.

Index i | PSNR | Abbildung
1] 01] 10,02
21 02| 2338
31 05| 38,89
41 04| 33,68
5| 06| 38,32

6 |0,45 | 39,09 6.25
71047 | 39,03
810,43 | 39,06
9 1] 26,37
10 5| 26,55

98



B Tabellen

Tabelle B.12: Anwendung der rotating mask auf eine Struktur mit kleinen Variationen und
Impulsrauschen.

Index | Ry | R2 | PSNR | Abbildung
1] 05| 2 32,58
21025 2] 40,33 6.26
31 02 2 3423
4] 03] 2 3966
50027 2 37,92
6023 2| 40,25
71025 2| 4025

Tabelle B.13: Anwendung der Methode von Bar/Kiryati/Sochen auf das verrauschte Lena-
Bild aus Abbildung 6.27a bzw. Abbildung 6.29a.

Index | Rauschintensitat | ¢ Co cs3 e | PSNR | Abbildung
1 0,01 1 1 110,05 ]| 35,33
2 0,01 1] 05 110,05 | 31,98
3 0,01 1 2 110,05 | 33,67
4 0,01 1] 15 110,05 | 34,98
5 0,01 111,25 110,05 | 35,41
6 0,01 1 3 110,05]| 31,43 6.28(a)
7 0,01 1 5 110,05 ]| 28,76
8 0,01 1 5 110,05]| 28,76
9 0,01 1 10 110,05 25
10 0,01 1 210,01]005]| 24,15 6.29(d)
11 0,01 1 2| 05005 33384 6.28(b)
12 0,01 1 2| 05| 05| 3535
13 0,01 1] 15| 05| 05| 3586
14 0,01 1] 1,1 05| 05| 35,26
30 0,1 1 1] 050,06 27,51
31 0,1 1 2| 051005 30,05
32 0,1 1 5/ 05| 05| 2529
33 0,1 1 5| 055|005 | 28,24 6.29(c)
34 0,1 1 2| 050,01 30
35 0,1 1 3] 050,05 29,82
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Tabelle B.14: Anwendung der Methode von Nikolova auf das verrauschte Lena-Bild aus
Abbildung 6.27a bzw. Abbildung 6.29a.

Index | Rauschintensitét | PSNR | Abbildung
15 0,01 1] 29,37
16 0,01 | 0,1 3,93
17 0,01 | 05| 33,93 6.28(c)
18 0,01 | 04| 35,03 6.28(d)
19 0,01 | 03| 10,74
20 0,01 | 0,75 | 31,23
21 0,01 | 0,3| 28,27
22 0,01 1] 31,59
23 0,01 | 0,75 | 33,56
26 0,1 05| 29,78
27 0,1 1] 30,15
28 0,1 1,5 | 28,24 6.29(b)
29 0,1 1] 412

Tabelle B.15: Anwendung des Steuerungsproblems mit rotating mask auf das Lena-Bild
aus Abbildung 6.27a bzw. Abbildung 6.29a

Index | Rauschintensitét R | PSNR | Abbildung
9 0,01 | 05| 24,13
10 0,01 | 0,2 | 25,96
11 0,01 | 0,1] 30,38 6.27d(a)
12 0,01 | 0,01 | 29,62 6.27d(d)
13 0,01 | 0,05 | 33,46 6.27d(b)
14 0,01 | 0,03 | 32,66
15 0,1 10,05 | 18,74
16 0,1 | 0,02 18,3
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