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Kapitel 1

Einleitung

Ausgangspunkt der optischen Tomographie

Ausgangspunkt der optischen Tomographie ist die Verwendung energiearmer Strahlung
im nahen Infrarot-Bereich (NIR, 700 - 1000 nm) als Informationstr�ager, um Kenntnis

�uber die optische Bescha�enheit des Inneren eines f�ur diese Infrarotstrahlung durchl�assi-
gen Gegenstandes oder Objektes zu erlangen, ohne diesen Gegenstand aufzuschneiden
oder anderweitig zu zerst�oren. Dazu wird der fragliche Gegenstand von mehreren Sei-
ten mit Hilfe von Glasfasern, die das NIR-Licht leiten, abgetastet und die aus dem
Gegenstand austretende Strahlung mittels weiterer Glasfasern aufgezeichnet.

Die Entwicklung und Untersuchung geeigneter numerischer Verfahren zur Rekonstrukti-
on der optischen Bescha�enheit des durchleuchteten Objektes aus diesen zu messenden
Daten mit einem Computer ist Gegenstand dieser Arbeit.

Anwendungsbeispiele

Im Bereich der medizinischen Diagnostik ist eine �ahnliche Art der Abtastung seit der
Er�ndung der Computertomographie (CT) in den fr�uhen 60iger Jahren bekannt. Im
Gegensatz zur optischen Tomographie wird bei der CT die energiereichere und damit
f�ur biologisches Gewebe sch�adlichere R�ontgenstrahlung zur Durchleuchtung benutzt.
Neben der erheblichen Kostenreduzierung h�atte der Einsatz der optischen Tomogra-
phie zu diagnostischen Zwecke auch den Vorteil der geringeren Strahlenbelastung, was
insbesondere in bezug auf mammographische Reihenuntersuchungen, dem sogenannten
screening, von sehr hohem Interesse ist. In den Industriel�andern ist bei Frauen eine
der h�au�gsten Todesursachen Brustkrebs, welcher bei entsprechender Fr�uherkennung
mitunter erfolgreicher behandelt werden k�onnte.

Grundlegend f�ur die Entwicklung der Forschung der optischen Tomographie f�ur medi-
zinische Zwecke kann die Arbeit von F. F. J�obsis [26] aus dem Jahre 1977 angesehen
werden, in der die grunds�atzliche Anwendbarkeit der optischen Tomographie zu dia-
gnostischen Zwecken aufgezeigt wurde.

Andere Anwendungen der optischen Tomographie sind dar�uberhinaus in der Verfah-
renstechnik, z.B. zur zerst�orungsfreien Pr�ufung vonWerkst�ucken, und in der chemischen
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

Industrie, z.B. als Kontrollinstrument f�ur chemische Reaktionen in 
�ussiger L�osung, die
f�ur dieses elektomagnetische Spektrum durchl�assig sind, zu �nden.

Nachteile der optischen Tomographie

Die Verwendung energie�armerer Strahlung bei der optischen Tomographie hat zur Fol-
ge, da� wegen der hohen Streuung im Inneren des Objektes die gemessenen Daten
erheblich geringeren Informationsgehalt besitzen als etwa CT-Daten.

Dar�uberhinaus erf�ahrt das Eingangssignal neben der Streuung zus�atzlich eine nicht zu
vernachl�assigende Absorption. Dies macht es erforderlich, da� die Me�ger�ate, die die
austretene Strahlung aufnehmen, den weiten dynamischen Bereich der Daten abdecken.
Es werden also besondere Anforderungen an die verwendete Me�technik zu stellen sein,
siehe z.B. [24], [4].

Stand der Forschung

Einen recht umfassenden �Uberblick gibt der Artikel von S. R. Arridge [2] aus dem Jahr
1999.

Grunds�atzlich kann die zeitliche Entwicklung der Photonendichte in einem (stark)
streuenden Medium mit der linearen Transportgleichung, oder auch bekannt als li-
neare Boltzmann-Gleichung, beschrieben werden, siehe [28], [15]. Prinzipiell ist diese
Gleichung zur Beschreibung der physikalischen Vorg�ange und damit f�ur etwaige Re-
konstruktionsverfahren zu verwenden, stellt jedoch erhebliche Anforderungen an die
vorhandene Rechnerkapazit�at, da sie numerisch nur sehr aufwendig zu l�osen ist.

In etlichen Untersuchungen konnte festgestellt werden, da� die sogenannte Di�usi-
onsn�aherung der Boltzmann-Gleichung eine hinreichend genaue Approximation zur Si-
mulation der optischen Tomographiedaten erm�oglicht, siehe z.B. [59], die zudem mit
viel geringerem numerischen Aufwand zu l�osen ist.

Durch die Verwendung der Di�usionsn�aherung ergibt sich auch eine einfachere Mo-
dellierung des physikalischen Me�prozesses im Frequenzbereich, bei dem im Gegensatz
zur temporal aufgel�osten Messung die Amplitudend�ampfung und die Phasenverschie-
bung zu einem gegebenen zeitharmonisch modulierten Tr�agersignal registriert wird. Ein
Nachteil dieser Messungen im Frequenzbereich liegt in der aufwendigeren und daher
kostspieligeren experimentellen Realisierung begr�undet. Dennoch sei in dieser Arbeit
vornehmlich diese Art der Messung stets angenommen, da hierbei f�ur etwaige Rekon-
struktionen erheblich weniger Daten als im zeitaufgel�osten Fall zu verarbeiten sind,
was erneut einen Geschwindigkeitsvorteil bedeutet. Tats�achlich kann mit den Ergeb-
nissen dieser Arbeit belegt werden, da� Rekonstruktionen mit zeitaufgel�osten Daten
keine genaueren Ergebnisse liefern als Rekonstruktionen mit den hier vorgeschlagenen
Algorithmen, die s�amtlich mit Daten aus dem Frequenzbereich operieren.

Eine zus�atzliche Schwierigkeit, die in der Literatur bisher kaum beachtet wurde, ent-
steht bei der hier betrachteten optischen Tomographie dadurch, da� bei der Rekon-
struktion aus den gemessen Daten zwei simultan zu bestimmenden Gr�o�en auftreten,
Streuung und Absorption. Arbeiten, die diesen Umstand nicht vernachl�assigen, sind
zum Beispiel [69], [58], [34].
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Rekonstruktionsmethoden

Zun�achst kann man zur L�osung des Problems der optischen Tomographie dieses als
inverses Problem einordnen, im Gegensatz zu dem direkten Problem, bei gegebenen
optischen Parametern die Me�daten analytisch oder numerisch zu bestimmen.

In dem �Ubersichtsartikel [2] werden in Analogie zu bestehenden Verfahren zur (klas-
sischen) Tomographie insgesamt drei Methodenklassen f�ur die optische Tomographie
unterschieden:

� SPECT-�ahnliche Methoden (single photon emission computer tomography):
lineare Transferfunktion, Matrixinversion, siehe z.B. [27, Kap. 4.2] f�ur SPECT.

� CT-�ahnliche Methoden (computer tomography):
inverse Radon-Transformation, ge�lterte R�uckprojektion, siehe [25], [47] f�ur CT.

� EIT-�ahnliche Methoden (electric impedance tomography):
Minimierung eines Kostenfunktionals, Iteration, siehe z.B. [13] f�ur EIT.

Die ersten beiden Methodenklassen basieren jeweils auf einem linearen Modellansatz,
wohingegen die dritte Klasse den nichtlinearen Charakter der Problemstellung durch
den Ansatz als ein Optimierungsproblem bzw. durch die Verwendung iterativer Ver-
fahren zur L�osung nichtlinearer Probleme ber�ucksichtigt, siehe [35], [29]. In diese drit-
te Klasse fallen auch die in dieser Arbeit angegebenen Kaczmarz{Newton{Verfahren.
Hierbei sei ausdr�ucklich darauf hingewiesen, da� diese Verfahren keine Gradientenver-
fahren oder Abstiegsverfahren, wie z.B. die Landweber{Iteration, darstellen, sondern
eine Erweiterung der aus der klassischen Computertomographie bekannten linearen
ART-Methode (algebraic reconstruction technique) sind.

Beispiele f�ur Arbeiten �uber einfache R�uckpropagationsmethoden zur optischen Tomo-
graphie sind [8], [16].

Eine Vielzahl an Ver�o�entlichungen benutzt den Ansatz, die nichtlineare Abbildung,
die die gesuchten optischen Parameter den zu messenden Daten zuordnet, durch Linea-
risierung auf eine lineare Abbildung zu reduzieren, um die daraus resultierende lineare
Gleichung mit bekannten Methoden direkt oder iterativ zu l�osen.

Als nichtlineare iterative Methoden zur optischen Tomographie mit frequenzmodulier-
ten Daten sind zum Beispiel das Newton{Raphson{Verfahren (siehe [54]), das Leven-
berg{Marquardt{Verfahren (siehe [60]), eine Born{Iterations{Methode (siehe [69]) zu
nennen.

Ein spektakul�arer Ansatz zur optischen Tomographie mit zeitaufgel�osten Daten wird
in der Arbeit [31] verfolgt. Ausgehend von der Di�usionsn�aherung, einer partiellen Di�e-
rentialgleichung zweiter Ordnung, bez�uglich einer als bekannt vorausgesetzten Startn�ahe-
rung f�ur die gesuchten Parameter wird ein elliptisches System vierter Ordnung herge-
leitet. Die L�osung dieses Systems wird dazu verwendet, die Startn�aherung additiv zu
korrigieren, um damit als letzten Schritt der Iteration eine neue Di�usionsn�aherung zu
bestimmen.
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

Einige Resultate dieser Arbeit

Ein Umstand, der g�anzlich bei Rekonstruktionsverfahren zur optischen Tomographie
im Frequenzbereich au�er Acht gelassen wurde, ist der, da� die gemessenen Daten zwar
als komplexwertige Gr�o�en gegeben sind, die unbekannten Parameter jedoch als rein
reelle Gr�o�en zu bestimmen sind. Diese Arbeit zeigt auf, da� die korrekte Ber�ucksich-
tigung dieses Umstandes in bezug auf das vorgestellte nichtlineare Kaczmarz{Newton{
Verfahren nicht in der simplen Einschr�ankung der Rekonstruktionen auf den Realteil
besteht, wie vielleicht zu vermuten w�are.

Eben dies bringt gerade bei der Implementation des hier vorgestellten Verfahrens einen
wesentlichen Gewinn in der Qualit�at der erzielten Rekonstruktionsergebnisse im Ver-
gleich zu Ergebnissen aus bisherigen Ver�o�entlichungen zur optischen Tomographie.
Damit ist auch begr�undet, da� zeitaufgel�oste Daten im Vergleich zu frequenzmodulier-
ten Daten keine zus�atzlichen Informationen zur optischen Tomographie enthalten.

Besonders der E�ekt des �Ubersprechens in den Rekonstruktionen der beiden Parameter
wird durch die Verwendung des vorgestellten Algorithmus reduziert.

Die Anmerkungen zum Schlu� des Artikels [2] hinsichtlich der Problematik der Re-
konstruktion reellwertiger Parameter aus komplexwertigen Daten, da� die simple Ein-
schr�ankung auf den jeweiligen Realteil der zu bestimmenden Gr�o�en durchaus korrekt
sei, m�ussen somit revidiert werden. Zwar mag dieser Ansatz physikalisch vollkommen
korrekt sein, spielt aber in Abh�angigkeit des eingesetzten Rekonstruktionsverfahrens
durchaus eine entscheidene Rolle.

Kapitel�ubersicht

{ Kapitel 2 Physik {

In diesem Kapitel werden die physikalischen Hintergr�unde erl�autert, die wesentlich zur
mathematischen Modellbildung der optischen Tomographie beitragen.

{ Kapitel 3 Mathematik {

Das mathematische Kapitel stellt die wesentlichen Aussagen bereit, die zur Aufstellung
der iterativen Rekonstruktionsverfahren ben�otigt werden, welche in dieser Arbeit f�ur
die speziellen Gegebenheiten der optische Tomographie angepa�t werden. Insbesondere
wird die Problematik der reellwertigen Rekonstruktion aus komplexwertigen Daten
behandelt.

{ Kapitel 4 Numerik {

Dieses Kapitel enth�alt die genaue Beschreibung des implementierten Kaczmarz-Newton-
Verfahrens zur L�osung des inversen Problems der optischen Tomographie, samt der
Diskretisierungen der elliptischen Randwertprobleme f�ur unterschiedliche Geometrien
des Grundgebietes anhand der Methode der �niten Di�erenzen.

Die konkreten Konstanten f�ur die Berechnungen werden angegeben und numerische
Resultate f�ur 2D-Modellrechnungen gezeigt.

Schlie�lich werden in diesem Kapitel die vorgestellten Ergebnisse erl�autert und der
Zusammenhang zu bisherigen Resultaten diskutiert.
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Kapitel 2

Physikalische Problemstellung

Vor gut zwei Jahrzehnten hat man festgestellt, da� biologisches Gewebe in einem Wel-
lenbereich von etwa 700 nm bis 1000 nm des elektromagnetischen Spektrums (naher
Infrarotbereich) relativ geringere Absorption aufweist, siehe z.B. [26], [53], [43]. Der
Gedanke, dieses physikalische Ph�anomen f�ur diagnostische Zwecke zu nutzen, liegt auf
der Hand. Die Idee ist, da� man die Intensit�at und die Phase des Lichtes aus diesem
Spektrum, welches durch ein zu testendes Objekt geschickt wurde, als Daten sammelt.
Nun stellt sich die Frage, ob es eine eindeutige Zuordnung dieser Daten zu den optischen
Parametern im Inneren des Objektes gibt. Dies konnte bisher nur unter sehr restikti-
ven Voraussetzungen an die zu bestimmenden optischen Parameter positiv beantwortet
werden, [20]. Jedoch sei, gewisserma�en als Ausgangspunkt f�ur diese Arbeit, angenom-
men, da� die fragliche Injektivit�at der beschriebenen Datenabbildung stets gegeben sei.
Demnach ist als n�achstes zu kl�aren, wie eine brauchbare Rekonstruktion der gesuchten
optischen Parameter aus gemessenen Daten zu erreichen ist. In dieser Arbeit werden
die mathematischen Zusammenh�ange betrachtet, die bei solch einer tomographischen
Aufgabenstellung auftreten, um daraus numerische Verfahren zur Rekonstruktion zu
entwickeln. Zun�achst soll das zugrunde gelegte physikalische Modell erl�autert werden.

2.1 Di�usionsapproximation

Die zeitliche Dichteverteilung �(x; t) eines Sto�es in einem Gebiet 
 � IRn (n = 2; 3; : : :)
mit einem stark streuenden Medium l�a�t sich durch die partielle Di�erentialgleichung

1

c

@�

@t
�rx � (�(x)rx�) + �(x)� = q(x; t; y0); y0 2 @
� f0g; (2.1)

beschreiben. Dabei bedeuten

9



KAPITEL 2. PHYSIKALISCHE PROBLEMSTELLUNG

c = cmedium die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Sto�es
im Medium,

�(x) = �a(x) der mittlere Absorptionsquerschnitt,

�(x) = 1
3
[�0s(x) + �a(x)]

�1 der Di�usionskoe�zient und

q(x; t; y0) = q(x� y0)�(t) ein Quellterm abh�angig von y0 2 @
.

Der Term �
0
s(x) = (1� g)�s(x) wird der reduzierte Streuquerschnitt genannt, wobei g

der mittlere Cosinus einer Streufunktion '(s; ŝ) ist,

g =
1

!n

Z
Sn�1

'(s; ŝ)s � ŝ dŝ; s 2 Sn�1: (2.2)

Die Herleitung der Di�usionsgleichung (2.1) basiert auf einem Gleichgewichtsansatz.
Ausgehend von der Annahme, da� keine Energie verloren gehen oder aus dem Nichts
erzeugt werden kann, gelangt man f�ur die Verteilungsdichte I(x; t; s) eines sich ausbrei-
tenden Sto�es bez�uglich einer Richtung s 2 Sn�1 zu der Di�erential-Integralgleichung

1

c

@I

@t
+ s � rxI + (�s(x)+ �a(x))I =

�s(x)

!n

Z
Sn�1

'(s; ŝ)I(x; t; ŝ) dŝ+ q(x; t; s; y0); (2.3)

die als Boltzmann-Gleichung oder lineare Transportgleichung bezeichnet wird, [15]. Sie
stellt eine Bilanzgleichung dar, welche die �Anderungsrate der Dichteverteiltung I(x; t; s)
zum Zeitpunkt t im Ort x 2 IRn und bez�uglich der Richtung s aufgrund der Abnahme
durch Absorption und Streuung einerseits und des Gewinns durch Produktion und
Streuung aus anderen Richtungen andererseits beschreibt.

Diese kann unter der Voraussetzung der isotropen Streuung und der Bedingung, da�
im zu betrachtenden Gebiet der mittlere Streuquerschnitt sehr viel gr�o�er als der Ab-
sorptionsquerschnitt ist,

�s(x)� �a(x); 8 x 2 
; (2.4)

in die geschlossene Form (2.1) gebracht werden, [28], [15].

2.2 Randbedingungen

Es wird ein beschr�anktes Gebiet 
 � IRn mit hinreichend glattem Rand @
 angenom-
men.

Als Anfangs-Randbedingungen f�ur die partielle Di�erentialgleichung (2.1) kann man
zun�achst Dirichlet-Bedingungen setzen:

�(x; t0) = 0 f�ur x 2 
; (2.5)

�(y; t) = 0 f�ur y 2 @
; t0 � t: (2.6)
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2.3 QUELLTERM

Physikalisch kommen diese Bedingungen einem total absorbierenden Rand gleich, so
da� die Teilchendichte au�erhalb 
 Null betr�agt.

Falls 
 von einem nichtstreuenden Medium umgeben wird und keine Streuung an der
Grenz
�ache @
 auftritt, wird dies durch Robin-Bedingungen modelliert:

�(x; t0) = 0 f�ur x 2 
; (2.7)

�(y; t) + 2�(y)
@�

@�y
= 0 f�ur y 2 @
; t0 � t: (2.8)

Hierbei soll �y die �au�ere Normale zu @
 im Punkt y 2 @
 bedeuten.

Der Fall, da� die Brechungsindizes des inneren und des �au�eren Gebietes nicht �uberein-
stimmen, und also Re
ektionse�ekte in Richtung des Inneren auftreten k�onnen, wird
dadurch modelliert, da� die Bedingung (2.8) durch

�(y; t) + 2�(y)
@�

@�y

= K

 
�(y; t)� 2�(y)

@�

@�y

!
f�ur y 2 @
; t0 � t; (2.9)

mit einer Konstanten K ersetzt wird, die die Re
ektionseigenschaften des Randes @

widerspiegelt. Mit A := (1 +K)=(1�K) l�a�t sich (2.9) auch schreiben als

�(y; t) + 2A�(y)
@�

@�y

= 0 f�ur y 2 @
; t0 � t: (2.10)

Die Konstante K bestimmt man experimentell zu

K � �1:4399n�2 + 0:7099n�1+ 0:6681+ 0:0636n; (2.11)

wobei n der Brechungsindex innerhalb 
 bedeutet, [59].

2.3 Quellterm

Zur Berechnung einer L�osung der Gleichung (2.1) ist neben den Anfangs-Randbe-
dingungen auch die Angabe eines konkreten Quellterms q(x; t; y0) notwendig. Dies soll
jetzt geschehen.

Zu modellieren sei eine zeitabh�angige Punktquelle im Ortsraum 
. Dazu sei zun�achst
ein Punkt x0 2 
 fest. Damit gelte f�ur den Quellterm q(x; t; x0) der AnsatzZ

q(x; t; x0) dx = f(t); f(t) := q(x0; t; x0): (2.12)

Mit der Dirac'schen �-Distribution

h�; 'i = '(0)

l�a�t sich der Quellterm somit schreiben als

q(x; t; x0) = f(t)�(x� x0) = f(t)�x0(x): (2.13)
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KAPITEL 2. PHYSIKALISCHE PROBLEMSTELLUNG

Schlie�lich erh�alt man, wenn man x0 ! y0 2 @
 gehen l�a�t,

q(x; t; y0) = f(t)�y0(x); t0 � t: (2.14)

F�ur ein mit der Kreisfrequenz ! = 2�f harmonisch moduliertes Signal erh�alt man
sodann

q(x; t; y0) = H(t� t0)ei!(t�t0)�y0(x): (2.15)

Dabei steht H(t) f�ur die Heaviside-Distribution,

H(t) =

(
1; 0 � t;
0; t < 0:

(2.16)

2.4 Modellgleichung

Stellt man sich Photonen im Teilchenmodell als einen Sto� vor, der durch biologisches
Gewebe di�undiert, so k�onnen die Ergebnisse der vorherigen Abschnitte zur Modellbil-
dung herangezogen werden.

Sei q(x; t; y0) = e
iwt
�y0(x) und sei daher f�ur die Photonendichte �(x; t) = u(x)v(t).

F�ur den Ortsanteil u(x) ergibt sich als resultierende Gleichung, die die Dichteverteilung
der Photonen bez�uglich einer zeitlich harmonisch modulierten Punktquelle in einem
beschr�ankten Gebiet mit hinreichend glattem Rand beschreibt,

�rx �
�
�(x)rxu

�
+
�
�(x) + i!

c

�
u = �y0(x); x 2 
;

u(y) + 2A�(y)
@u

@�y
= 0; y 2 @
:

(2.17)

F�ur die theoretischen und praktischen Betrachtungen in den folgenden Kapiteln stellt
sich heraus, da� eine leicht abge�anderte Modellgleichung einige Vorz�uge in der Darstel-
lung der Theorie aufweist. Sei '(y) eine (me�bare) Verteilung auf dem Rand @
. Die
modi�zierte Modellgleichung lautet dann wie folgt,

�rx �
�
�(x)rxu

�
+
�
�(x) + i!

c

�
u = 0; x 2 
;

u(y) = '(y); y 2 @
:
(2.18)

Diese Gleichung soll nun als Grundlage f�ur die Untersuchungen in den folgenden Kapitel
dienen.
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2.5 Datenmodellierung

Die Photonen, die das Gebiet 
 durch den Rand @
 verlassen, k�onnen gemessen wer-
den. Da die Amplitude und die Phase des Eingangssignals bekannt ist, kann somit f�ur
die optische Tomographie im Frequenzbereich die Phasen- und Amplitudendi�erenz als
Daten eines realen Experiments gemessen werden. F�ur die Modellgleichung (2.17) bzw.
(2.18) l�a�t sich anhand der L�osung u(x) der Di�erentialgleichung wie folgt berechnen.
Sei � = �(y) das �au�ere Normalenfeld an @
. Die Amplitude r und die Phase � des
gemessenen Signals wird dann durch die in Polarkoordinaten ausgedr�uckte komplex-
wertige Gr�o�e g = r e

i� der Richtungsableitung

g =
�
� @�u

����
@


(2.19)

beschrieben.
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Kapitel 3

Mathematischer Teil

In diesem Kapitel wird zun�achst das direkte Problem der optischen Tomographie ana-
lysiert. Ein wesentliches Ergebnis wird die Fr�echet{Di�erenzierbarkeit des Datenfunk-
tionals sein, welches die physikalischen Gegebenheiten der Messungen in der optischen
Tomographie mathematisch beschreibt.

Daran anschlie�end werden die Ergebnisse dieser Analyse dazu verwendet, einen itera-
tiven Algorithmus zur L�osung des inversen Problems herzuleiten. Dabei wird insbeson-
dere der Umstand ber�ucksichtigt, da� das inverse Problem sehr schlecht gestellt ist, und
also entsprechend eine Regularisierung zur L�osung des inversen Problems vorgenommen
werden mu�.

Desweiteren ist f�ur das angegebene Verfahren genau darauf zu achten, da� die im Fre-
quenzbereich gemessenen Daten als komplexwertige Gr�o�en vorliegen, wohingegen die
gesuchten optischen Parameter als Urbild der gegebenen Daten rein reelle Parameter
sind. Interessanterweise ergibt sich durch die Ausn�utzung dieses Umstandes eine sehr
e�ziente Methode zur Rekonstruktion der beiden optischen Parameter aus der gemes-
senen Phasen- und Amplitudendi�erenz am Rand des zu untersuchenden Gebietes als
Daten f�ur das inverse Problem.

3.1 Direktes Problem

Es sei Lf : U(
) �! Q(
), u 7! Lfu ein linearer Di�erentialoperator abh�angig von
Parameterfunktionen f = (f1; : : : ; fm) 2 F1(
) � : : : � Fm(
). Die Mengen U(
),
Q(
) und Fj(
), j = 1; : : : ; m, seien geeignete separable Banachr�aume von Funktionen

�uber einem beschr�ankten Gebiet 
 � IRn mit einem (n � 1)-dimensionalen Rand @
.
Schlie�lich sei ' 2 R(@
) eine Funktion oder allgemeiner eine Verteilung, die auf dem
Rand @
 de�niert ist.

Dann versteht man unter einem direkten Randwertproblem die folgende Aufgabe.
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De�nition 3.1.1 (Direktes Randwertproblem)

Bestimme bei gegebenen Parametern f 2 F1(
) � : : :� Fm(
) und ' 2 R(@
) eine
L�osung uf 2 U(
) der Gleichung

Lfu = q in 
; u = ' auf @
; (3.1)

wobei q 2 Q(
) ein Term unabh�angig von Lf , f und u ist.

Es stellt sich nat�urlich sofort die Frage, ob es �uberhaupt solche Funktionen uf 2 U(
)
gibt, die die Gleichung (3.1) erf�ullen. Ist dies der Fall, so kann man weiter fragen, ob
es nur genau ein uf 2 U(
) als L�osung f�ur (3.1) gibt.

Diese Fragen nach der Existenz und Eindeutigkeit einer L�osung von (3.1) sollen f�ur das
Modell der Lasertomographie beantwortet werden, also f�ur (3.1) mit dem Di�erential-
operator

Lfu � [�rx � (f1(x)rx) + (f2(x) + i!0)]u; (3.2)

wobei f1(x) := �(x), f2(x) := �a(x), !0 := !=c und q := 0 gesetzt sind. F�ur die Beant-
wortung dieser Fragen kommt es darauf an, geeignete Funktionenr�aume zu w�ahlen, so
da� der Ausdruck Lfu �uberhaupt Sinn macht.

Aus den Beweisen der entsprechenden S�atze �uber die Existenz und Eindeutigkeit erge-
ben sich dann auch Aussagen �uber die Art der Abh�angigkeit der L�osungen uf von den
Parametern f .

Mit dieser Analyse des direkten Problems erh�alt man sodann entsprechende Aussagen

�uber die Abbildung

Pf(') =
�
f1 @�uf

����
@

; (3.3)

die einer gegebenen Randverteilung ' auf @
 eine durch f1 skalierte Normalenablei-
tung der L�osung uf von (3.1) bez�uglich q = q(') zuordnet. Mit Pf werden also die
gemessenen Daten modelliert.

Es stellt sich heraus, da� diese Datenfunktion Pf stetig und di�erenzierbar in den
Parametern f ist, wenn sie im schwachen Sinne, d.h. als ein Datenfunktional, de�niert
wird.

3.1.1 De�nitionen

Im folgenden sei stets 
 � IRn ein beschr�anktes Gebiet mit glattem Rand oder 
 = IRn

der ganze euklidische Raum, versehen mit dem kanonischen Lebesgue{Ma�.

Es sei f�ur � = (�1; : : : ; �n) 2 INn der Betrag j�j :=P
�j und die Schreibweise

D
�
f :=

@
j�j
f

@x
�1
1 � � �@x�nn

(3.4)

eingef�uhrt.

Alle Funktionen seien zun�achst komplexwertige Funktionen. Die folgenden De�nitionen
der jeweiligen Funktionenr�aume seien also komplexwertige Vektorr�aume.

Sofern reellwertige Funktionen betrachtet werden sollen, wird dies explizit angegeben.
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Die R�aume C10 (
) und D0(
).

F�ur 
 � IRn sei mit C10 (
), oder auch mit D(
), der Raum aller komplexwertigen
C1{Funktionen f(x) auf IRn mit kompaktem Tr�ager supp f � 
 bezeichnet. Insbeson-
dere verschwinden alle in C10 (
) enthaltenen Funktionen au�erhalb einer kompakten
Teilmenge von 
.

Konvergenz in C10 (
) sei wie folgt de�niert: die Funktionen fj(x) 2 C10 (
), j 2 IN,
konvergieren genau dann gegen eine Funktion f(x) 2 C10 (
), wenn s�amtliche Tr�ager der
Funktionen fj(x) in einer kompakten Teilmenge 


0 � 
 enthalten sind und D�
fj(x) f�ur

alle � 2 INn gleichm�a�ig gegen D�
f(x) konvergiert. Damit sei ein lineares Funktional

auf C10 (
), ` : C10 (
) ! C, f 7! h`; fi := `(f), genau dann stetig, wenn stets aus der
erkl�arten Konvergenz fj ! f in C10 (
) die Konvergenz h`; fji ! h`; fi in C folgt.

Mit D0(
) sei dann der Dualraum

D0(
) := f ` : C10 (
)! C; ` linear und stetig in C10 (
) g (3.5)

bezeichnet.

Die R�aume Lp(
), Lploc(
) und L
1(
).

F�ur 1 � p <1 sei mit Lp(
) der Raum aller me�baren, komplexwertigen Funktionen
f(x) auf 
 bezeichnet, f�ur die Z




jf(x)jp dx <1 (3.6)

ist. Mit der Norm

kfkLp :=

0
@Z



jf(x)jp dx

1
A
1=p

(3.7)

ist Lp(
) ein Banachraum.

F�ur 1 � p <1 sei entsprechend der lokale Raum

L
p
loc(
) := f f : 
! C me�bar; 8
0 �� 
 :

Z

0

jf(x)jp dx <1g (3.8)

de�niert. Man beachte, da� Lploc(
) kein normierter Raum ist.

Mit L1(
) sei der Raum aller fast �uberall beschr�ankten, komplexwertigen Funktio-
nen f(x) auf 
 bezeichnet, f�ur die das essentielle Supremum ess sup



jf(x)j < 1 ist.

Zusammen mit der Norm
kfkL1 := ess sup

x2

jf(x)j (3.9)

wird L1(
) ein Banachraum.
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Die R�aume W s;p(
) (Hs(
)), W s;p
0 (
) (Hs

0(
)), und W
s;p(@
) (Hs(@
)).

Es sollen die Sobolevr�aume de�niert werden, die zur Formulierung der Aussagen in die-
sem Kapitel ben�otigt werden. Dazu sei zun�achst an den Begri� der schwachen Ableitung
erinnert. Mit

W
k(
) := f f 2 L1

loc(
); 8 j�j � k 9 g� 2 L1
loc(
) : (3.10)Z




(g�') dx = (�1)�
Z



(f D�
') dx f�ur alle ' 2 C10 (
) g

sei der Raum der k-mal schwach di�erenzierbaren Funktionen de�niert. Die schwache
Ableitung D�

f von f 2W k(
) ist dann durch D�
f := g� 2 L1

loc(
) gegeben.

F�ur ganzzahlige k � 0 sei mit W k;p(
) der Sobolevraum

W
k;p(
) := f f 2 W k(
); 8 j�j � k : D�

f 2 Lp(
) g (3.11)

bezeichnet. Zusammen mit der Norm

kfkW k;p :=

0
@ X
j�j�k

Z



jD�
f jp dx

1
A
1=p

(3.12)

ist der Raum W
k;p(
) ein Banachraum. F�ur nichtganzzahlige s > 0 sei s = k + � die

Zerlegung von s in einen ganzzahligen Anteil k und einen nichtganzzahligen Anteil �
mit 0 < � < 1. Mit W s;p(
) sei dann der Raum

W
s;p(
) := f f 2 W k;p(
); 8 j�j = k :

Z



Z



jD�
f(x)�D�

f(y)jp
jx� yjn+�p dx dy <1g

(3.13)
bezeichnet, der durch die Norm

kfkW s;p :=

0
@kfkp

W k;p +
X
j�j=k

Z



Z



jD�
f(x)�D�

f(y)jp
jx� yjn+�p dx dy

1
A
1=p

(3.14)

zu einem Banachraum wird.

Der Fall p = 2 sei f�ur s > 0 beliebig mit Hs(
) :=W
s;2(
) bezeichnet, denn mit p = 2

ist W s;p(
) ein Hilbertraum bez�uglich des skalaren Produktes f�ur ganzzahliges s = k

hu j vik :=
X
j�j�k

Z



�
D
�
uD�v

�
dx (3.15)

bezeihungsweise f�ur nichtganzzahliges s = k + �, 0 < � < 1,

hu j vis := hu j vik +
X
j�j=k

Z



Z



�
D
�
u(x)�D�

u(y)
��
D�v(x)�D�v(y)

�
jx� yjn+2� dx dy: (3.16)
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Desweiteren sei f�ur s > 0 mit W s;p
0 (
) := C10 (
)

k�kWs;p

der Abschlu� von C10 (
)
bez�uglich der Norm k � kW s;p bezeichnet. Dies macht Sinn, da f�ur s > 0 die Menge
C10 (
) nicht dicht in W s;p(
) liegt. Der Fall p = 2 sei ebenfalls mit Hs

0(
) := W
s;2
0 (
)

bezeichnet. Zusammen mit dem Skalarprodukt (3.15) bzw. (3.16) ist der Raum H
s
0(
)

ein Hilbertraum.

F�ur s > 0 sei mit W�s;p(
) := [W s;q
0 (
)]0, p�1 + q

�1 = 1, der Dualraum von W s;q
0 (
)

bezeichnet, d.h. W�s;p(
) ist der Raum aller linearen Funktionale ` : W s;q
0 (
) ! C,

die bez�uglich der Norm k � kW s;q stetig sind. Mit H�s(
) :=W
�s;2(
) sei wie oben der

Hilbertraumfall p = 2 abgek�urzt bezeichnet.

Schlie�lich sei � := @
 der Rand des beschr�ankten Gebietes 
 � IRn und es sei �0 � �
eine o�ene Teilmenge von �. Der Rand @
 sei vom Typ Ck;1, d.h. es gebe f�ur jeden
Punkt x 2 @
 eine Umgebung U := U(x) � IRn und ein neues orthogonales Koordina-
tensystem f y1; : : : ; yn g, so da�

1. die Menge U in den neuen Koordinaten ein Quader ist,

U = f (y1; : : : ; yn); �aj < yj < aj f�ur 1 � j � n g;

2. es auf der Menge U 0 = f y0 = (y1; : : : ; vn�1); �aj < yj < aj f�ur 1 � j � n g
eine Ck;1{Funktion �(y0) gibt, f�ur die j�(y0)j � an=2 f�ur alle y0 2 U 0 und


 \ U = f y = (y0; yn) 2 U; yn < �(y0) g;
� \ U = f y = (y0; yn) 2 U; yn = �(y0) g

gilt.

Es sei �(y) := fy1; : : : ; yn�1; �(y1; : : : ; yn�1) g de�niert. Damit ist � als eine (n � 1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit des IRn vom Typ Ck;1 erkl�art.
Nun bezeichne V die Menge aller Paare (U; �) bez�uglich �0. F�ur jsj � k + 1 sei dann
mit W s;p(�0) der Banachraum

W
s;p(�0) := f ` 2 D0(�0); 8 (U; �) 2 V : ` �� 2 W s;p

�
U
0 \ ��1(�0 \ U)

�
g (3.17)

mit der Norm

kfkW s;p(�0) :=

0
B@Z
�0

jf jp d� +
Z
�0

Z
�0

jf(x)� f(y)jp
jx� yjn�1+sp d�x d�y

1
CA
1=p

(3.18)

im Fall 0 < s < 1 und der Norm ohne das Doppelintegral analog zu (3.12) im ganz-
zahligen Fall s = k de�niert. Die �ubrigen F�alle sind gem�a� der Bildungsweise (3.14)
zu verstehen. Erneut sei f�ur den Fall p = 2 die Bezeichnung Hs(�0) := W

s;2(�0) ein-
gef�uhrt.

Eine Funktion f(x) 2 L1
loc(�0) sei durch die Injektion f ,! Tf 2 D0(�0),

hTf ; gi :=
Z
�0

(f g) d� (3.19)

als Element aus D0(�0) erkl�art, wobei d� das Ober
�achenma� auf � ist.
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3.1.2 Existenz und Eindeutigkeit einer L�osung

Ein wesentliches Hilfsmittel f�ur die Existenzaussage schwacher L�osungen bei elliptischen
Di�erentialgleichungen ist das folgende Lemma.

Lemma 3.1.1 (Lax{Milgram) Es sei H ein Hilbertraum und

a : H �H �! C (3.20)

eine Sesquilinearform. Weiter gebe es zwei positive Konstanten c und C, so da�

ja[x; y]j � C kxkH kykH (3.21)

f�ur alle x; y 2 H und

Re a[x; x] � c kxk2H (3.22)

f�ur alle x 2 H gilt.

Dann existiert f�ur jedes lineare Funktional F 2 H� ein eindeutig bestimmtes Element

y0 2 H, so da� die Gleichung

a[x; y0] = F (x) (3.23)

f�ur alle x 2 H erf�ullt ist. Dar�uberhinaus gilt f�ur dieses y0 2 H die Absch�atzung

ky0kH �
1

c
kFkH�: (3.24)

Beweis: Zu �nden in [70, III.7].

2

Nun sei 
 � IRn ein Gebiet des Typs C1;1. Der Rand @
 habe das Ober
�achenma� d�
und es sei ' 2 H1=2(@
). Eine Funktion u 2 H1(
) nehme genau dann die Randwerte
' an, wenn Z

@


(uw) d� =
Z
@


('w) d� 8w 2 L2(@
) (3.25)

gilt.

F�ur reellwertige Funktionen f1; f2 2 L1(
 : IR) gelte inf


f1(x) > 0, inf



f2(x) > 0. Diese

Eigenschaft sei im weiteren mit f1 >> 0 und f2 >> 0 abgek�urzt.

Es folgt, da� f�ur die Funktionen f1; f2 2 L
1(
 : IR) mit f1 >> 0 und f2 >> 0 der

reellwertige Di�erentialoperator

eLf � [�rx � (f1(x)rx) + f2(x)] (3.26)

in 
 elliptisch ist, und es gilt, da� es dann genau eine schwache L�osung u 2 H1(
) der
Gleichung eLfu = 0; u

���
@


= ' (3.27)
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gibt, siehe [18, Thm. 8.3]. Mit dem Variationsprinzip in H1(
),Z



�
f1jruj2 + f2juj2

�
dx = inf

vj@
='

Z



�
f1jrvj2 + f2jvj2

�
dx (3.28)

(siehe z.B. [17, Chap. 2F] mit entsprechenden Modi�kationen), und der Eigenschaft,
da� es unabh�angig von ' 2 H1=2(@
) und v 2 H1(
) Konstanten C@
; C

0
@
 > 0 gibt,

so da�
C
0
@
 k'kH1=2 � inf

vj@
='
kvkH1 � C@
 k'kH1=2 (3.29)

gilt (siehe [38, Chap. I, Thm. 9.4]), erh�alt man aus (3.28) eine Absch�atzung f�ur die
L�osung u 2 H1(
) der Gleichung (3.27),

kukH1 � C@

maxfkf1k1; kf2k1g
minfinf



f1; inf



f2g

k'kH1=2: (3.30)

Analoge Aussagen sollen nun f�ur den mit dem komplexen Anteil i!0 gest�orten Di�eren-
tialoperator Lf � eLf+i!0, der im Model (2.17) bzw. (2.18) der optischen Tomographie
auftritt, nachgewiesen werden. Man hat den

Satz 3.1.1 Es sei Lf � eLf+i!0 mit den genannten Voraussetzungen an f und 
 � IRn

ein beschr�anktes Gebiet vom Typ C1;1.
Dann gilt:

1. Die Gleichung

Lfu = 0 in 
; u

���
@


= ' 2 H1=2(@
); (3.31)

besitzt eine eindeutige L�osung u 2 H1(
).

2. Mit der Konstanten C@
 > 0 aus (3.29) gilt f�ur die L�osung u 2 H
1(
) die

Absch�atzung

kukH1 � C@


0
@max fkf1k1; kf2k1; !0g

min f inf


f1; inf



f2g

+ 1

1
A k'kH1=2 : (3.32)

Beweis: Zun�achst gilt f�ur die zu Lf = eLf + i!0 geh�orige Bilinearform

a(u; v) �
Z



�
f1(ru � rv) + (f2 + i!0) (u v)

�
dx (3.33)

f�ur alle v 2 H1
0(
) die G�ardingsche Ungleichung,

Re a(v; v) =

Z



�
f1jrvj2+ f2jvj2

�
dx

� ( inf


f1)

Z



jrvj2 dx+ ( inf


f2)

Z



jvj2 dx

�
�
min f inf



f1; inf



f2g
�
kvk2H1 � �Gkvk2L2 ; �G := 0: (3.34)
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Da sich mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung die Absch�atzung

ja(u; v)j � kf1k1
Z



jruj jrvj dx + kf2 + i!0k1
Z



juj jvj dx

�
�
max fkf1k1; kf2k1; !0g

�
kukH1 kvkH1 (3.35)

ergibt, sind die Voraussetzungen des Lax{Milgram{Lemmas 3.1.1 bez�uglich des Hilbert-
raumes H1

0(
) und der Bilinearform a(u; v) erf�ullt.

Nun sei v 2 H1(
) mit v
���
@


= '. Damit sei f�ur � 2 C10 (
) das lineare Funktional

Gv(�) := �
Z



�
f1 (rv � r�) + (f2 + i!0) (v �)

�
dx (3.36)

de�niert. Die stetige Fortsetzung von Gv auf H
1
0(
) sei wieder mit Gv bezeichnet. Dann

folgt anhand des Lax{Milgram{Lemmas 3.1.1, da� die Gleichung

a(w; ~v) = Gv(~v); f�ur alle ~v 2 H1
0(
) (3.37)

eine eindeutige L�osung w 2 H
1
0(
) besitzt. F�ur die L�osung w 2 H

1
0(
) gilt die

Absch�atzung

kwkH1 � 1

minfinf


f1; inf



f2g
kGvkH�1 � maxfkf1k1; kf2k1; !0g

minfinf


f1; inf



f2g

kvkH1: (3.38)

Daraus folgt, da� die Funktion u := w+ v 2 H1(
) die Gleichung (3.31) im schwachen
Sinne l�ost; und es gilt die Ungleichung

kukH1 �

0
@max fkf1k1; kf2k1; !0g

min f inf


f1; inf



f2g

+ 1

1
A kvkH1 (3.39)

f�ur alle v 2 H
1(
) mit v

���
@


= '. Mit der Konstanten C@
 > 0 aus (3.29) folgt aus

(3.39) und (3.29) die Absch�atzung (3.32). Damit ist der Satz bewiesen.

2

Die Absch�atzung (3.32) ist f�ur die folgenden Abschnitte wesentlich.

Schlie�lich erm�oglicht die Existenz einer L�osung u 2 H1(
) der Gleichung (3.31) die
De�nition eines linearen Funktionals `' : H1=2(@
) �! C,

h`';  i := a(u; v ) =
Z



�
f1(ru � rv ) + (f2 + i!0) (u v )

�
dx; (3.40)

wobei v 2 H1(
) die L�osung der Gleichung Lfv = 0, v
���
@


=  , ist. Wegen (3.35) und

(3.29) ist `' auch stetig in H1=2(@
). Folglich ist `' 2 H�1=2(@
).
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Eine partielle Integration in (3.40), wobei alle auftretenen Ableitungen im schwachen
Sinn zu nehmen sind, ergibt nun

h`';  i =
Z
@


�
 f1@�u

�
d� +

Z



�
v Lfu|{z}

=0

�
dx; (3.41)

so da� die sogenannte Dirichlet-zu-Neumann{Abbildung (engl.: DtN-map, siehe z.B.
[32] [46]),

Pf : H
1=2(@
) �! H

�1=2(@
); Pf (') =
�
f1 @�u

����
@


(3.42)

im Zusammenhang mit der optischen Tomographie im Frequenzbereich erkl�art werden
kann. Unter dem Bild der Zuordnung (3.42) sei also wegen (3.41) das stetige, lineare
Funktional (3.40) verstanden.

3.1.3 Stetigkeit der Dirichlet-zu-Neumann{Abbildung

F�ur diesen und den n�achsten Abschnitt sei an folgende De�nitionen erinnert.

De�nition 3.1.2 (stetig, Fr�echet{di�erenzierbar)

Es seien X und Y normierte Vektorr�aume �uber IR oder C, D � X eine o�ene Unter-

menge, ex 2 D, und T : D � X �! Y eine (nichtlineare) Abbildung.

1. T hei�t stetig in ex 2 D, falls es f�ur jede Zahl " > 0 eine Zahl � > 0 gibt, so da�

kT (x)� T (ex)kY � " f�ur alle x 2 D mit kx� exkX � � gilt.
2. T hei�t Fr�echet{di�erenzierbar in ex 2 D, falls es einen linearen, beschr�ankten

Operator A~x : X �! Y (abh�angig von ex) gibt, so da�

lim
h!0

1

khkX




T (ex+ h)� T (ex)� A~xh





Y
= 0 (3.43)

gilt. Man setzt dann T
0(ex) := A~x; es gilt somit T 0(ex) 2 L(X; Y ), der Raum der

linearen, beschr�ankten Operatoren X ! Y .

3. T stetig Fr�echet{di�erenzierbar in ex 2 D, falls T Fr�echet{di�erenzierbar in einer

Umgebung V (ex) ist und die Abbildung T 0 : V �! L(X; Y ) stetig in ex ist.

Zum Nachweis der Stetigkeit der Abbildung (3.42) in den Parametern f sei f�ur den nor-

mierten Raum Y der De�nition 3.1.2 der komplexe Raum Y := L
�
H

1=2(
); H�1=2(
)
�

mit der Operatornorm k � k1=2;�1=2 := k � kH1=2;H�1=2 und f�ur den normierten Raum X

der reelle Vektorraum X :=
�
L
1(
 : IR) � L1(
 : IR)

�
mit der Norm kfkL1�L1 :=

maxf kf1k1; kf2k1 g gew�ahlt. Damit l�a�t sich folgender Satz formulieren.
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Satz 3.1.2 Es seien f; ef 2 �L1(
 : IR) � L1(
 : IR)
�
zwei reellwertige Parameter-

paare, f�ur die es eine Zahl 
 > 0 gebe, so da�

0 <
1



� f1;2(x) � 
 und 0 <

1



� ef1;2(x) � 
 (3.44)

gilt.

Dann gibt es eine Konstante C@
;
;!0 > 0, so da� gilt

kPf � Pef k1=2;�1=2 � C@
;
;!0 kf � ef kL1�L1 : (3.45)

Beweis:

F�ur die Di�erenz (u� eu) der beiden L�osungen u; eu 2 H1(
) der Gleichungen

Lfu = 0; u

���
@


= '; L ~f
eu = 0; eu���

@

= '; (3.46)

ergibt sich, da� sie die Gleichung

Lf(u� eu) = �(Lf � L ~f )eu = �eL(f� ~f)
eu; (u� eu)���

@

= 0 (3.47)

erf�ullt. De�niert man

q(z) := �
Z



�
(f1 � ef1)(reu � rz) + (f2 � ef2)(euz)�dx; (3.48)

so ist q 2 H�1(
) mit

kqkH�1 �
�
max fkf1 � ef1k1; kf2 � ef2k1g� keukH1 : (3.49)

Anhand des Lax{Milgram{Lemmas 3.1.1 folgt, da� es genau eine schwache L�osung
w 2 H1

0 (
) der Gleichung

Lfw = q; w

���
@


= 0 (3.50)

gibt, die einer Absch�atzung

kwkH1 � 1

min f inf


f1; inf



f2g
kqkH�1 (3.51)

gen�ugt. Somit ist (u� eu) = w 2 H1
0 (
) und

ku� eukH1 � max fkf1 � ef1k1; kf2 � ef2k1g
min f inf



f1; inf



f2g

keukH1: (3.52)
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Damit erh�alt man

sup
k k1=2=1

���h(Pf � P ~f )(');  i
���

= sup
k k1=2=1

������
Z



�
(f1 � ef1)(ru � rv) + ef1(ru � rv �reu � rev)

+ (f2 � ef2)(u v) + ( ef2 + i!0)(u v� eu ev)�dx
�����

�
�
max fkf1 � ef1k1; kf2 � ef2k1g kukH1

�
sup

k k1=2=1

kvkH1

+C ~f;!0

�
ku� eukH1 sup

k k1=2=1

kvkH1 + keukH1 sup
k k1=2=1

kv � evkH1

�
(3.53)

� C@
; 
; !0

�
max fkf1 � ef1k1; kf2 � ef2k1g� k'kH1=2; (3.54)

wobei die Konstante C ~f; !0
> 0 in (3.53) durch C ~f;!0

= maxf k ef1k1; k ef2k1; !0 g gege-
ben ist und die Konstante C@
;
;!0 > 0 in (3.54) anhand (3.52) und (3.32) aus (3.53)
hervorgeht. Aus der Absch�atzung (3.54) folgt (3.45), was zu zeigen war.

2

3.1.4 Di�erenzierbarkeit der Dirichlet-zu-Neumann{Abbildung

Betrachte nun f�ur ein reellwertiges Parameterpaar f 2
�
L
1(
 : IR)� L1(
 : IR)

�
mit

f1;2 >> 0 die lineare Abbildung

(Af �)(') : L1(
)� L1(
) �! H
�1=2(@
); (Afh)(') =

�
f1 @�w

����
@

; (3.55)

wobei w 2 H1
0 (
) die L�osung der Gleichung

Lfw = �eLhuf in 
; w

���
@


= 0; (3.56)

und uf = u 2 H1(
) die L�osung der Gleichung (3.31) bez�uglich f ist.

Damit l�a�t sich mit einer Beweistechnik aus [15] der folgende Satz beweisen.

Satz 3.1.3 Es seien die Voraussetzungen des Satzes 3.1.2 erf�ullt.

Dann gibt es eine Konstante C0@
;
;!0 > 0, so da� die Absch�atzung

kPf � Pef �Aefh k1=2;�1=2 � C0@
;
;!0 khk2L1�L1 (3.57)

f�ur h = f � ef g�ultig ist.
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Beweis:

Die Di�erenz (u� eu� w) erf�ullt die Gleichung
L ~f(u� eu� w) = �eLh(u� eu); (u� eu� w)���

@

= 0; (3.58)

also ist (u� eu� w) 2 H1
0 (
) eindeutig bestimmt und es gilt die Absch�atzung

ku� eu� wkH1 � max fkh1k1; kh2k1g
min f inf




ef1; inf



ef2g ku� eukH1

�

0
B@max fkh1k1; kh2k1g

min f inf



ef1; inf



ef2g
1
CA
2

kukH1; (3.59)

da die Di�erenz (u� eu) 2 H1
0(
) der Gleichung

L ~f (u� eu) = �eLhu; (u� eu)���
@


= 0; (3.60)

gen�ugt. Damit erh�alt man

sup
k k1=2=1

���h(Pf � P ~f �A ~fh)(');  i
���

= sup
k k1=2=1

������
Z



�
f1(ru � rv)� ef1(reu � rev)
� h1(reu � rev)� ef1(rw � rev +reu � rw)
+ (f2 + i!0)(u v)� ( ef2 + i!0)(eu ev)

� (h2 + i!0)(eu ev)� ( ef2 + i!0)(w ev + euw)�dx
�����

= sup
k k1=2=1

������
Z



�
h1(ru � rv �reu � rev) + h2(u v � eu ev)
+ ef1[r(u� eu� w) � rv +rw � r(v � ev) +reu � r(v � ev � w)]

+ ( ef2 + i!0)[(u� eu� w) v + w (v � ev) + eu (v � ev � w)]�dx
�����
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�
�
max fkh1k1; kh2k1g

�
��

ku� eukH1 sup
k k1=2=1

kvkH1 + keukH1 sup
k k1=2=1

kv � evkH1

�

+C ~f; !0

�
ku� eu� wkH1 sup

k k1=2=1

kvkH1 + kwkH1 sup
k k1=2=1

kv � evkH1

+ keukH1 sup
k k1=2=1

kv � ev � wkH1

�
(3.61)

�
�
max fkh1k1; kh2k1g

�
�0

B@max fkh1k1; kh2k1g
min f inf




ef1; inf



ef2g C
2
@
; f;!0

k'kH1=2

+ C
2
@
; ~f; !0

k'kH1=2

max fkh1k1; kh2k1g
min f inf



f1; inf



f2g

1
A

+C ~f; !0

8><
>:
0
B@max fkh1k1; kh2k1g

min f inf



ef1; inf



ef2g
1
CA
2

C
2
@
; f; !0

k'kH1=2

+
C@
; f;!0 C@
; ~f;!0

�
max fkh1k1; kh2k1g

�2
�
min f inf



f1; inf



f2g
� �

min f inf



ef1; inf



ef2g� k'kH1=2

+ C
2
@
; ~f; !0

k'kH1=2

0
@max fkh1k1; kh2k1g

min f inf


f1; inf



f2g

1
A
2
9>=
>; (3.62)

� C
0
@
; 
; !0

�
max fkh1k1; kh2k1g

�2
k'kH1=2: (3.63)

Hierbei berechnet sich in (3.61) mit C ~f;!0
= maxf k ef1k1; k ef2k1; !0 g die Konstante

C ~f; !0
> 0 . Die Konstanten C@
; f;!0 ; C@
; ~f; !0

> 0 in (3.62) ergeben sich aus den
Absch�atzungen (3.52) und (3.32).

Die Konstante C0@
; 
; !0 > 0 in (3.63), die sich aus dem Faktor ergibt, der �ubrig bleibt,

wenn in (3.62) der Term
�
max fkh1k1; kh2k1g

�2
k'kH1=2 ausgeklammert wird, ist

unabh�angig von der Di�erenz (f � ef). Daher folgt aus (3.63) die Absch�atzung (3.57),
was zu zeigen war.

2
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3.1.5 Greensche Funktion

F�ur einfache Gebiete 
 � IRn, n � 2, l�a�t sich die Greensche Funktion G0(y; x) (mit
Singularit�at in einem Punkt x 2 
) f�ur den Di�erentialoperator

Lfu � [�ry � (�0ry) + (�0 + i!0)]u (3.64)

mit konstanten Koe�zienten (�0; �0) konkret angeben, [2], [63].

Zum Beispiel lautet die Greensche Funktion bez�uglich einer Kugel um den Koordina-
tenursprung mit Radius R, 
 = BR(0) = fy 2 IRn; jyj < Rg, mit einer Singularit�at im
Punkt x 2 BR(0)

G0(y; x) =

8>><
>>:

n

�
jy � xj

�
� 
n

�
jxj
R jy � x�j

�
; x 6= 0; x

� := R
2
=jxj2


n

�
jyj
�
� 
n

�
R

�
; x = 0;

(3.65)

wobei die Fundamentall�osung 
n(r), r > 0, des Di�erentialoperators Lf0 gegeben ist
durch


n(r) =
cn

�0

�
b

r

�(n�2)=2
K(n�2)=2(b r) =

8><
>:

1
2��0

K0(b r); n = 2;

1
4��0 r

e
�br

; n = 3;
(3.66)

mit b2 := (�0 + i!0)=�0 und cn := 2
p
2n�2=(4�)n. Dies l�a�t sich wie folgt herleiten.

Sei durch

Wt(x) � W (x; t) = (4�t)�n=2e�jxj
2=4t

; t > 0; x 2 IRn; (3.67)

der Gau�-Weierstra�-Kern de�niert. Es gilt

W (x; t) = t
�n=2

W1(t
�1=2

x) und cWt(�) = e
�4�2j�j2t

; (3.68)

wobei die Fourier-Tranformation bu(�) durch
bu(�) := Z

IRn

u(x)e�2�ix�� dx (3.69)

de�niert sei. Da

(a+ s)�� =
1

�(�)

1Z
0

�
��1

e
�(a+s)�

d� (Re � > 0; Re a > 0); (3.70)

ist, folgt mit � = 1
2� f�ur

~B�(x) :=
1

�(12�)

1Z
0

�
�=2�1

e
�a�

W (x; �) d�
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=
1

�(12�)(4�)
n=2

1Z
0

�
(��n)=2�1

e
�a��jxj2=4�

d�

=
a
(n��)=2

�(12�)(4�)
n=2

1Z
0

�
(��n)=2�1

e
���ajxj2=4�

d�

= b
n��

B�(bx); b
2 = a; (3.71)

da�
(aI ��)�=2 ~B� = �0 (3.72)

ist. Somit folgt mit den De�nitionen a := (�0 + i!0)=�0; !0 := !=c, da� 
n = 1
�0

~B2

gilt. Die Bezeichnung B�(x) steht dabei f�ur die Bessel-Potentiale, die durch

B�(x) = cn;�jxj�(n��)=2K(n��)=2(jxj) (3.73)

mit gewissen Konstanten cn;� > 0 und den modi�zierten Besselfunktionen K�(r) zwei-
ter Art �-ter Ordnung de�niert werden k�onnen. In der Tat ergeben sich aus der Dar-
stellung

K�(r) =

1Z
0

cosh(�t)e�r cosh(t) dt (r > 0; � 2 IR)

=
1

2

�
r

2

�� 1Z
0

�
���1

e
���r2=4�

d� (� =
1

2
re
�t): (3.74)

durch Vergleich mit (3.71) f�ur a = 1 die Werte cn;� zu

cn;� =
2

�(�=2)

s
2n��

(4�)n
: (3.75)

Somit erh�alt man f�ur b = a
1=2 und � = 2 das Resultat


n(jxj) =
cn;2

�0jxj(n�2)=2
K(n�2)=2(bjxj) =

8><
>:

1
2��0

K0(bjxj); falls x 2 IR2 n f0g;

1
4��0jxj

e
�bjxj

; falls x 2 IR3 n f0g;
(3.76)

wie behauptet.

Mit der Greenschen Funktion, sofern sie existiert, lassen sich N�aherungsformeln f�ur
die L�osung des direkten Problems angeben. Dies ist Gegenstand der beiden folgenden
Abschnitte.
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3.1.6 Born{N�aherung

Vorausgesetzt, die Parameter f der Gleichung (3.1) k�onnen als kleine St�orung h um
die konstanten positiven Werte f0 = (�0; �0)

t, �0 > 0, �0 > 0, geschrieben werden,

f(x) = f0 + h(x): (3.77)

Zus�atzlich gelte supp h �� 
� 
 und die Gleichung (3.1) sei umgeformt zu

Lf0u = q � eLhu; u

���
@


= ': (3.78)

Nun existiere G0(x; y) = Gf0(x; y) die Greensche Funktion bez�uglich des Operators Lf0
mit homogenen Randwerten ' = 0 (Singularit�at von G0 bei y = x), dann ergibt sich
f�ur eine L�osung uf von (3.1) die Integralgleichung

uf(x) =
Z
@


'(y) @�yG0(x; y) d�y +
Z



G0(x; y)
�
q(y)� (eLhuf)(y)�dy

= v'(x) +
Z



G0(x; y)
�
ry � (h1(y)ryuf)� h2(y)uf

�
dy (3.79)

mit

v'(x) =

Z
@


'(y) @�yG0(x; y) d�y: (3.80)

Die erste Bornsche N�aherung besteht hier nun darin, in der Gleichung (3.79) die Funkti-
on uf unter dem Integralzeichen zu ersetzen durch die Funktion v', gerechtfertigt durch
die Annahme, da� die St�orung h klein genug sei. Da supp h1 �� 
 vorausgesetzt war,
erh�alt man nach partieller Integration die erste Born{N�aherung

uB(x) = v'(x)�
Z



�
h1(y)ryG0(x; y) � ryv'(y) + h2(y)G0(x; y)v'(y)

�
dy: (3.81)

Die weiteren Bornschen N�aherungen ergeben sich, indem man u
(1)
B := uB setzt und

rekursiv

u
(k+1)
B (x) = v'(x)�

Z



�
h1(y)ryG0(x; y) �ryu(k)B (y)+h2(y)G0(x; y)u

(k)
B (y)

�
dy (3.82)

berechnet, siehe [27, Abschn. 6.2.1].
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3.1.7 Rytov{N�aherung

Es sei mit der Greenschen Funktion G0(x; y) des Di�erentialoperators Lf0 bez�uglich
konstanter Koe�zienten f0 = (�0; �0)

t und homogener Randwerte die Funktion

v'(x) =
Z
@


'(y)@�yG0(x; y) d�y (3.83)

de�niert. Die Rytov{N�aherung einer L�osung u des direkten Problems

L(f0+h)u = 0; u

���
@


= '; (3.84)

wird berechnet, indem man f�ur u den Ansatz

u(x) = v'(x)e
w(x) (3.85)

mit einer noch zu bestimmenden Funktion w macht. Eingesetzt in die Gleichung (3.84)
ergibt das

��0
�
v'�w + 2rw � rv' + v'jrwj2

�
= (3.86)

r �
�
h1rv'

�
� h2v' + h1

�
2rw � rv' + v'�w+ v'jrwj2

�
+ v'rh1 � rw:

Vern�achl�assigt man hierin den Term jrwj2 bzw. den dritten und vierten Term auf der
rechten Seite der Gleichung, so ergibt sich die Rytov{N�aherung als

uR(x) = v'(x)e
wR(x) (3.87)

mit der L�osung wR(x) der Gleichung

��0�(v'w) + (�0 + i!0)(v'w) = ��0
�
v'�w + 2rw � rv'

�
= r �

�
h1rv'

�
� h2v': (3.88)

Somit l�ost

uR(x) = v'(x) exp

0
@� 1

v'(x)

Z



�
G0(x; �)v'(�)h2(�) (3.89)

+ (r�G0 � r�v')h1(�)
�
d�

!

das direkte Problem der optischen Tomographie im Frequenzbereich in der Rytov{
N�aherung, siehe auch [34], [27, Abschn. 6.2.2].
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3.1.8 Liouville{Transformation

Unter der Liouville{Transformierten der L�osung u(x) einer elliptischen Di�erentialglei-
chung

[�rx � (�(x)rx) + �(x) + i (!=c)]u = 0 in 
 (3.90)

versteht man die Funktion
�(x) := u(x)

q
�(x): (3.91)

Dann rechnet man nach, da� diese Funktion �(x) die station�are Schr�odingergleichung

[��x + q(x)]� = 0 in 
 (3.92)

erf�ullt, falls die komplexwertige Potentialfunktion q(x) gesetzt wird zu

q(x) :=
1

�(x)

�
�(x) +

q
�(x)�x

q
�(x) + i (!=c)

�
: (3.93)

Dabei wird vorausgesetzt, da� das In�mum der reellwertigen Funktionen �(x) und �(x)
auf 
 strikt positiv bleibt und da� die Koe�zientenfunktionen jeweils hinreichend glatt
sind, so da� alle auftretenen Ausdr�ucke stets existieren.

3.1.9 Transformation der Fr�echet{Ableitung

F�uhrt man f�ur die L�osung u(x) in der Abbildung Pf = P(�; �) die Liouville{Transformation
� := u

p
� durch, und setzt weiter voraus, da� die Funktion �(x) in der N�ahe von @


konstant bleibt, so erh�alt man f�ur die Abbildung

P
Sch
q : H1=2(@
) �! H

�1=2(@
); ' 7�!
�p

� @��

����
@


(3.94)

die Identit�at

P(�; �) � PSch
t(�; �) f�ur t(�; �) :=

�+
p
��
p
�

�
+ i

!

c�
: (3.95)

Dabei steht der obere Index Sch als Kennzeichen f�ur die Schr�odingergleichung (3.92),
die zur Berechnung eines Elementes im Bildbereich zu l�osen ist. Die Fr�echet{Ableitung
(Afh)(') an der Stelle f transformiert sich nun gem�a� der Kettenregel

(Afh)(') =
�
A
Sch
t(�;�)

@t

@(�; �)
h

�
(') = (ASch

q k)(') (3.96)

mit q := t(�; �) und k := Jt(f)h. Die Jacobi-Matrix Jt(f) an der Stelle f = (�; �)
berechnet sich zu

Jt(�; �) =
@t

@(�; �)
=

1

�

0
BBB@

1

2
�x

�
Id�

p
�

�
� �

�
Id

� !
c�

0

1
CCCA : (3.97)
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Damit kann der komplexwertige Vektor k = k
re+i kim als zweidimensionale reellwertige

Gr�o�e k = (kre; kim)t identi�ziert werden. Explizit ausgeschrieben gilt somit

(Afh)(') =
�
A
Sch
q k

�
(') =

�p
� @� 

����
@

; (3.98)

wobei  (x) 2 H1
0(
) die L�osung der Gleichung

[��x + q(x)] = �k(x)� in 
;

(3.99)

 = 0 auf @


mit den Koe�zienten q(x) = t(�(x); �(x)) und

k(x) =
1

�(x)

�
1

2
�x

�
h�(x)�

q
�(x)

�
� �(x)

�(x)
h�(x) + h�(x)� i

!

c�(x)
h�(x)

�
(3.100)

ist.

Zwar wird durch die Liouville{Transformation das Problem der optischen Tomographie
in ein rein komplexwertiges Problem gewandelt, jedoch steht wegen (3.100) zu erwarten,
da� die Abh�angigkeit der Daten von dem Parameter q(x) = qr(x)+i qi(x) in P

Sch
q stark

nichtlinear sein wird, da die Abh�angigkeit derselben Daten von den Parametern �(x)
und �(x) in P(�;�) nur schwach nichtlinear ist.
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3.2 Inverses Problem

Die Bestimmung der Parameter f eines linearen Di�erentialoperators Lf kann als in-
verses Problem bezeichnet werden, da im Gegensatz zu einem direkten Problem (3.1)
nicht die L�osung uf , sondern der Operator Lf anhand gegebener Daten gesucht ist.
Dabei seien die Daten

g =M(uf) (3.101)

in Abh�angigkeit der L�osung u gegeben. Die Abbildung M : U(
) �! G(@
) bilde die
Menge der L�osungen linear in eine Menge von (verallgemeinerten) Funktionen auf @

ab.

Ein inverses Randwertproblem ist dann durch folgende Aufgabe gegeben.

De�nition 3.2.1 (Inverses Randwertproblem)

Bestimme bei gegebenen Randwertdaten g 2 G(@
) und ' 2 R(@
) die Parameter

f 2 F1(
)� : : :� Fm(
) des Di�erentialoperators Lf , so da� die Gleichungen

M(uf ) = g in @
; Lfu = q in 
; u

���
@


= ' (3.102)

erf�ullt sind. Hierbei ist q 2 Q(
) ein Term unabh�angig von Lf , f und u.

Im vorliegenden Modell der optischen Tomographie sind die reellwertigen Parameter
f = (f1; f2) = (�; �a) 2 L1(
 : IR) � L1(
 : IR) gesucht. Die Me�daten M(uf ) f�ur
diese Aufgabe werden durch die Bildung der Normalenableitung am Rand @
, also
durch die Abbildung Pf : H

1=2(@
) �! H
�1=2(@
),

Pf(') =
�
f1 @�uf

����
@

; (3.103)

modelliert. F�ur verschiedene ' 2 H1=2(@
) sei somit M(uf;') := Pf (') gesetzt, wobei
uf;' 2 H1(
) die L�osung des direkten Problems

[�rx � (�(x)rx) + (�a(x) + i!0)]u = 0 in 
; u

���
@


= ' (3.104)

bedeute.

Mit R : F1(
)� : : :� Fm(
) �! G(@
),

R(f) :=M(uf)� g (3.105)

l�a�t sich formal ein inverses Problem als Bestimmung einer L�osung der Gleichung

R(f) = 0 (3.106)

formulieren. Falls diese Gleichung keine L�osung besitzt, weil zum Beispiel die Me�daten
nur ungenau bekannt sind, beschr�ankt man sich auf die Bestimmung von

min kR(f)k2 = min kM(uf)� gk2; (3.107)

34



3.2 INVERSES PROBLEM

wobei vorausgesetzt wird, da� G(@
) ein normierter (vollst�andiger) Raum oder sogar ein
Hilbertraum ist. Unter allen m�oglichen L�osungen von (3.107) soll diejenige mit minima-
ler Norm kfk2 ausgezeichnet werden. F�ur lineare Abbildungen stellt eine solcherma�en
gekennzeichnete L�osung die verallgemeinerte (oder Moore-Penrose) L�osung der Glei-
chung (3.106) dar. Die Ergebnisse dieser Theorie lassen sich allerdings nicht ohne wei-
teres auf das zu untersuchende inverse Problem �ubertragen, da die Zuordnung f 7! uf

im allgemeinen nichtlinear ist, und damit auch die Abbildung R : F(
) �! G(@
).

3.2.1 Eindeutigkeit

Dieser Abschnitt besch�aftigt sich damit, unter welchen Voraussetzungen es genau eine
L�osung f = (�; �)t zu (3.107) geben kann. Injektivit�atsaussagen dieser Art �ndet man
in [20], [64].

Um den Rahmen dieser Arbeit nicht zu sprengen, soll nur der zweidimensionale Fall,
welcher in [20] betrachtet wird, wiedergegeben werden. Wegen der Liouville{Trans-
formation gen�ugt es, die Eindeutigkeitsaussage f�ur die Schr�odingergleichung

[�x � q(x)]u = 0; q(x) :=
�(x) +

p
�(x)�x

p
�(x)

�(x)
+ i

!

c �(x)
(3.108)

mit der Randbedingung u

���
@


= �'p� zu zeigen. Ein wesentliches Hilfsmittel zum

Beweis der Eindeutigkeit ist die folgende Orthogonalit�atsrelation.

Satz 3.2.1 Es seien

L1;2w � [rx � (�1;2(x)rx)� (�1;2(x) + i!0)]w (3.109)

zwei Di�erentialoperatoren, die die gleichen Datenfunktionale P1(') = P2(') erzeugen.
Beiden Funktionen �1(x) und �2(x) seien auf dem Rand @
 des beschr�ankten Gebietes


 � IR2 identisch.

Dann gilt f�ur die entsprechenden L�osungen u1;2(x) 2 H
2(
) \ C1(
) bez�uglich der

Gleichung (3.108) die RelationZ



�
q1 � q2

�
u1u2 dx =

1

2

Z
@


�
@� log

�1

�2

�
u1u2 d�(x): (3.110)

Beweis: Anhand der Greenschen Formel und wegen u1;2 = w1;2
p
�1;2 erh�alt man die

GleichungsketteZ



�
q1 � q2

�
u1u2 dx =

Z



�
u2�u1 � u1�u2

�
dx

=
Z
@


�
u2 @�u1 � u1 @�u2

�
d� (3.111)

=
1

2

Z
@


�
@� log

�1

�2

�
u1u2 d� +

Z
@


�

�
w2 @�w1 � w1 @�w2

�
d�:
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Aufgrund der Voraussetzung P1(') = P2(') verschwindet der letzte Term auf der
rechten Seite.

2

Es seien also q1(x); q2(x) 2 L
p(
) zwei komplexwertige Verteilungen mit kompakten

Tr�agern in dem beschr�ankten Gebiet 
 � IR2, die die gleichen Datenfunktionale

P
Sch
q1

(') = P
Sch
q2

(') f�ur alle ' 2 C10 (@
) (3.112)

erzeugen. Weiter seien f�ur p > 2 die Konstanten

Np := maxf kq1kLp ; kq2kLp g; cp(
) := d


 
2� d


2

2� (1� 1=p)�1

! 1
1�1=p

(3.113)

mit d
 := diam(
) de�niert. Damit ergibt sich die folgende Aussage.

Satz 3.2.2 F�ur ein 2 < p � 3 gelte die Ungleichung cp(
)Np � 1
10 und es sei (3.112)

erf�ullt.

Dann gilt q1 � q2 in 
.

Beweis: Zum Beweis dieses Satzes sei zun�achst eine weitere Transformation der Glei-
chung (3.108) durch

�(x) := u(x) exp(�� � x)� 1 (3.114)

mit einem noch n�aher zu bestimmenden komplexwertigen Vektor � 2 C2 vorgenommen.
Damit transformiert sich (3.108) zu

[�x + 2 (� � rx)]� = q(x)(�+ 1): (3.115)

Mit der Fundamentall�osung

g�(x) =

�
1

�4�2 j�j2 + 4�i (� � �)

�e
(x) (3.116)

zu der linken Seite der Gleichung (3.115) l�a�t sich die L�osung �(x) jener Gleichung als
Faltungsintegral

�(x) =
�
g� � (q�+ q)

�
(x) (3.117)

darstellen. Hierbei bedeute

�
f(�)

�e
(x) =

Z
IR2

f(�) e2�ix�� d� (3.118)

die inverse Fourier-Transformation im IR2. Nun sei der Operator

[G�Q]f :=
�
g�� � (q f)

�
(3.119)
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mit �� := �k (�iw� w?), w 2 IR2, jwj2 = 1 und k � 0 de�niert. Unter der Vorausset-
zung p > 2 wird in [20, Prop. 2.3] die Absch�atzung

kG�Qk � 5 cp(
)

k diam(
)
kqkLp (3.120)

gezeigt. Mit der Bedingung cp(
) kqkLp � 1
10 folgt daraus f�ur �(x) = ��(x) die Glei-

chung

��(x) =
�
(1�G�Q)�1(g�� � q)

�
(x) (3.121)

und die Absch�atzung

j��(x)j � 10 cp(
)

k diam(
)
kqkLp; (3.122)

falls k diam(
) � 1 ist. Aus dieser Absch�atzung folgt, da�

u
�(x) = exp(�� � x)

�
1 + ��(x)

�
2 H2(
)\ C1(
) (3.123)

gilt.

Es sei nun mit ��1 (x) die L�osungen ��(x) 2 H
2(
) \ C1(
) der Gleichung (3.115)

bez�uglich des Potentials q1(x) bezeichnet, und mit ��2 (x) entsprechend die L�osungen
der Gleichung (3.115) bez�uglich q2(x).

Dann ergibt sich f�ur die Di�erenz r(x) := q1(x)� q2(x) aufgrund der Orthogonalit�ats-
relation (3.110) mit � = kw die Gleichung

br(�) = I@
(�)�
Z



r(x) e�2�ikw�x (�+
1 + ��2 + �+

1 ��2 )(x) dx; (3.124)

wobei das Randintegral I@
 gegeben ist durch

I@
(�) =
1

2

Z
@


�
@� log

�1(x)

�2(x)

�
e
�2�i kw�x (1 + �+

1 +��2 + �+
1 ��2 )(x) d�(x): (3.125)

Mit der Bedingung p � 3 lassen sich daraus die Absch�atzungen

kbr(�)� I@
kL2(j�j� 1
diam(
)

) � 5:43 cp(
)Np kbrkL2 ; (3.126)

kbr(�)� J@
kL2(j�j� 1
diam(
)

) � 0:05 cp(
)Np kbrkL2 (3.127)

herleiten, wobei das Randintegral J@
(�) �ahnlich wie das Integral I@
(�) festgelegt wird,
[20, Cor. 2.11, Cor. 2.13].

Da nach Voraussetzung die Randintegrale I@
 und J@
 verschwinden, folgt aus den
letzten beiden Absch�atzung die Ungleichung

kbrkL2 � 6 cp(
)Np kbrkL2 ; (3.128)

und damit wegen der Bedingung cp(
)Np � 1
10 , da� br � 0 ist. Daher mu� f�ur x 2 


r(x) = q1(x)� q2(x) = 0 sein.

2
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3.2.2 Schlecht gestelltes Problem

Nach Hadamard [23] lautet ein Problem, gegeben durch eine (lineare oder nichtlineare)
Gleichung Ax = b, gut gestellt, wenn

1. es eine L�osung besitzt,

2. die L�osung eindeutig festgelegt ist und

3. die L�osung stetig von den Daten b abh�angt.

Ist eine der drei Bedingungen nicht erf�ullt, so spricht man von einem schlecht gestellten
Problem.

Schon das linearisierte inverse Problem der optischen Tomographie, formuliert durch
die Gleichung

(Af0 h)(') = g(') (3.129)

mit der Fr�echet{Ableitung (Af0 �)(') an der Stelle f0 := (�0; �0)
t bez�uglich der Rand-

verteilungen ' 2 H1=2(@
), und mit den gegebenen Daten g(') 2 H�1=2(@
), l�a�t sich
als sehr schlecht gestellt erkennen, da der dritte Punkt der De�nition eines gut gestell-
ten Problems klar verletzt wird. Dies kann man mit Hilfe der Methode von Calderon
[10] wie folgt erkennen.

Es sei u0 := uf0 2 H1(
) die eindeutige L�osung der Gleichung Lf0u = 0; u
���
@


= '0.

Die Funktion w 2 H1(
) sei die L�osung von

Lf0w = r � (h1(x)ru0)� h2(x)u0; w

���
@


= 0: (3.130)

Aus der zweiten Greenschen FormelZ



�
z Lf0w � wLf0z

�
dx = ��0

Z
@


�
z @�w � w @�z

�
d�x (3.131)

folgt zun�achst mit einer Funktion z 2 H1(
), die Lf0z = 0 erf�ullt, und einer partiellen
Integration die Identit�at

�0

Z
@


�
z @�w

�
d�x =

Z



�
h1(x)ru0 � rz + h2(x) u0 z

�
dx: (3.132)

W�ahlt man auf der rechten Seite f�ur z und u0 die Ansatzfunktionen

z�(x) := e
x��+

; u0; �(x) := e
x���

; (3.133)

wobei �� 2 Cn, n � 3, die Eigenschaften

�
+ + �

� = �2�i �; � 2 IRn; (3.134)

�
+ � �� = �2�2 j�j2 � �0 + i!0

�0
; (3.135)

0 = �4�2 �0 � � � + �0 + i!0 f�ur � = �
� (3.136)
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besitzen sollen. Dies ist f�ur

�
� := �(�+ i �)� � �i � (3.137)

mit � 2 �?; j�j= 1 und

� :=

r
!0

2�0

�
� +

p
1 + �2

�1=2
; � :=

r
!0

2�0

�
�+

p
1 + �2

��1=2
;

� :=
�0

!0

�
�0

�0
+ �

2j�j2
�

(3.138)

m�oglich. Die Funktionen z� und u0; � erf�ullen beide die Gleichung Lf0u = 0 und u0; �

besitzt die Randwerte '� := e
x���

���
x2@


. Dann erh�alt man aus (3.132)

G(�) :=

Z
@


�
z� g('�)

�
d�x

=

Z



�
�
+ � �� h1(x) + h2(x)

�
e
�2�i ��x

dx; (3.139)

also mit der inversen Fourier-Transformation

eG(x) = Z
IRn

G(�)e2�ix�� d� (3.140)

die Gleichung

�1
2
�x �

�0 + i!0
�0

�
h1(x) + h2(x) = eG(x); x 2 
: (3.141)

Daraus lassen sich jetzt die gesuchten Funktionen h1(x) und h2(x) durch Vergleich der
Real- und Imagin�arteile bestimmen: zuerst die Funktion h1(x) aus den Imagin�artei-
len, und mit der dann bekannten Funktion h1(x) die zweite Funktion h2(x) aus den
Realteilen. Da jedoch f�ur �+ die Asymptotik �+ = O(j�j) f�ur j�j ! 1 gilt, ist

z� = O
�
e
jxj�x

�
f�ur j�j ! 1: (3.142)

Damit ist die inverse Fourier-Transformierte eG(x) auf keinen Fall stetig von den Daten
g('�) abh�angig, und das lineare inverse Problem ist sehr schlecht gestellt.

3.2.3 Iterativer L�osungsansatz

F�ur die exakte L�osung f = f� einer nichtlinearen Gleichung

R(f) = 0 (3.143)

gibt es kein allgemeing�ultiges Rezept. Ist die Abbildung R : X �! Y , wobei X und Y
Hilbertr�aume seien, (Fr�echet{)di�erenzierbar, so stellt das Newton{Verfahren

fk+1 = fk + h; R
0(fk)h = �R(fk); k = 0; 1; 2; : : : (3.144)
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ein bew�ahrtes Iterationsverfahren dar, um eine L�osung sukzessiv approximieren zu
k�onnen, falls die vorzugebene Startn�aherung f0 nahe genug an der L�osung f� liegt.

Bei tomographischen Anwendungen liegen meist unterschiedliche Messungen, z.B. aus
unterschiedlichen Richtungen, ein und desselben Objekts als Daten vor. Liegen etwa p
Messungen aus p Richtungen vor, so wird das Objekt f durch p Gleichungen

Rj(f) = 0; j = 1; 2; : : : ; p (3.145)

beschrieben.

Die Durchf�uhrung des Netwon{Verfahrens bez�uglich des zusammengefa�ten Operators
R(f) = (R1(f); : : : ; Rp(f))

t w�urde die Berechnung und Invertierung der (p� p)-Matrix�
R
0
j(fk)

�
R
0
m(fk)

�
j;m

mit R0j(fk) der Fr�echet{Ableitung an der Stelle fk und R
0
j(fk)

� der

zugeh�origen Adjungierten in jedem Schritt des Verfahrens erforderlich machen. Dies ist
f�ur tomographische Zwecke sehr aufwendig bis nicht praktikabel.

Eine entscheidene Idee zur Vermeidung dieses Aufwandes ergibt sich dadurch, zur ite-
rativen L�osung des Systems (3.145) zu versuchen, jeweils nur einen Schritt des Newton{
Verfahrens nacheinander f�ur eine einzelne Gleichung durchzuf�uhren, unter Ber�ucksich-
tigung der schon gewonnenen Information. Sind alle Gleichungen abgearbeitet, gelangt
man so zu der neuen N�aherung fk+1, und man beginne die Prozedur erneut, jetzt mit
dieser N�aherung fk+1 als Startwert.

Im Fall der optischen Tomographie treten verschiedene Randverteilungen 'j an die
Stelle der unterschiedlichen Richtungen. Die Fr�echet{Ableitung ist dann durch

R
0
j(fk) = (Afkh)('j) (3.146)

gegeben, so da� in jedem Einzelschritt dieses Iterationsverfahrens zur Berechnung eines
h eine Gleichung der Form

(Afkh)('j) = �Rj(fk); j 2 f1; : : : ; pg (3.147)

durch Invertierung des Operators (Af �)('j) aufzul�osen ist.

Diese Art eines sozusagen verschr�ankten Newton{Verfahrens ist in bezug auf linea-
re Abbildungen Aj(f) = 0; j = 1; : : : ; p, im Bereich der Computertomographie als
algebraische Rekonstruktionstechnik (ART) oder auch Kaczmarz{Methode bekannt,
siehe [25] [47].

Was zur L�osung der Gleichung (3.147) zu beachten ist, wird in den folgenden Ab-
schnitten erl�autert. Besonderes Augenmerk sei hierbei auf die Tatsache gerichtet, da�
in (3.147) im Fall der optischen Tomographie im Frequenzbereich die Daten auf der
rechten Seite zwar komplexwertig, die jeweils gesuchten L�osungen h hingegen reellwer-
tig sind. Es wird sich herausstellen, da� die korrekte Behandlung dieser zus�atzlichen
Information entscheidenen Ein
u� auf das numerische Verhalten der vorgestellten Re-
konstruktionsverfahren hat.
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3.2.4 Adjungierte Abbildung

Zu jedem linearen, beschr�ankten Operator A : X �! Y; f 7! Af existiert eindeutig
eine adjungierte Abbildung

A
0 : Y 0 �! X

0
; ` 7�! A

0
` := ` �A; (3.148)

die ebenfalls beschr�ankt ist. Mit X 0 und Y 0 seien hierbei die entsprechenden Dualr�aume
bezeichnet.

Ist X ein Hilbertraum, l�a�t sich mittels der konjungiert linearen Isometrie

JX : X �! X
0
; x 7! `(�) := h � ; xiX (3.149)

aus dem Riesz'schen Darstellungssatz der Raum X mit seinem Dual X 0 identi�zieren.
Sind also X und Y Hilbertr�aume, so erh�alt man mit

A
� := J

�1
X �A0 � JY (3.150)

einen linearen, beschr�ankten Operator A� : Y �! X . Dieser Operator ist charakteri-
siert durch die Beziehung

hx; A�yiX = hAx; yiY ; 8 x 2 X; y 2 Y: (3.151)

Diese Charakterisierung macht zumindest dann Sinn, wenn die R�aume X und Y Hil-
bertr�aume �uber dem gleichen K�orper IK sind.

Nun sei XC ein Hilbertraum �uber dem K�orper der komplexen Zahlen C, also ein C-
Vektorraum. Durch Einschr�ankung der Multiplikation auf rein reelle Skalare wird dieser
zu einem IR-Vektorraum und sei mit XIR bezeichnet.

Zwischen den Funktionalen ` : XC �! C und k : XIR �! IR besteht der folgende
Zusammenhang.

Satz 3.2.3 Es gilt (XC)
0 �= (XIR)0 im algebraischen Sinne:

1. Es sei ` 2 (XC)
0.

Dann ist k := Re ` ein Element aus (XIR)
0 und es gilt

`(x) = k(x)� i k( ix); x 2 XC: (3.152)

2. Es sei k 2 (XIR)
0.

Dann ist ` : x 7�! k(x)� i k( ix) ein Element aus (XC)
0.
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Beweis: Durch einfaches Veri�zieren:

1. Das Funktional k(x) = Re `(x) ist sicherlich IR-linear und es gilt

`(x) = Re `(x) + i Im `(x)

= Re `(x)� i Re i `(x)

= Re `(x)� i Re `( ix)

= k(x)� i k( ix): (3.153)

2. Umgekehrt gilt f�ur das IR-lineare Funktional `(x) = k(x)� i k( ix) die Gleichungs-
kette

`(ix) = k( ix)� i k(�x)
= i

�
k(x)� i k( ix)

�
= i `(x); (3.154)

d.h. `(x) ist auch C-linear.

2

Der Satz 3.2.3 soll auf die adjungierten Abbildung A
�
f angewendet werden, die zur

komplexwertigen Fr�echet{Ableitung

(Af �)(') : Hs1(
)�Hs2(
) �! H
�1=2(@
) (3.155)

geh�ort. Der n�achste Satz bestimmt zun�achst diese adjungierte Abbildung A�f .

Satz 3.2.4 Es seien ' 2 H
1=2(@
) und f = (f1; f2)

t 2 L
1(
 : IR) � L

1(
 : IR)
mit f1 >> 0 und f2 >> 0. Die Funktion uf 2 H1(
) sei die eindeutige L�osung der

Gleichung

Lfu = 0; u

���
@


= ': (3.156)

Es sei h = (h1; h2)
t 2 Hs1

0 (
)�Hs2
0 (
) mit s1; s2 � 0, so da� es f�ur jedes

h 2 Hs1
0 (
)�Hs2

0 (
) eindeutig eine Funktion w 2 H1(
) gibt, welche die Gleichung

Lfw = rx � (h1(x)rxuf)� h2(x)uf ; w

���
@


= 0; (3.157)

erf�ullt, und somit die Fr�echet{Ableitung an der Stelle f 2 L1(
 : IR)� L1(
 : IR)

(Af �)(') : Hs1
0 (
)�Hs2

0 (
) �! H
�1=2(@
); h 7�!

�
f1@�w

����
@


(3.158)

festgelegt wird.

Dann ist die zu (Af h)(') adjungierte Abbildung

(A�f �)(') : H1=2(@
) �! H
�s1(
)�H�s2(
) (3.159)
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gegeben durch

(A�f g)(') =

 
rxuf � rxz

uf z

!
; (3.160)

wobei z 2 H1(
) die eindeutige L�osung der adjungierten Aufgabe

Lfz = 0; z

���
@


= g (3.161)

f�ur g 2 H1=2(@
) ist.

Beweis: Anhand der zweiten Greenschen FormelZ



�
z Lfw � wLfz

�
dx =

Z
@


�
f1w@�z � z f1@�w

�
d�x (3.162)

bez�uglich des elliptischen Di�erentialoperators

Lfu � [�rx � (f1(x)rx) + (f2(x) + i!0)]u (3.163)

folgt f�ur die L�osung w 2 H1(
) der Gleichung (3.157) und die L�osung z 2 H1(
) der
Gleichung (3.161) die GleichungsketteZ




�
h1(x)(rxuf � rxz) + h2(x)(ufz)

�
dx

= �
Z



�
rx � (h1(x)rxuf)� h2(x)uf

�
z dx

= �
Z
@


�
f1w@�z � z f1@�w

�
d�x

=

Z
@


�
f1@�w

�
g d�x: (3.164)

Daher gilt mit der De�nition (3.160) f�ur ' 2 H1=2(@
) beliebig die Gleichung

h h; (A�f g)(') iX = h (Af h)('); g iY (3.165)

f�ur alle h 2 H
s1
0 (
) � H

s2
0 (
) und alle g 2 H

1=2(@
), wobei h�; �iX die duale Paa-

rung bez�uglich
�
H
s1
0 (
)�Hs2

0 (
); H�s1(
)�H�s2(
)
�
und h�; �iY die duale Paarung

bez�uglich
�
H

1=2(@
); H�1=2(@
)
�
bedeutet.

2
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Der Satz 3.2.3 liefert nun mit der De�nition

(A�f g)r(') :=

0
@ Re

�
rxuf � rxz

�
Re
�
uf z

�
1
A (3.166)

die Zerlegung

(A�f g)(') = (A�f g)r(')� i(A�f ig)r(')

=

0
@ Re

�
rxuf � rxz

�
Re
�
uf z

�
1
A� i

0
@ Re

�
rxuf � rx ~z

�
Re
�
uf ~z

�
1
A

=

0
@ Re

�
rxuf � rxz

�
� i Re

�
rxuf � rx ~z

�
Re
�
uf z

�
� i Re

�
uf ~z

�
1
A ; (3.167)

wobei ~z 2 H1(
) die L�osung der adjungierten Di�erentialgleichung

Lf ~z = 0; ~z
���
@


= i g (3.168)

ist.

3.2.5 Verallgemeinerte L�osung

Es seienX und Y Hilbertr�aume �uber einemK�orper IK. Falls g 2 range(A)+range(A)? �
Y eines linearen, beschr�ankten Operators A : X �! Y ist, besitzt die lineare Gleichung

Af = g; f 2 X; g 2 Y (3.169)

genau ein Element f+ 2 ker(A)? = range(A�), welches den Defekt kAf � gkY mini-
miert. Dieses Element f+ 2 range(A�) ist gekennzeichnet als die L�osung der Gleichung

A
�
Af = A

�
g; (3.170)

die minimale Norm kfkX besitzt, und wird verallgemeinerte (oder Moore{Penrose)
L�osung genannt. O�ensichtlich ist die Zuordnung g ! f

+ linear. Sie sei mit

A
+ : (range(A) + range(A)?) �! X; g 7! A

+
g := f

+ (3.171)

bezeichnet.

Besteht nun die Aufgabe, eine L�osung der Gleichung Af = g zu �nden, die neben
(3.169) noch weitere lineare Bedingungen erf�ullt, so kann eine verallgemeinerte L�osung
unter Nebenbedingungen gefunden werden, wie die n�achsten S�atze zeigen. Um techni-
schen Schwierigkeiten aus dem Wege zu gehen, seien sie nur f�ur endlich-dimensionale
Hilbertr�aume formuliert.
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3.2 INVERSES PROBLEM

Satz 3.2.5 Es seien X, Y und Z endlich-dimensionale Hilbertr�aume �uber IK. Mit ei-

nem Element b 2 Z und einem linearen, beschr�ankten Operator N : X �! Z sei

N := f f 2 X; Nf = b g (3.172)

eine Menge, die die Nebenbedingungen f�ur f 2 X beschreibt.

Dann ist die Menge der Elemente M � N , f�ur die das Minimum

min
f2N
kAf � gkY (3.173)

angenommen wird, gegeben durch

M = f (AP )+(g �AN+
b) +N

+
b+ (I � (AP )+A)�; � 2 ker(N) g; (3.174)

wobei P := IX �N+
N gesetzt ist. Das Minimum selbst berechnet sich zu

min
f2N
kAf � gkY = k(I � A(AP )+)(AN+

b� g)kY : (3.175)

Beweis: Zu �nden in [11, Thm. 3.6.2].

2

In der L�osungsmenge M f�ur das Minimierungsproblem mit Nebenbedingungen N l�a�t
sich nun ebenfalls ein Element mit minimaler Norm �nden.

Satz 3.2.6 Das Element m+ 2M mit minimaler Norm kmkX ist gegeben durch

m
+ = (AP )+(g � AN+

b) +N
+
b: (3.176)

Beweis: Vergleiche [11, Thm. 3.6.3].

2

Als einfaches Beispiel einer verallgemeinerten L�osung unter Nebenbedingung sei die
reellwertige verallgemeinerte L�osung einer komplexwertigen Gleichung bez�uglich eines
C-linearen, beschr�ankten Operators zu bestimmen. Dazu seien im folgenden mit XC

und YC komplexe Hilbertr�aume bezeichnet und mit XIR := Re XC und YIR := Re YC
reelle Hilbertr�aume de�niert, die durch Einschr�ankung der Elemente aus XC bzw. YC
und der Multiplikation hervorgehen. Man beachte den Unterschied zur De�nition aus
Abschnitt 3.2.4.

Nun sei
B : XC �! YC; f 7! Bf := (Br + iBi)(fr + ifi) (3.177)

ein C-linearer, beschr�ankter Operator aufgespaltet in Real- und Imagin�arteil. Die Glei-
chung Bf = g werde geschrieben als 

Br �Bi
Bi Br

! 
fr

fi

!
=

 
gr

gi

!
; (3.178)
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es seien also die Identi�zierungen XC ' (XIR � XIR) und YC ' (YIR � YIR) vorgenom-
men. Die Einschr�ankung einer L�osung auf den Realteil wird dann formuliert durch die
Gleichung Nf = 0 2 XIR mit der De�nition

N : (XIR �XIR) �! XIR; (fr; fi)
t 7! Nf :=

�
0 I

� 
fr

fi

!
; (3.179)

wobei I = IIR die Identit�at auf XIR bedeuten soll. Die Abbildung N+ berechnet sich zu

N
+ = N

�(NN�)�1 =

 
0
I

! �
0 I

� 0
I

!!�1
=

 
0
I

!
; (3.180)

und damit

P = IXIR�XIR
�N+

N =

 
I 0
0 I

!
�
 

0 0
0 I

!
=

 
I 0
0 0

!
: (3.181)

Somit ist die L�osung m+ 2 (XIR � f0g) der Gleichung (3.178) mit minimaler Norm
kmkXIR�XIR

, die den Defekt kBm � gkYIR�YIR minimiert, gegeben durch

m
+ = (BP )+g =

 
B
t
r B

t
i

0 0

! 
BrB

t
r BrB

t
i

BiB
t
r BiB

t
i

!�1  
gr

gi

!
: (3.182)

Man beachte, da� im allgemeinen

(BP )+ 6= P
+
B
+ = PB

+ (3.183)

gilt, so da� der Realteil der verallgemeinerten L�osung f+ = B
+
g nicht die verallgemei-

nerte L�osung m+ ergibt,

m
+
r 6= (f+)r: (3.184)

Um dennoch die verallgemeinerte L�osung m 2 (XIR�f0g) anhand der komplexwertigen
verallgemeinerten L�osung f+ = (f+r ; f

+
i )

t in diesem Beispiel zu berechnen, betrachte
man f�ur die zu bestimmende Korrektur h = (hr; 0)

t 2 (XIR � f0g) den Ansatz

 
Br �Bi
Bi Br

! 
f
+
r + hr

0

!
=

 
Brf

+
r � Bif+i

Bif
+
r + Brf

+
i

!
; (3.185)

also 
Br �Bi
Bi Br

! 
hr

hi

!
=

 
0 �I
I 0

! 
Br �Bi
Bi Br

! 
f
+
i

0

!
=

 
�Bif+i
Brf

+
i

!
(3.186)

mit der Nebenbedingung Nh = 0. Der n�achste Satz zeigt, wie sich die beiden verallge-
meinerten L�osungen m+

; h
+ zu der verallgemeinerten L�osung f+ zusammensetzen.
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Satz 3.2.7 Es sei f+ = (f+r ; f
+
i )

t 2 (XIR � XIR) ' XC die verallgemeinerte L�osung

der Gleichung

Bf = g 2 (YIR � YIR) ' YC (3.187)

bez�uglich eines C-linearen, beschr�ankten Operators B : XC �! YC. Weiter seien

m
+
; h

+ 2 (XIR � f0g) die verallgemeinerten L�osungen der Gleichungen

Bm = g bzw: Bh = (�Bif+i ; Brf+i )t (3.188)

unter den NebenbedingungenNm = 0 bzw. Nh = 0, wobei N die Abbildung aus (3.179)

sein soll.

Dann gilt

f
+ =

 
m

+
r � h+r
f
+
i

!
: (3.189)

Beweis: Die verallgemeinerte L�osung f+ 2 XC der Gleichung Bf = g ist eindeutig
als das Element f 2 range(B�) bestimmt, welches die Gleichung

B
�
Bf = B

�
g (3.190)

erf�ullt. Da sich die verallgemeinerten L�osungen m
+
; h

+ 2 (XIR � f0g) anhand der
Formeln

m
+ = (BP )+g; h

+ = (BP )+(iB)f+i (3.191)

mit P = (I �N+
N) berechnen, folgt f�ur die rechte Seite von (3.189)

B
�
B(m+

r � h+r + if+i ) = B
�
B(m+

r � h+r ) + B
�(iB)f+i

= B
�
B(BP )+| {z }

=I
C

[g � (iB)f+i ] +B
�(iB)f+i

= B
�
g: (3.192)

Da nach De�nition m+
r ; h

+
r 2 range(PB�) ist, gilt m+

r � h+r + if+i 2 range(B�).

2

3.2.6 Sherman{Morrison{Woodbury{Formel

Es scheint, das Problem der Umrechnung einer komplexwertigen verallgemeinerten
L�osung f+ auf die reellwertige m+ wird durch den Satz 3.2.7 durch die Einf�uhrung
eines weiteren Minimierungsproblems mit den gleichen Nebenbedingungen nicht gel�ost,
sondern nur verlagert: L�ose zun�achst das komplexwertige Problem, um dann eine Kor-
rektur durch eine verallgemeinerte L�osung h+ unter der Nebenbedingung Im(h) = 0 zu
bestimmen.

Mit der Sherman{Morrison{Woodbury{Formel, siehe z.B. [19, Abschn. 2.1.3],

�
C + UV

t
��1

= C
�1 � C�1 U

�
I + V

t
C
�1
U

��1
V
t
C
�1 (3.193)
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zur Invertierung einer modi�zierten Matrix ergibt sich allerdings eine weitere M�oglich-
keit, die Korrektur h+ n�aherungsweise zu bestimmen. Dies stellt sich folgenderma�en
dar.

Die verallgemeinerte L�osung f
+ = (f+r ; f

+
i )

t der Gleichung Bf = g berechnet sich
anhand der Formel f+ = B

�(BB�)�1g, also mit den De�nitionen

W :=

 
Br

Bi

!
; V :=

 
�Bi
Br

!
(3.194)

durch 
f
+
r

f
+
i

!
=

 
B
t
r B

t
i

�Bti B
t
r

!   
BrB

t
r BrB

t
i

BiB
t
r BiB

t
i

!
+

 
BiB

t
i �BiBtr

�BrBti BrB
t
r

!!�1  
gr

gi

!

=

 
B
t
r B

t
i

�Bti B
t
r

!  
W W

t + V V
t

!�1  
gr

gi

!
: (3.195)

Falls nun die Inverse (I � V t
D
�1
V )�1 existiert, kann durch Anwendung der Formel

(3.193) die Inverse f�ur C := WW
t zur Bestimmung der verallgemeinerten L�osung m+

anhand der inversen Abbildung D�1 := (WW
t + V V

t)�1 berechnet werden,

C
�1 =

�
D � V V t

��1
= D

�1 +D
�1
V

�
I � V t

D
�1
V

��1
V
t
D
�1
: (3.196)

Die gesuchte Korrektur h+ ergibt sich damit zu

h
+ =

 
h
+
r

0

!
=

 
B
t
r B

t
i

0 0

!  
W W

t + V V
t

!�1  �Bi eh
Br
eh
!
; (3.197)

wobei eh die L�osung der linearen Gleichung�
I � V t

D
�1
V

�eh = k (3.198)

mit k := V
t
D
�1
g ist. Insgesamt erh�alt man f�ur die verallgemeinerte L�osung m+ also

m
+ =

 
B
t
r B

t
i

0 0

!  
W W

t + V V
t

!�1  
gr � Bi eh
gi + Br

eh
!
: (3.199)

Vorausgesetzt,es gilt kV tD�1
V k < 1, dann ist das System (3.198) eindeutig l�osbar und

die Iteration ehn = k + V
t
D
�1
V ehn�1; eh0 = 0 (3.200)

konvergiert f�ur n ! 1 gegen die L�osung eh. Dann ist mit (3.199) und der Iterations-
vorschrift (3.200) ein Verfahren zur n�aherungsweisen Bestimmung der Korrektur h+

anhand der Formel (3.193) gegeben.
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�Ubertragen auf die Abbildung B = (A(�;�) �)(') der Fr�echet{Ableitung genommen an
der Stelle (�; �)t lautet die Gleichungen (3.199) zun�achst

eh� (A�(�;�)
~~g)i(') = (A�(�;�) ~g)i(') (3.201)

mit (AA� ~~g)(') = (iA(�;�)
eh)(') und (AA� ~g)(') = g('). Ausf�uhrlich geschrieben ergibt

sich dies zu0
@ eh1 � Im

�
rxu' � rxz[eh]�eh2 � Im
�
u' z[eh]�

1
A =

0
@ Im

�
rxu' � rxz[~g]

�
Im
�
u' z[~g]

�
1
A ; (3.202)

wobei zur Vereinfachung z[eh] := z[(AA�)�1(iA(�;�)
eh)(')] de�niert ist und z[g] dement-

sprechend die L�osung der adjungierten Gleichung

L(�;�)z = 0; z

���
@


= g (3.203)

zu den Randwerten g darstellt.

Damit erh�alt man f�ur die Iteration (3.200) die Vorschrift 
h1

h2

!
n

=

0
@ Im

�
rxu' � rx(z[~g] + z[(h1; h2)

t
n�1])

�
Im
�
u' (z[~g] + z[(h1; h2)tn�1])

�
1
A ;

 
h1

h2

!
0

= 0: (3.204)

Wird diese Iteration nach N Schritten abgebrochen, so gelangt man mit (3.199) zu der
angen�aherten verallgemeinerten L�osung m+ f�ur einen Einzelschritt der noch anzugebe-
nen Kaczmarz{Newton{Methode,

m
+
r =

�
A
�
(�;�) (AA

�)�1[g + (iA(�;�) hN )(')]
�
r
('): (3.205)

Eine Iteration �aquivalent zu (3.200), die nur auf den Daten g operiert, ergibt sich

�ubrigens aus dem Ansatz�
D � V V t

��1
= D

�1
�
I � V V tD�1

��1
: (3.206)

Man erh�alt die Vorschrift

gn = V V
t
D
�1(gn�1 + g); g0 = 0; (3.207)

die unter der Voraussetzung kV V tD�1k < 1 konvergiert, und gelangt damit zu der zu
(3.205) �aquivalenten Formel

m
+
r =

�
A
�
(�;�) (AA

�)�1[g + gN ]
�
r
('): (3.208)

F�ur numerische Berechnungen zur optischen Tomographie ist diese Form der Iteration
gegen�uber (3.200) vorzuziehen, da diese nur die Randdaten g ben�otigt.

Numerische Experimente zeigen, da� f�ur die optische Tomographie die Iteration (3.204)
schon nach einigen Schritten, etwaN < 20, station�ar wird. Eine l�angere Iteration bringt
somit keine wesentliche Verbesserung des Rekonstruktionsergebnisses. Dar�uberhinaus
stellt sich heraus, da� die Anzahl der Iterationsschritte das �Ubersprechverhalten des
Rekonstruktionsverhaltens beein
u�t, wie im numerischen Teil aufgezeigt wird.
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3.2.7 Vorteil der komplexwertigen Rechnung

Zur Vereinfachung der Darstellung seien in diesem Unterabschnitt alle betrachteten
R�aume stets endlich-dimensional. Dies stellt insofern keine wesentliche Einschr�ankung
dar, da zur Durchf�uhrung der praktischen Rechnungen auf endlichen Maschinen jedes
Problem in ein endlich-dimensionales �uberf�uhrt werden mu�.

Die verallgemeinerte L�osung eines linearen, unterbestimmten und komplexwertigen
Problems

Ax = b (3.209)

ist gegeben durch
x
+ = A

+
b = A

�(AA�)�1b (3.210)

oder, getrennt in Real- und Imagin�arteil, durch 
x
+
r

x
+
i

!
=

 
W

t

V
t

!�
WW

t + V V
t
��1  br

bi

!
; (3.211)

wobei

W :=

 
Ar

Ai

!
; V :=

 
�Ai
Ar

!
(3.212)

de�niert ist.

Die verallgemeinerte L�osung m+ der Gleichung (3.209) unter der Nebenbedingung, da�
der Imagin�arteil verschwindet, lautet mit (3.212) 

m
+
r

0

!
=

 
W

t

0

!�
WW

t
��1  br

bi

!
: (3.213)

Es seien nun QR-Zerlegungen der Matrizen A� = (W V )t und (W 0)t gegeben, also

(W V )t =

 
A
t
r A

t
i

�Ati A
t
r

!
= Q

 
R

0

!
(3.214)

und

(W 0)t =

 
A
t
r A

t
i

0 0

!
= eQ

 eR
0

!
(3.215)

mit den orthogonalen Matrizen Q; eQ und rechten, oberen Dreicksmatrizen R; eR. Dann
folgt eRt eR = WW

t = R
t
R� V V t

: (3.216)

Zur Absch�atzung der Singul�arwerte der Abbildungen R, eR ist der folgende Satz �uber
die Eigenwertverteilung symmetrischer Matrizen hilfreich.
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Satz 3.2.8 F�ur die der Gr�o�e nach geordneten Eigenwerte �k(A) und �k(A + B),
k = 1; : : : ; n, zweier symmetrischer, reeller (n� n)-Matrizen A und A+B gilt

�k(A) + �n(B) � �k(A+B) � �k(A) + �1(B); k = 1; : : : ; n: (3.217)

Beweis:

Zu �nden in [68, S. 101f]: Die Aussage wird durch das CourantscheMaximum-Minimum-
Prinzip bewiesen,

�k(A) = max
dim(S)=k

min
06=y2S

y
t
Ay

yty
; (3.218)

siehe [19, Thm. 8.1.2].

2

Da f�ur die Singul�arwerte e�j = �j( eR) der Abbildung eR die Gleichung

e�2j = �
2
j (
eR) = �j( eRt eR) = �j(WW

t) (3.219)

und f�ur die Singul�arwerte �j = �j(R) der Abbildung R die Gleichung

�
2
j = �

2
j (R) = �j(R

t
R) = �j(WW

t + V V
t) (3.220)

gilt, erh�alt man mit dem letzten Satz die Ungleichungen

�
2
1 � e�21 + �1(V V

t); e�2m + �m(V V
t) � �2m; (3.221)

wobeim der Index des kleinsten Singul�arwertes 6= 0 ist. Wegen des Maximum{Minimum{
Prinzips (3.218) gilt nun �k(V V

t) = �k(WW
t) = e�2k. Es folgt

�1

�m
� e�1e�m : (3.222)

Daher steht zu erwarten, da� die numerische Bestimmung der komplexwertigen verall-
gemeinerten L�osung x+ besser m�oglich ist als die Berechnung der reellwertigen L�osung
m

+, da diese wegen (3.222) ein schlechter gestelltes Problem darstellt.

Als eine nicht ganz ernst gemeinte Randbemerkung zu diesem Ergebnis sei ein Zitat
von Kronecker, vgl. [33, S. 84]1, angemerkt, dessen Aussage allerdings in bezug auf die
Anwendbarkeit des Residuenkalk�uls zur Auswertung uneigentlicher Integrale getro�en
wurde:

,,Wir brauchen hier �ubrigens zum Zwecke dieser Beweise das Gebiet der
reellen Gr�o�en nicht zu verlassen. Der Glaube an die Unwirksamkeit des
Imagin�aren tr�agt auch hier wie anderweitig gute Fr�uchte."

1Remmert, R.: Funktionentheorie I, Springer, 1989, Abschn. 14.2.3
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3.2.8 Tikhonov{Regularisierung

F�ur kompakte Operatoren A : X �! Y , X und Y Hilbertr�aume, gilt, da� im allge-
meinen die zugeh�orige inverse Abbildung nicht stetig ist, sofern sie �uberhaupt existiert.
Da mit A auch der Operator A�A kompakt ist, stellt die L�osung der Normalgleichung
ein schlecht gestelltes Problem dar. Der Begri� der Regularisierung bedeutet nun in
diesem Zusammenhang, den Mangel an Stetigkeit bei der Inversenbildung bez�uglich
der Normalgleichung durch die folgende De�nition zu beheben.

Unter einer Regularisierung der Abbildung A+, welche die Daten g der L�osung f+ 2
range(A�) der Gleichung

A
�
Af = A

�
g (3.223)

zuordnet, versteht man allgemein eine Familie (T�)�>0 linearer, beschr�ankter Operato-
ren T� : Y �! X mit der Eigenschaft, da� f�ur g 2 range(A)+range(A)? der Grenzwert

lim
�!0

T�g = f
+ (3.224)

ist.

Die Tikhonov{Phillips{Regularisierung wird nun durch die Familie

T� = (A�A+ �I)�1A� = A
�(AA� + �I)�1; � > 0 (3.225)

beschrieben, [47, IV.1.2]. F�ur jedes � > 0 bildet T� also die Daten g 2 Y eindeutig auf
das Element ab, welches statt (3.223) die Gleichung�

A
�
A+ �I

�
f = A

�
g; f 2 X (3.226)

erf�ullt. Wie man leicht zeigt, ist zu dieser De�nition �aquivalent die De�nition der Ab-
bildung T� durch das Element, welches das Funktional

J�(f) := kAf � gk2Y + � kfk2X (3.227)

minimiert.

Entsprechend ergibt sich mit � > 0 und der De�nition P := I �N+
N gem�a� (3.181)

f�ur die reellwertige verallgemeinerte L�osung m+ die regularisierende Gleichung�
(BP )�(BP ) + �I

�
m = (BP )�g; m 2 XIR � f0g; (3.228)

die genau das Element m 2 XIR�f0g als eindeutige L�osung besitzt, welches das Funk-
tional

J�(m) := k(BP )m � gk2YIR�YIR + � kmk2XIR�XIR
(3.229)

in XIR � f0g minimiert.
Mit den L�osungsformeln (3.211) und (3.213) �ubertr�agt sich dies wegen�

(BP )(BP )� + �I

��1
=

�
D + �I � V V t

��1
= (D + �I)�1 + (3.230)

(D+ �I)�1V
�
I � V t(D + �I)�1V

��1
V
t(D+ �I)�1;
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wobei D = WW
t + V V

t = BB
� ist, auf die Iterationsvorschrift (3.200) wie folgt,

ehn = k + V
t(D+ �I)�1V ehn�1; eh0 = 0 (3.231)

und k := V
t(D + �I)�1g. Entsprechend ergibt sich

egn = V V
t(D+ �I)�1 (egn�1 + g); eg0 = 0: (3.232)

Somit wird unter der Voraussetzung, da� kV t(D + �I)�1V k < 1 beziehungsweise
kV V t(D + �I)�1k < 1 gilt, durch

m�;N = P
�
B
�(D + �I)�1(g + V ehN )

= P
�
B
�(D + �I)�1(g + egN) (3.233)

eine angen�aherte L�osung f�ur die Minimumstelle m 2 XIR � f0g des Funktionals J�(m)

gegeben, ohne die Inverse
�
(BP )(BP )� + �I

��1
bilden zu m�ussen.

3.2.9 Kaczmarz{Newton{Methode

Die relaxierte Kaczmarz{Methode f�ur ein System0
BBBB@
A1f

A2f

...
Apf

1
CCCCA =

0
BBBB@
g1

g2

...
gp

1
CCCCA (3.234)

mit surjektiven linearen Operatoren Aj : X �! Y ist durch

f
(k+1) = (P %p � : : : � P

%
1 )f

(k)
; k = 1; 2; : : : (3.235)

und f
(0) 2 X beliebig gegeben, wobei 0 < % < 2 der Relaxationsparameter ist, und

P
%
j = (1 � %) I + % Pj die entsprechend relaxierte Form der orthogonalen Projektion
Pj : X �! Uj auf den a�nen Unterraum

Uj = fx 2 X; Ajx = gjg; j = 1; : : : ; p; (3.236)

ist. Man rechnet nach, da� sich die orthogonale Projektion Pj : X �! Uj ergibt zu

x 7! Pjx = x� A�j [AjA�j ]�1(Ajx� gj): (3.237)

Diese geometrische Interpretation der Kaczmarz{Methode erm�oglicht sehr einfach die
Erweiterung der Methode auf den Fall eines Systems0

BBBB@
R1(f)
R2(f)

...
Rp(f)

1
CCCCA = 0 (3.238)

53



KAPITEL 3. MATHEMATISCHER TEIL

mit nichtlinearen, Fr�echet{di�erenzierbaren Abbildungen Rj : X �! Y , indem man
f�ur die Menge Uj den a�nen Unterraum

Vj = f x 2 X; Rj(f) +R
0
j(f)(x� f) = 0 g (3.239)

einsetzt, wobei R0j(f) die Fr�echet{Ableitung an der Stelle f ist. Der a�ne Unterraum
Vj h�angt nat�urlich von der Stelle f ab, an der die Ableitung genommen wird. F�ur jedes
feste f 2 X ist nach (3.237) die orthogonale Projektion Qj : X �! Vj durch

x 7! Qjx = x�R0j(x)�[R0j(x)R0j(x)�]�1Rjx (3.240)

gegeben. Das Element Qjx gen�ugt somit der linearen Gleichung R
0
j(f)(x�f) = �Rj(f),

welche ihrerseits die lineare N�aherung der Teilabbildung Rj(x) = 0 an der Stelle f
darstellt. Dieser Ansatz kommt nach Wissen des Autors erstmalig 1955 in [66] vor.

Mit f0 = f
(k) und fj = Q

%
j fj�1, wobei Q

%
j = (1 � %) I + %Qj ist, l�a�t sich dann der

Iterationsschritt (3.235) �ubertragen auf das System (3.238) schreiben als

f
(k+1) = (Q%p � : : : �Q

%
1)f

(k)
; (3.241)

wobei der Startwert f (0) 2 X beliebig ist und 0 < % < 2 erneut den Relaxationsparame-
ter darstellt. Ausf�uhrlich erh�alt man aus (3.241) mit Bj := R

0
j(fj�1) den Algorithmus

f0 = f
(k)
;

fj = fj�1 � %B�j [BjB�j ]�1Rj(fj�1); j = 1; : : : ; p; (3.242)

f
(k+1) = fp

f�ur den Iterationschritt f (k) ; f
(k+1).

Man beachte, da� der Einzelschritt (3.242) auch durch das L�osen der Normalgleichung

B
�
jBjh = �B�jRj(fj�1); h 2 range(B�) (3.243)

beschrieben wird. Ist diese Gleichung nicht stetig invertierbar, so erh�alt man mit � > 0
aus der Gleichung

(B�jBj + � I)h = �B�jRj(fj�1); h 2 X (3.244)

eine regularisierte verallgemeinerte L�osung f�ur h. Somit ergibt sich aus (3.241) das
regularisierte Verfahren

f0 = f
(k)
;

fj = fj�1 � %B�j [BjB�j + � I ]�1Rj(fj�1); j = 1; : : : ; p; (3.245)

f
(k+1) = fp

f�ur einen Schritt f (k) ; f
(k+1) zur L�osung des nichtlinearen Gleichungssystems (3.238).

Unter der Annahme, da� sich der Operator BjB�j = R
0
j(fj�1) � R0j(fj�1)� w�ahrend

der Iteration nicht wesenlich ver�andert, ergibt sich mit CjC�j := R
0
j(f

(0)) � R0j(f (0))�
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schlie�lich eine deutlich weniger aufwendige Version des Verfahrens (3.245) durch die
Rechenvorschrift

f0 = f
(k)
;

fj = fj�1 � %B�j [CjC�j + � I ]�1Rj(fj�1); j = 1; : : : ; p; (3.246)

f
(k+1) = fp;

da die Abbildungen CjC
�
j unabh�angig von der Iteration vorberechnet werden k�onnen.

Tritt nun, wie in der optischen Tomographie, der Fall ein, da� die gegebenen Daten
gj = Rj(f) zwar komplexwertig, die gesuchten Gr�o�en f = (f1; : : : ; fm)

t jedoch rein
reellwertig sind, so sind die Verfahren (3.242) bzw. (3.245) sicherlich unbrauchbar, da
o�ensichtlich in (3.242) bzw. (3.245) nicht die dem Problem entsprechenden orthogona-
len Projektionen berechnet werden. Auch die Einschr�ankung der Formeln (3.242) bzw.
(3.245) auf den Realteil alleine w�urde wegen (3.183) diesen Mi�stand nicht beheben.

Wie jedoch am Ende des Abschnitts 3.2.5 aufgezeigt, ist eine n�aherungsweise Korrek-
tur der Projektion durch die Verwendung der Sherman{Morrison{Woodbury{Formel
m�oglich. Dies wird auch sehr sch�on durch Ergebnisse numerischer Experimenten, die mit
einem derart modi�zierten Schema durchgef�uhrt wurden, im n�achsten Kapitel best�atigt.

3.2.10 Konvergenz

F�ur eine Konvergenzaussage �uber das regularisierte Kaczmarz{Verfahren bez�uglich des
linearen Systems (3.234) sei zun�achst Sj ein positiv de�niter Operator mit der Eigen-
schaft

Sj � AjA�j ; j = 1; : : : ; p; (3.247)

d.h. hSjx; yiY � hAjA�jx; yiY f�ur alle x 2 X und y 2 Y . Mit diesem Sj stelle man den
Algorithmus

f0 = f
(k)
;

fj = fj�1 � %A�j S�1j (Ajfj�1 � gj); j = 1; : : : ; p; (3.248)

f
(k+1) = fp

auf. Es ergibt sich folgende Aussage.

Lemma 3.2.1 Angenommen, das System (3.234) besitze eine L�osung.

Dann konvergiert die durch (3.248) beschriebene Iterationsfolge (f (k))k f�ur k ! 1
gegen die L�osung des Systems (3.234) mit minimaler Norm, falls 0 < % < 2 und

f
(0) 2 range(A�) = range(A�1) + : : :+ range(A�p) gew�ahlt werden.

Beweis: Zu �nden in [47, Thm. 3.6] f�ur Sj = AjA
�
j bzw. [49, Thm. 4.1] f�ur Sj � AjA�j .

2

�Uber derartig allgemeine, analoge Konvergenzaussagen der Verfahren bez�uglich der
nichtlinearen Gleichungen (3.238) ist bisher wenig bekannt, siehe z.B. [42], [41], [66].
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Kapitel 4

Numerischer Teil

In diesem Kapitel soll die konkrete Umsetzung der bisher hergeleiteten Rekonstrukti-
onsverfahren beschrieben werden und die theoretisch vorhergesagten Resultate anhand
einiger Beispiele numerisch best�atigt werden.

4.1 Implementation

Zur iterativen L�osung des inversen, nichtlinearen Problems der optischen Tomographie
ist es notwendig, geeignete L�oser f�ur die Modellgleichung bereit zu stellen. Dies geschehe
durch die Routinen diffuse und back diffuse.

Es seien p Randverteilungen 'j , j = 1; : : : ; p, gegeben, die jeweils in einem Quellpunkt
sj 2 @
 konzentriert sind.

Die Routine diffuse(�; �; sj ; !0) stehe f�ur die approximative L�osung u der Di�usi-
onsgleichung

�rx �
�
f1(x)rxu

�
+
�
f2(x) + i!

�
u = 0 in 
; (4.1)

u = ' auf @


mit den reellwertigen Koe�zienten f1 = � und f2 = � bez�uglich der Randverteilung
' = �sj und des konstanten Imagin�arteils ! = !0.

Der Aufruf back diffuse(�; �; rj ; !0) soll entsprechend eine numerische L�osung z der
adjungierten Gleichung

�rx �
�
f1(x)rxz

�
+
�
f2(x)� i!

�
z = 0 in 
; (4.2)

z = g auf @


mit den reellwertigen Koe�zienten f1 = � und f2 = �, dem konstanten Imagin�arteil
! = !0 und den Randwerten g = rj liefern.
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Desweiteren sei mit

Cj =

 
BrB

t
r BrB

t
i

BiB
t
r BiB

t
i

!
(4.3)

die diskretisierte Fassung der jeweiligen linearen Abbildung (BP )(BP )� vorhanden,
wobei die Abbildung B = Br + iBi = (A(�0;�0) �)('j) die Fr�echet-Ableitung bez�uglich
der Randverteilung 'j genommen an der Stelle der Startwerte (�0; �0)

t ist und die
Abbildung P = I �N+

N f�ur den Operator aus Abschnitt 3.2.5 steht.

Entsprechend sei die Diskretisierung der C-linearen Abbildung BB� als komplexwertige
Matrix mit

Dj = (A(�0;�0)A
�
(�0;�0)

�)('j) (4.4)

bezeichnet.

Es ist anzumerken, da� sich die Bl�ocke der Matrix Cj anhand der Zerlegung aus Ab-
schnitt 3.2.4 einfach berechnet werden k�onnen unter der Verwendung einer Routine
frechet(�0; �0; h�; h�; uj ; !0), die eine angen�aherte L�osung w der Gleichung

�rx �
�
�0(x)rxw

�
+
�
�0(x) + i!0

�
w = rx �

�
h�(x)rxuj

�
� h�(x)uj in 
; (4.5)

w = 0 auf @


liefert. Dabei wird angenommen, da� uj = diffuse(�0; �0; sj ; !0) gilt. Die Ableitung
wird dann durch die Verteilung

(A(�0;�0) h)('j) =

 
@�w

@�vj

!�����
@


(4.6)

gegeben.

Schlie�lich sei bez�uglich jeder Randverteilung 'j , konzentriert im Quellpunkt sj , die
m-te Komponente des Datenvektors durch

dj;m = dj(ym) =
@�u

true
j (ym)

@�vj(ym)
� 1; ym 2 @
; (4.7)

f�ur m = 1; : : : ;M gegeben, wobei vj die L�osung der Gleichung

�rx �
�
�0(x)rxu

�
+
�
�0(x) + i!0

�
v = 0 in 
; (4.8)

v = 'j auf @


mit den (nicht notwendig konstanten) Startn�aherungen � = �0 und � = �0 ist.

Damit l�a�t sich das regularisierte und relaxierte Rekonstruktionsverfahren wie folgt
formulieren.
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Algorithmus 4.1

1. Lese die Startwerte � = �0 und � = �0 ein und setze
Werte f�ur %; �; N; " und !0 fest.

2. F�ur jede Quellposition sj

(a) lese den Datenvektor dj und die Matrizen Cj und Dj ein,

(b) vj = diffuse(�0; �0; sj ; !0).

3. F�ur jede Quellposition sj f�uhre aus

(a) uj = diffuse(�; �; sj ; !0),

(b) rj = @�(uj � vj)=(@�vj)� dj ,
(c) ~rj = 0,

(d) f�ur n = 1 bis N berechne /* N = 0 bedeutet leere Schleife */

i. t = (Dj + � I)�1(rj + ~rj),

ii. Re(~rj) (Cj)22Re(t)� (Cj)21 Im(t),

iii. Im(~rj) (Cj)11 Im(t)� (Cj)12Re(t),

(e) ~~rj = (Dj + � I)�1(rj + ~rj),

(f) z = back diffuse(�; �; ~~rj ; !0),

(g) � �+ %Re(ruj � rz),
(h) � � + %Re(ujz),

4. Falls (kr1k+ kr2k+ : : :+ krpk) > "p, gehe zu Schritt 3.

Hierbei ist die Reihenfolge der Quellpositionen sj in Schritt 3 nach M�oglichkeit zuf�allig
zu w�ahlen. Dies bestimmt die Reihenfolge der Unterr�aume, auf die im Verlauf des
Kaczmarz{Newton{Verfahren projiziert wird. Eine feste Reihenfolge bedeutet daher,
da� die Rekonstruktionen jeweils nach einem Durchlauf des Schritts 3 stets Element des
gleichen Unterraumes sind. Eine Analyse des Kaczmarz{Verfahrens angewendet f�ur die
Inversion der Radon{Transformation zur Berechnung von CT-Rekonstruktionen zeigt,
da� sich genau dieser Umstand ung�unstig auf das Konvergenzverhalten des Kaczmarz{
Verfahrens auswirkt, siehe [47, Abschn. V.4.3].

Die reine reelle Rekonstruktionsmethode ergibt sich aus Algorithmus 4.1 einfach, indem
N = 0 gesetzt wird und der Schritt (e) ersetzt wird durch die beiden Teilschritte

(e01) Re(~~rj) = Re
�
(Cj + � I)�1(Re(rj); Im(rj))

t
�
,

(e02) Im(~~rj) = Im
�
(Cj + � I)�1(Re(rj); Im(rj))t

�
.

F�ur die rein reelle Methode werden die Matrizen Dj nicht ben�otigt und die Schleife (d)
nicht durchlaufen.
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Eine Variante dieses Algorithmus ergibt sich, indem diffuse und back diffuse durch
die Routinen diffuse schroedinger und back diffuse schroedinger ersetzt werden
und dementsprechend �uber das komplexe Potential q(x) = qr(x) + i qi(x), das sich
gem�a� Abschnitt 3.1.8 aus �(x), �(x) und !0 berechnet, iteriert wird. Die Routine
diffuse schroedinger(q; sj) liefere demnach die L�osung u der Gleichung

��xu+ q(x)u = 0 in 
; (4.9)

u = ' auf @


mit der Randverteilung ' = �sj .

Entsprechend berechne die Routine back diffuse schroedinger(q; rj) die L�osung z
der zugeh�origen adjungierten Gleichung

��xz + q(x)z = 0 in 
; (4.10)

z = g auf @


bez�uglich der Randwerte g = rj .

Damit ergibt sich der folgende, verbl�u�end einfache Algorithmus.

Algorithmus 4.2

1. Lese den Startwert q = q0 ein und setze Werte f�ur %; � und " fest.

2. F�ur jede Quellposition sj

(a) lese den Datenvektor dj und die Matrix Dj ein,

(b) vj = diffuse schroedinger(q0; sj).

3. F�ur jede Quellposition sj f�uhre aus

(a) uj = diffuse schroedinger(q; sj),

(b) rj = @�(uj � vj)=(@�vj)� dj ,
(c) ~rj = (Dj + � I)�1 rj ,

(d) z = back diffuse schroedinger(q; ~rj),

(e) Re(q) Re(q) + %Re(ujz),

(f) Im(q) Im(q) + % Im(ujz),

4. Falls (kr1k+ kr2k+ : : :+ krpk) > "p, gehe zu Schritt 3.

4.1.1 Finite Di�erenzen

Man kann zwei prinzipiell voneinander verschiedene Methoden zur Berechung approxi-
mativer L�osungen partieller Di�erentialgleichungen unterscheiden: Bildung �niter Di�e-
renzen f�ur die auftretenen Di�erentialausdr�ucke und die Methode der Finiten Elemente.
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Die Methode der Finiten Elemente besitzt eine gr�o�ere Flexibilit�at bei der Anpas-
sung an komplizierte Geometrien der Grundgebiete, auf denen die Di�erentialgleichung
gel�ost werden sollen. Da es unter anderem in dieser Arbeit jedoch um die grunds�atz-
liche Realisierbarkeit des vorgestellten iterativen Verfahrens geht, reicht es v�ollig aus,
Beispiele f�ur einfache Geometrien wie Recht
ach oder Kugel zu betrachen. Daher wur-
de von der Methode der Finiten Elemente abgesehen und Routinen mittels der �niten
Di�erenzen entwickelt. Die Diskretisierung bez�uglich kegelartiger Gebiete in IR3 sind
nicht Standard, und sollen daher hier mit aufgef�uhrt werden, siehe auch [65, Abschn.
4.5].

4.1.2 Orthogonale Geometrie

Es sei ein beschr�ankter Quader 
 � IR3 gegeben und mit einem �aquidistanten Gitter

xj = x0 + jh; j = 0; : : : ; J;

yk = y0 + kh; k = 0; : : : ; K; (4.11)

zl = z0 + lh; l = 0; : : : ; L;

durchzogen. Dann k�onnen die partiellen Ableitungen ux; uy; uz an der Stelle (xj ; yk; zl)
einer gen�ugend oft di�erenzierbaren Funktion u(x; y; z) durch

ux =
1

2h
(uj+1;k;l � uj�1;k;l) (4.12)

uy =
1

2h
(uj;k+1;l � uj;k�1;l) (4.13)

uz =
1

2h
(uj;k;l+1 � uj;k;l�1) (4.14)

und entsprechend die zweiten Ableitungen uxx; uyy; uzz durch

uxx =
1

h2
(uj+1;k;l � 2uj;k;l + uj�1;k;l) (4.15)

uyy =
1

h2
(uj;k+1;l � 2uj;k;l + uj;k�1;l) (4.16)

uzz =
1

h2
(uj;k;l+1 � 2uj;k;l + uj;k;l�1) (4.17)

angen�ahert werden, wobei uj;k;l := u(xj; yk; zl) zur Abk�urzung de�niert sei.

Damit ergeben sich f�ur die L�osung der Di�usionsgleichung

� r �
�
�(x; y; z)ru

�
+
�
�(x; y; z) + i!0

�
u = 0 (4.18)

die linearen Gleichungen

� 1

4h2

�
(�j+1 + 4�j � �j�1)uj+1 + (��j+1 + 4�j + �j�1)uj�1

+(�k+1 + 4�k � �k�1)uk+1 + (��k+1 + 4�k + �k�1)uk�1 (4.19)

+(�l+1 + 4�l � �l�1)ul+1 + (��l+1 + 4�l + �l�1)ul�1

�(4h2(�j;k;l + i!0) + 24�j;k;l)uj;k;l

�
= 0
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als N�aherung in den Gitterpunkten (xj ; yk; zl) f�ur j = 1; : : : ; (J�1), k = 1; : : : ; (K�1)
und l = 1; : : : ; (L � 1). In (4.19) wurde dabei auf Indizes, die f�ur die jeweiligen zwei

�ubrigen Koordinaten unwesentlich sind, der �Ubersichtlichkeit halber verzichtet.

Falls in (4.19) f�ur die Indizes j 2 f1; (J�1)g oder k 2 f1; (K�1)g oder l 2 f1; (L�1)g
zutri�t, dann sind in (4.19) die Terme mit j 2 f0; Jg oder k 2 f0; Kg oder l 2 f0; Lg
durch die Randbedingungen

uj;k;l = 'j;k;l f�ur j 2 f0; Jg oder k 2 f0; Kg oder l 2 f0; Lg (4.20)

bekannt. Somit stellt (4.19) ein lineares Gleichungssystem mit (J � 1)(K � 1)(L� 1)
Gleichungen f�ur die (J � 1)(K � 1)(L � 1) Unbekannten uj;k;l dar, welches mit den
bekannten Methoden entweder direkt (z.B. LR-Zerlegung) oder iterativ (z.B. GMRES)
gel�ost werden kann, siehe [9], [19].

Die numerische L�osung der adjungierten Gleichung

�r �
�
�(x; y; z)ru

�
+
�
�(x; y; z)� i!0

�
u = 0 (4.21)

mit den Randwerten

uj;k;l = gj;k;l f�ur j 2 f0; Jg oder k 2 f0; Kg oder l 2 f0; Lg (4.22)

durch das �nite Di�erenzenschema (4.19) mit !0 ersetzt durch �!0 kann somit voll-
kommen analog zu den vorherigen Ausf�uhrungen erfolgen.

4.1.3 Zylindrische Geometrie

Hier sei ein kegelzylindrischer beziehungsweise rotationssymmetrischer Bereich Z � IR3

in den Koordinaten Radius r, Winkel ' und H�ohe z gegeben. Das diskrete Gitter sei
wie folgt aufgebaut,

rj(z) = f(z)jhr; 'k = kh'; zl = z0 + lhz ; (4.23)

wobei f(z) eine nullstellenfreie, stetig di�erenzierbare Funktion bedeute. Zun�achst soll
jetzt der Divergenzoperator �rx � (�rx) in diese Koordinaten umgerechnet werden.
Man betrachte also die Abbildung

� : Z0 �! Z;

0
B@ r

'

z

1
CA 7!

0
B@ x1

x2

x3

1
CA =

0
B@ f(z) r cos'
f(z) r sin'

z

1
CA : (4.24)

Die Jacobi-Matrix dieser Abbildung ergibt sich zu

(@r;';z�) =

0
B@ f(z) cos' �f(z)r sin' f

0(z)r cos'
f(z) sin' f(z)r cos' f

0(z)r sin'
0 0 1

1
CA (4.25)

mit der Determinaten p
g = j det(@r;';z�)j = f(z)2r: (4.26)
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Der zugeh�orige Ma�tensor lautet

(gpq) = (@r;';z�)
t(@r;';z�) =

0
B@ f(z)2 0 f(z)f 0(z)r

0 f(z)2r2 0
f(z)f 0(z)r 0 1 + f

0(z)2r2

1
CA ; (4.27)

der entsprechende inverse Tensor

(gpq) =
1

f(z)2

0
B@ 1 + f

0(z)2r2 0 �f(z)f 0(z)r
0 1=r2 0

�f(z)f 0(z)r 0 f(z)2

1
CA : (4.28)

Damit transformiert sich der Di�erentialoperator der Di�usionsgleichung f�ur die Koor-
dinaten y = (y1; y2; y3) = (r; '; z) zu

�rx �
�
�(x)rx

�
+
�
�(x) + i!0

�

= � 1p
g

3X
p;q=1

@yp

�
(� � �)(r; '; z)gpqpg @yq

�
+
�
(� � �)(r; '; z)+ i!0

�

= � 1

f(z)2r

�
@r[(� ��)(r; '; z)r(1+ f

0(z)2r2)@r]

� f(z)f 0(z)@r[(� � �)(r; '; z)r2@z ] (4.29)

+
1

r
@'[(� � �)(r; '; z)@']

� r2@z [(� � �)(r; '; z)f(z)f 0(z)@r]

+ r@z [(� � �)(r; '; z)f(z)2@z ]
�
+
�
(� � �)(r; '; z)+ i!0

�
:

Mit den �niten Di�erenzenapproximationen { die unwesentlichen Indizes sind der �Uber-
sichtlichkeit halber fortgelassen {

@r[D(r; '; z)@ru] = (4.30)

1

2h2r

�
(Dj+1 +Dj)uj+1 + (Dj+1 + 2Dj +Dj�1)uj + (Dj +Dj�1)uj�1

�
;

@'[D(r; '; z)@'u] = (4.31)

1

2h2'

�
(Dk+1 +Dk)uk+1 + (Dk+1 + 2Dk +Dk�1)uk + (Dk +Dk�1)uk�1

�
;

@z [D(r; '; z)@zu] = (4.32)

1

2h2z

�
(Dl+1 +Dl)ul+1 + (Dl+1 + 2Dl +Dl�1)uj + (Dl +Dl�1)ul�1

�

und

@r[D(r; '; z)@zu] = (4.33)

1

4hrhz

�
Dj+1uj+1;l+1 �Dj+1uj+1;l�1 �Dj�1uj�1;l+1 +Dj�1uj�1;l�1

�
;
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@z [D(r; '; z)@ru] = (4.34)

1

4hrhz

�
Dl+1uj+1;l+1 �Dl+1uj�1;l+1 �Dl�1uj+1;l�1 +Dl�1uj�1;l�1

�

ergibt sich die Di�erenzengleichung zu

� 1

f
2
l rj

�
1

2h2r

�
(Kj+1;l +Kj;l)uj+1 � (Kj+1;l + 2Kj;l +Kj�1;l)uj

+(Kj;l +Kj�1;l)uj�1

�

� flf
0
l

4hrhz

�
(�j+1;lr

2
j+1)uj+1;l+1 � (�j+1;lr

2
j+1)uj+1;l�1

�(�j�1;lr2j�1)uj�1;l+1 + (�j�1;lr
2
j�1)uj�1;l�1

�

�
r
2
j

4hrhz

�
(�j;l+1fl+1f

0
l+1)uj+1;l+1 � (�j;l+1fl+1f

0
l+1)uj�1;l+1 (4.35)

�(�j;l�1fl�1f 0l�1)uj+1;l�1 + (�j;l�1fl�1f
0
l�1)uj�1;l�1

�

+
1

2rjh2'

�
(�k+1 + �k)uk+1 � (�k+1 + 2�k + �k�1)uk

+(�k + �k�1)uk�1

�

+
rj

2h2z

�
(�l+1f

2
l+1 + �lf

2
l )ul+1 � (�l+1f

2
l+1 + 2�lf

2
l + �l�1f

2
l�1)ul

+(�lf
2
l + �l�1f

2
l�1)ul�1

��

+

�
�j;k;l + i!0

�
uj;k;l = 0;

wobei zur Abk�urzung K(r; '; z) := �(r; '; z)r(1+ f
0(z)2r2), also

Kj;k;l = �j;k;lrj(1 + (f 0l )
2
r
2
j ) de�niert sei.

Zur Behandlung der singul�aren Stelle bei r = 0 soll eine weitere Di�erenzengleichung
hergeleitet werden. Dazu wird angenommen, da� die gesuchte L�osung bei r = 0 un-
abh�angig vom Winkel ist, also da� @'ujr=0 = 0 gilt.

Da sich der Gradient rx bez�uglich kartesischer Koordinaten gem�a� der Formel

rx =
�
@r; @'; @z

��
@r;';z�

��1

=
1

f(z)

0
B@ cos'

sin'
�f 0(z) r

1
CA @

@r
+

1

f(z) r

0
B@ � sin'cos'

0

1
CA @

@'
+

0
B@ 0

0
1

1
CA @

@z
(4.36)
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in die kegelzylindrischen Koordinaten � transformiert, lautet die Gau�sche Integral-
identit�at Z




rx �
�
�(x)rxu

�
dx =

Z
@


�
�(x)rxu

�
� � d�x =

Z
@


�
� @�u

�
d�x (4.37)

in den Koordinaten � f�ur einen kleinen Bereich [0; hr=2]� [0; 2�]� [z0�hz=2; z0+hz=2]
um die f�ur die Di�erentialgleichung singul�are Stelle (r; �; z) = (0; �; z0)

z0+hz=2Z
z0�hz=2

2�Z
0

hr=2Z
0

0
@ 1
p
g

3X
p;q=1

@yp
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f(z0 + hz=2) r @zu � f 0(z0 + hz=2) r

2
@ru

�
dr d'

�
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(� � �)(r; '; z0� hz=2)
�
f(z0 � hz=2) r @zu � f 0(z0 � hz=2) r2 @ru

�
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(4.38)

Indem diese Gleichung nun gleich dem Mittelwert des Absorptionsterms der Di�eren-
tialgleichung �uber das angegebene Volumen gesetzt wird und die Ober
�achenintegra-
le mittels der Trapezregel beziehungsweise der Mittelpunktregel angen�ahert werden,
erh�alt man mit der rechten Seite (4.38) die gesuchte �nite Di�erenzengleichung f�ur den
Punkt (0; �; z0).
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4.2 Numerische Experimente

Obwohl die Umsetzung der Iterationsalgorithmen bez�uglich eines dreidimensionalen
Grundgebietes 
 � IR3 prinzipiell keine Schwierigkeiten bereitet, werden hier aus-
schlie�lich Ergebnisse bez�uglich zweidimensionaler Rechtecksgebiete pr�asentiert. Der
einzige Grund f�ur diese Beschr�ankung ist die Einsparung an Laufzeit der Programme,
da f�ur einen Einzelschritt der Kaczmarz{Verfahren zur Rekonstruktion zwei partiel-
le Di�erentialgleichungen numerisch gel�ost werden m�ussen und typische Rekonstrukti-
onsl�aufe etwa 20�p Einzelschritte erfordern, wobei p f�ur die Anzahl der unterschiedlichen
Messungen steht.

Die physikalisch relevanten konstanten Werte seien wie folgt gesetzt. Die Ausbreitungs-
geschwindigkeit des Lichtes in 
 sei 0:75�c0. Die Modulierungsfrequenz des zeitharmoni-
schen Tr�agersignals betrage 2� �110Mhz. Dies ergibt f�ur den konstanten Imagin�aranteil
!0 den Wert !0 = !=c = 3:072 � 10�2 cm�1. Der konstante Grundwert der Absorption
betrage stets �0 = 2:5 � 10�2 cm�1 und der der Streuung �0 = 2:772 � 10�2 cm.
S�amtliche numerische Rechnungen sind in einfacher Genauigkeit (single bzw. 
oat) auf
SUN{UltraSparc{Workstations durchgef�uhrt worden.

4.2.1 Rekonstruktionsgebiet

Alle vorgestellten Ergebnisse beziehen sich auf einen festen geometrischen Aufbau. Das
zugrunde gelegte Gebiet 
 � IR2 sei ein 6:0� 4:0cm gro�es Rechteck. Dieses Gebiet sei
mit 49� 33 Punkten diskretisiert. Dies ergibt eine Maschenweite h = 0:125cm.

Als Randverteilung 'j , 1 � j � p, sind p = 14 Punktquellen gew�ahlt worden, konzen-
triert jeweils auf ein Pixel. Die Pixelkoordinaten sj := (j; k) dieser Quellen lauten

(12; k); (16; k); (20; k); (24; k); (28; k); (32; k); (36; k); k 2 f0; 32g; (4.39)

und sind somit an den langen Seiten des Rechtecks verteilt.
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4.2.2 Datenerzeugung

Zur Datenerzeugung wird hier das �nite Di�erenzenschema (4.19) verwendet, welches
auch in den Rekonstruktionsalgorithmen eingesetzt wird. Dieses Vorgehen birgt die
Gefahr in sich, da� ein eventueller systematischer Fehler bei der L�osung des direkten
Problems unentdeckt bliebe (engl. inverse crime). Demzufolge wurden die numerischen
L�osungen aus (4.19) des direkten Problems mit den anderer Methoden, wie z.B. Finiter
Elemente [61], oder anderer physikalischer Modelle, wie z.B. Transportgleichung [15],
verglichen. Es konnte ann�ahernde �Ubereinstimmung festgestellt werden.

F�ur die j-te Punktquelle, 1 � j � p, besteht der Datenvektor dj = (dj;1; : : : ; dj;M)t aus
den Komponenten

dj;m = @�(uj � vj)(ym)=(@�vj(ym)); m = 1; : : : ;M; (4.40)

wobei vj die L�osung des direkten Problems bez�uglich der konstanten Werte �0 und �0
und uj die L�osung des direkten Problems bez�uglich der variablen Koe�zienten � und
� darstellt. Mit ym sei die Verteilung der Detektorpositionen bezeichnet, an denen die
Ableitung in Richtung der �au�eren Einheitsnormalen genommen wird. Hier seien alle
M = 156 echten Randpunkte des diskretisierten Rechtecks genommen, d.h. die vier
Eckpunkte werden nicht ber�ucksichtigt.

Die approximative Bestimmung des Wertes der Richtungsableitung geschieht wiederum
anhand �niter Di�erenzen,

@�u(ym) '
1

h
('m � um+1); (4.41)

falls das Gebiet 
 im Punkt ym zur Rechten liegt.

4.2.3 Rekonstruktionen

F�ur die noch freien Parameter der Rekonstruktionsverfahren N und � sind in den hier
vorgestellten Beispielen aus experimenteller Erfahrung N = 15 und � = 0:01 gew�ahlt
worden. Der Relaxationsparameter % mu�te dem Konvergenzverhalten der jeweiligen
Testl�aufe angepa�t werden, und wird in den entsprechenden Bildunterschriften ange-
geben.

Als Abbruchkriterium der �au�eren Schleife wurde jedoch nicht die Fehlerschranke p"
benutzt, sondern die Schleife stets nach 20 Durchg�angen abgebrochen.

Die aus den Randdaten zu bestimmenden Objekte sind zwei kreisrunde Teilgebiete in

 mit h�oherer Absorption bzw. h�oherer Streuung. Dabei habe die h�ohere Absorption
einen Kontrast von 500% in bezug auf den Hintergrundwert und die Streuung den
Kontrast 300%. Man beachte, da� die Abbildungen auf der linken Seite jeweils die
Absorption �a darstellen und auf der rechten Seite den Di�usionskoe�zient � zeigen.

Der Durchmesser der zu rekonstruierenden Teilgebiete betr�agt in diesen Beispielen
10mm bzw. 4mm.
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Fall Hintergrund Objekte c � �B(x;r)

�a [cm
�1] �

0
s [cm

�1] �a [c = 0:1cm�1] �
0
s [c = 24:0cm�1]

a) 0:025 12:0 r = 0:5 r = 0:5
x = (2:0; 2:0) x = (4:0; 1:5)

b) 0:025+ 0:3 sin 0:3t 12:0 + 0:1 sin 0:2t r = 0:5 r = 0:5
x = (2:0; 2:0) x = (4:0; 1:5)

c) 0:025 12:0 r = 0:2 r = 0:2
x = (2:0; 1:8) x = (4:0; 2:0)

d) 0:025+ 0:3 sin 0:3t 12:0 + 0:1 sin 0:2t r = 0:2 r = 0:2
x = (2:0; 1:8) x = (4:0; 2:0)

F�ur die Testl�aufe werden die Objekte additiv zu zwei verschiedene Hintergr�unde hin-
zugef�ugt: einen Hintergrund mit konstanten Werten und einen in Richtung der Koor-
dinatenachsen sinusartig variierenden Hintergrund (Schachbrettmuster).

Insgesamt ergeben sich so vier Fallbeispiele, die in oben stehender Tabelle zusammen-
gefa�t sind, wobei Radius und Mittelpunkt der Kreise, die die Lage der Objekte be-
schreiben, in cm bez�uglich des 6�4cm gro�en Rekonstruktionsgebietes angegeben sind.

Ergebnisse des Rekonstruktionsalgorithmus 4.1 f�ur die F�alle a) bis d) zeigen die Bilder
1 bis 4. Der Graph in der letzten Zeile der Rekonstruktionen bildet die normalisierten
Residuenwerte

r =
krjk2`2
kdj j2`2

mit rj = dj �
 

1

@�vj
@�(u

akt
j � vj)

!�����
@


(4.42)

des ersten Durchlaufs (gr�un) und des zwanzigsten Durchlaufs (blau) ab. Die horizontale
Achse entspricht dabei der Reihenfolge der Quellpositionen in den Einzelschritten.

Die Bilder 5 und 6 sollen den Unterschied zwischen den Rekonstruktionsergebnissen
der rein reellwertigen Rechnung gem�a� der Formel (3.182), der naiven Rechnung, bei
der mit N = 0 in Algorithmus 4.1 die innerste Schleife �ubersprungen wird, und der
modi�zierten Rechnung mit N = 15 in den F�allen a) und c) verdeutlichen.

Dar�uberhinaus sind mit den Werten der F�alle a) und c) komplexwertige Potentiale

q(x) =
�a(x) +

p
�(x)�x

p
�(x)

�(x)
+ i

!0

�(x)
; �(x) =

1

3(�0s(x) + �a(x))
(4.43)

gebildet worden. Die damit erzeugten Randdaten zeigen in der Tat sehr gute �Uberein-
stimmung mit den entsprechenden Datens�atze der F�alle a) und c).

Rekonstruktionen mit dem komplexwertigen Kaczmarz{Newton{Algorithmus 4.2 zei-
gen die Bilder 7 und 8.
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Schlie�lich wurden zum Vergleich Rekonstruktionen f�ur Parameterwerte, die aus dem
Artikel [54] entnommen sind, berechnet. Im einzelnen werden dort folgende Werte ver-
wendet: ! = 2� �300MHz, �a = 0:1cm�1 und �0s = 10:0cm�1 als Hintergrundwerte, und
100% Konstrast bei Objekten in �a und in �

0
s. Der Durchmesser der Objekte in [54]

betr�agt 10mm bzw. 20mm. Das gesamte Rekonstruktionsgebiet hat dabei die Ausma�e
10� 10cm und sei mit 33� 33 Punkten diskretisiert.

Zwar wird in der zitierten Arbeit das direkte Problem anhand eines vollen 3D{Modells
erzeugt, die Rekonstruktionen jedoch auf eine Schicht der in z-Richtung konstanten
Objekte beschr�ankt. Insofern ist ein Vergleich mit den hier ausschlie�lich in 2D durch-
gef�uhrten Rechnungen gerechtfertigt. Desweiteren sind die geringere Anzahl an Quell-
positionen (4) und Detektoren (20) zu beachten. Diese seien gleichm�a�ig �uber die vier
R�ander des Rekonstruktionsgebietes verteilt.

Die Bilder 9 bis 12 zeigen verschiedenen Rekonstruktionen f�ur Objekte mit diesen Re-
ferenzwerten.
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Bild 1

Rekonstruktion f�ur Fall a) mit % = 0:4, � = 0:01 und N = 15 nach 20 Durchl�aufen;
links �a(x), rechts �(x), von oben nach unten: Farbkeil, Originale, Querschnitte und
Verlauf der Residuenwerte im ersten (gr�un) und im zwanzigsten (blau) Durchlauf.
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Bild 2

Rekonstruktion f�ur Fall b) mit % = 0:3, � = 0:01 und N = 15 nach 20 Durchl�aufen;
gestartet mit den konstanten Hintergrundwerten �0; �0 aus Fall a).

71



KAPITEL 4. NUMERISCHER TEIL

Bild 3

Rekonstruktion f�ur Fall c) mit % = 0:9, � = 0:01 und N = 15 nach 20 Durchl�aufen;
links �a(x), rechts �(x), von oben nach unten: Farbkeil, Originale, Querschnitte und
Verlauf der Residuenwerte im ersten (gr�un) und im zwanzigsten (blau) Durchlauf.
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Bild 4

Rekonstruktion f�ur Fall d) mit % = 0:9, � = 0:01 und N = 15 nach 20 Durchl�aufen;
gestartet mit den konstanten Hintergrundwerten �0; �0 aus Fall c).
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Bild 5

Vergleich der Rekonstruktionen f�ur Fall a) nach 20 Durchl�aufen,
oben: % = 0:4, � = 0:01 und N = 15, mitte: % = 0:4, � = 0:01 und N = 0,
unten: % = 0:0004 und � = 0:02; links �a(x), rechts �(x).
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Bild 6

Vergleich der Rekonstruktionen f�ur Fall c) nach 20 Durchl�aufen,
oben: % = 0:9, � = 0:01 und N = 15, mitte: % = 0:9, � = 0:01 und N = 0,
unten: % = 0:0009 und � = 0:02; links �a(x), rechts �(x).
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Bild 7

Rekonstruktion f�ur Fall a) mit komplexwertigen Potential q(x) und % = 0:12, � = 0:01
nach 20 Durchl�aufen; links Re(q(x)), rechts Im(q(x)), von oben nach unten: Farbkei-
le, Originale, Querschnitte und Verlauf der Residuenwerte im ersten (gr�un) und im
zwanzigsten (blau) Durchlauf.
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Bild 8

Rekonstruktion f�ur Fall c) mit komplexwertigen Potential q(x) und % = 0:08, � = 0:01
nach 20 Durchl�aufen; links Re(q(x)), rechts Im(q(x)), von oben nach unten: Farbkei-
le, Originale, Querschnitte und Verlauf der Residuenwerte im ersten (gr�un) und im
zwanzigsten (blau) Durchlauf.
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Bild 9

Rekonstruktionen mit vier Quellpunkten und gesamtem Rand als Detektor nach
20 Durchl�aufen, linke Seite �a(x), rechte Seite �(x),
oben: jeweils Original, reellwertige und korrigierte Rechnung, Farbkeil,
mitte: Querschnitte: Original (gr�un), reellwertige (blau) und korrigierte (rot) Rechnung,
unten: Residuenwerte im ersten (gr�un, blau) bzw. zwanzigsten (rot, pink) Durchlauf.
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4.2 NUMERISCHE EXPERIMENTE

Bild 10

Rekonstruktionen mit vier Quellpunkten und gesamtem Rand als Detektor nach
20 Durchl�aufen, linke Seite �a(x), rechte Seite �(x),
oben: jeweils Original, reellwertige und korrigierte Rechnung, Farbkeil,
mitte: Querschnitte: Original (gr�un), reellwertige (blau) und korrigierte (rot) Rechnung,
unten: Residuenwerte im ersten (gr�un, blau) bzw. zwanzigsten (rot, pink) Durchlauf.
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Bild 11

Rekonstruktionen mit vier Quellpunkten und f�unf Detektoren je Seite nach
20 Durchl�aufen, linke Seite �a(x), rechte Seite �(x),
oben: jeweils Original, reellwertige und korrigierte Rechnung, Farbkeil,
mitte: Querschnitte: Original (gr�un), reellwertige (blau) und korrigierte (rot) Rechnung,
unten: Residuenwerte im ersten (gr�un, blau) bzw. zwanzigsten (rot, pink) Durchlauf.
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4.2 NUMERISCHE EXPERIMENTE

Bild 12

Rekonstruktionen mit vier Quellpunkten und f�unf Detektoren je Seite nach
20 Durchl�aufen, linke Seite �a(x), rechte Seite �(x),
oben: jeweils Original, reellwertige und korrigierte Rechnung, Farbkeil,
mitte: Querschnitte: Original (gr�un), reellwertige (blau) und korrigierte (rot) Rechnung,
unten: Residuenwerte im ersten (gr�un, blau) bzw. zwanzigsten (rot, pink) Durchlauf.
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4.3 Diskussion

Alle gezeigten Rekonstruktionen sind mit exakten, fehlerlosen Randdaten berechnet
worden. Daher kann nichts �uber die Stabilit�at der verwendeten Verfahren gesagt wer-
den. Die Rekonstruktionsergebnisse bez�uglich des variablen Hintergrundes k�onnten je-
doch als ersten Hinweis derartiger Aussagen gedeutet werden. Da das behandelte inverse
Problem �au�erst schlecht gestellt ist, siehe Abschnitt 3.2.2, ist eine der Zielrichtungen
dieser Arbeit gewesen, zu untersuchen, ob die hier angegebenen Algorithmen zur opti-
schen Tomographie verwendet werden k�onnen oder nicht.

Die F�alle a) bis d) sollen nun im einzelnen diskutiert werden.

Fall a)

Wie schon durch V. P. Palamodov [51] bemerkt, zeigt sich bei dieser Rekonstrukti-
on sehr deutlich, da� man unter der gegebenen Parameterwahl nur erwarten kann,
h�ochstens zwei bis drei Fourier{Moden der Objekte aus den gegebenen Randdaten wie-
derzu�nden. Um so erstaunlicher ist die sehr gute �ubereinstimmung des rekonstruierten
Di�usionskoe�zienten �(x) zum Original. Es ist anzumerken, da� bei einer forgesetzten
Iteration �uber 20 Durchl�aufe hinaus das Objekt im Di�usionskoe�zient �(x) mehr und
mehr �uberbewertet wird, so da� schlie�lich die Elliptizit�at des zum direkten Problem
geh�origen Di�erentialoperators an dieser Stelle verloren geht. Damit bricht die Iteration
zusammen. Der Verlauf der Residuenwerte zeigt jedoch an, da� nach 20 Durchl�aufen
die Daten praktisch erf�ullt sind, und also keine weitere Information zur Verarbeitung
vorhanden ist.

Fall b)

Es zeigt sich, da� die Rekonstruktion relativ unemp�ndlich gegen�uber der hier gew�ahl-
ten St�orung im Hintergrund ist. Dabei sei noch einmal betont, da� der Algorithmus 4.1
mit den konstanten Hintergrundwerten �0s und �a aus Fall a) gestartet ist.

Fall c)

Im Vergleich zum Resultat des Falles a) kann man vermuten, da� in diesem Fall die
Au
�osungsgenauigkeit sowohl in �(x) als auch �a(x) erreicht sind. Dar�uberhinaus zeigen
die Residuenwerte an, da� zu erwarten ist, da� die Iteration nach einigen weiteren
Durchl�aufen wegen der gro�en Rekonstruktionsfehler am Rand des Gebietes divergieren
wird. Man kann feststellen, da� dies in der Tat der Fall ist.

Fall d)

In diesem Fall tri�t in etwa �ahnliches zu wie in Fall c). Der variable Hintergrund scheint
jedoch eine gl�attende Ein
u� auf die Rekonstruktion zu haben.
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4.3 DISKUSSION

Der Vergleich zwischen der naiven (N = 0) und der korrigierten Fassung (etwa N =
15) des Kaczmarz{Newton{Verfahrens machen eindrucksvoll die Notwendigkeit dieser
Korrektur klar deutlich. Auch die Rechnungen bez�uglich der Referenzwerte aus [54]
legen diesen Schlu� nahe.

Die komplexwertigen Rekonstruktionen mit dem Algorithmus 4.2 weisen das in Ab-
schnitt 3.1.9 vermutete Verhalten auf. Allerdings kann bei diesen Rekonstruktionen
das sonst zu beobachtene �Ubersprechverhalten in den gesuchten Koe�zienten �uber-
haupt nicht festgestellt werden. Insofern k�onnte im Hinblick auf Anwendungen, bei
denen es haupts�achlich um die Trennung der beiden optischen Parameter ankommt,
dieses Rekonstruktionsverfahren sehr interessant sein.
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Kapitel 5

Zusammenfassung

Diese Arbeit behandelt iterative Verfahren zur L�osung des inversen Problems der opti-
schen Tomographie im Frequenzbereich.

Die Fr�echet{Di�erenzierbarkeit der Dirichlet-zu-Neumann{Abbildung, die die gesuch-
ten reellwertigen optischen Parameter den zu messenden komplexwertigen Daten zu-
ordnet, wird bewiesen.

Aufgrund dieser Eigenschaft wird das Kaczmarz{Newton{Verfahren, eine nichtlineare
Erweiterung des linearen ART{Verfahrens, hergeleitet. Es zeigt sich, da� die Beson-
derheit, reellwertige L�osungen aus komplexwertigen Daten zur L�osung des inversen
Problems der optischen Tomographie zu bestimmen, genau zu ber�ucksichtigen ist, um
mit diesem Verfahren brauchbare Rekonstruktionen berechnen zu k�onnen. Dar�uber-
hinaus wird durch die Verwendung der Sherman{Morrison{Woodbury{Formel in dem
Kaczmarz{Newton{Verfahren eine Regularisierungsmethode f�ur das schlecht gestellte
inverse Problem der optischen Tomographie vorgeschlagen.

Es wird aufgezeigt, da� diese Regularisierungsmethode f�ur das nichtlineare Kaczmarz{
Newton{Verfahren bei geringerem numerischen Aufwand vergleichbare oder sogar bes-
sere Resultate liefert als bisher mit g�angigen Rekonstruktionsverfahren zur optischen
Tomographie erzielten Ergebnisse.
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