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Kapitel 1

Fouriertransformation
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1.1 Fourier-Lebesguesches Integral

Wir versehen die Gruppe der reellen Zahlen R mit dem Lebesguesche Mass
dz. Sei f eine mefibare Funktion auf R mit reellen oder komplexen Werten.
Der Trager f ist die kleinste abgeschlossene Menge supp f C Rso, dafl f =0
fast tiberall aulerhalb supp f.

Es sei L, = L,(R),p > 1 der Raum der mefibaren Funktionen auf R so daf
die Funktion |f|” summierbar gegen das Lebesguesche Mass dx ist:

/ | f|Pdx < oo.
3
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Die Menge L, ist ein vollstandiger normierter Raum mit der Norm

1/p
11, = ( / |f|pdx> .

Der Raum Ly(R) ist ein Hilbertscher Raum der quadrat-integrierbaren Funk-
tionen mit dem Skalarprodukt

(.9) = [ fad.
Fiur eine beschrankte Funktion f benutzen wir auch die Norm

[f]lee = sup [f(z)].

Fouriertransformierte einer Funktion f € L; ist das Integral

F(f)= f(¢) = Aexp(—mex)f(x)dx, 1 =+/—1 (1.1)

mit einem Parameter £ € R*, wobei die Linie R* der Dualraum zu R betra-
chtet wird (d.h. der Raum der linearen Funktionalen)

Satz 1.1.1 (Riemann-Lebesgue) Fir cine belichige f € Li(R) ist die
Fouriertransformierte f eine stetige Funktion auf die duale Linie R*. Sie
erfullt die Ungleichung

SO <1 (1.2)
und f(f) — 0 fir |£] = oo gilt.

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus den Lebesguesche Satz tber do-
minierte Konvergenz. Die Ungleichung (1.2) ist offenbar. Die letzte Be-
hauptung ist offenbar fir jede stickweise konstante Funktion f € L;. Man
kann fur eine beliebige Funktion f € L; und ein beliebiges positives € eine
stiickweise konstante Funktion g finden, die Ungleichung || f —¢gl[1 < € erfiillt.
Daraus ergibt sich mit Hilfe von (1.2), dafl limsupj¢., |f| < ¢ Das im-

pliziert die Gleichung limf =0. O



Satz 1.1.2 (Parseval) Man hat

(f.9)={/.9) (1.3)

fiir jedes f,g € Ly N Ly. Insbesondere gehort die Funktion f zum Raum

Loy(R*) und gilt
[ 1= [ 17pae (1.4)

Beweis. Wir berechnen das Integral

/_cy exp(—2mal)dé = M. (1.5)

o T

Die Dichte D(x) := de heifit der Dirichletsche Kern.

Hilfsatz 1 ['ir eine beliebige stetige Funktion h auf R mit kompaktem Triger

/ 7Sin()\y)h(:1; —y)dy (1.6)

Ty
gleichmdflig gegen h(x) fir A — oo.

strebt das Integral

Beweis. Der Dirichletsche Kern strebt gleichmaflig gegen Null auflerhalb
einer beliebigen Umgebung vom Ursprungpunkt y = 0 fuir A — oo, und

/RD(J;) = 1.

Deswegen ist das Integral (1.6) gleich

erfullt immer die Gleichung

| Dl =)+ o) =hia) [ DG+ o(1) = hw) + of1)

€ €

fiir A — oo, wobei o(1) — 0 gleichméaBig.[
Die rechte Seite von (1.3) ist gleich dem Grenzwert von der Folge der Inte-
gralen

[ gate= [ [ [ epcomete - mnaestmatae. 00
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Wir haben die Ordnung der Integralen mit Hilfe von Fubinischem Satz umge-
tauscht. Wir setzen ¢ = f und nehmen an, daf} f stetig ist und auflerhalb
eines Intervall verschwindet. Dann strebt das Integral [(-)d¢ gleichmaBig
gegen f nach dem Lemma 1. Es folgt, daB das Integral (1.7) gegen [ |f|*dx
konvergiert. Fur eine beliebige Funktion f € L; N Ly wahlen wir eine Folge
der stetigen Funktionen h,, so, daB h,(x) =0 fir 2| > n und gleichzeitig

1 = hnlla = 0, [ = halls = 0. (1.8)

gelten. Dazu wihlen wir A, so nah zu f, daB ||f — h,|| = o(n™'/?). Dann
gilt der zweite Teil von (1.8) nach dem Schwarzschen Ungleichung. Die
Parsevalsche Gleichung erfullt fur h, — h,,. Das impliziert, dafi die Folge
iLn, n =1,2,... im Raum Ly(R*) fundamental ist. Deshalb besitzt die Folge
h., eines leeselement @ € Ly. AuBerdem folgt aus dem ersten Teil von (1.8)
und aus dem Satz 1.1 eine gleichméBige Konvergenz h, — f. Wir schlieBen
daraus, daB ¢ = f. Ein Ubergang zu Grenze in der Gleichung ||h,|| = ||/h||
gibt

IFIZ = el = 171

Dieselbe Gleichungen gelten auch fir g und f 4 ¢g,die zusammen implizieren

(1.3). O

1.2 Plancherel-Fouriertransformation

Satz 1.2.1 (Plancherel) Fir cine belicbige Funktion f € Lo strebt die
Folge

Fulw) = [ exp(-2mita) f(a)da

O

im Mittel zu einem Element f € Ly, die die Plancherelsche Gleichung (1.4)
erfullt. Falls f € Ly N Ly stimmt die Plancherel-Fouriertransformierte mit
dem Integral (1.1) iberein.

Beweis. Die folgende Ungleichung

[ 151z < Vi=a ( / |f|2dx>l/2 2.1)

fiir eine beliebige Funktion f € L, mit supp f C [a,b] werden wir oft be-
nutzen. Dies folgt aus der Schwarzsche Ungleichung. Wir setzen f,(x) =
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f(z) falls |#| < o und sonst f,(x) = 0. Dann erhalten wir fo = F(fa).
Die Folge f, strebt in Mittel gegen f fir o — oo, aulerdem ist diese Folge
fundamental in Ly. Es folgt aus (2.1), daBB f, € Ly gilt. Deswegen diirfen
wir die Parsevalsche Gleichung anwenden: HfaH = || fall, somit ist die Folge
fa fundamental in Ly. Dies hat ein eindeutiges Grenzelement ¢. [
Bemerkung. Wir nennen das Element ¢ die Plancherel-Fouriertransformierte
von f. Die Folge f., strebt nicht notwendig in jedem Punkt x zur Plancherel-
Fouriertransformierte f := ¢. Zum Beispiel, fiir flz) = 1/v/a?2 + 1 haben
wir fa(()) — 00. Geméaf dem Satz von Carleson (1966) fiir beliebiger f € Ly
strebt die Folge f. zu f fast iiberall. Nach einem Beispiel von Kolmogorov
(1926) gibt es eine Funktion f € L so, dal die Folge f. in jedem Punkt

keine Grenze hat.

1.3 Inversion

Die Transformation
Fo(p)a) = [ explemaiolc)de

ist formal konjungierte zur Fouriertransformation F'. Wir nennen diese Trans-
formation die konjungierte Fouriertransformation. Offenbar gilt die Gle-
ichung F*(¢)(x) = F(¢)(—x). Nach der Plancherelschen Theorie fiir eine
beliebige ¢ € Ly konvergiert die Folge der Integrale

/_ T (€ exp(2miat)de

O

im Mittel zu einer Funktion F*(¢) € Ly (und also fast tiberall nach dem Satz
von Carleson). Ebenso ist der Operator F™* unitar.

Satz 1.3.1 Die Operatoren F, F* sind zueinander inverse, d.h.
I"F=1I1d FF"=1d
wobei Id der identische Operator in Ly(R) oder in Ly(R*) bedeutet.

Beweis. Die zweite Gleichung ist ganz anlich zu der ersten. Um die erste
zu prifen, bemerken wir, dafl der Operator F'*F' eine Isometrie ist. Deshalb
ist es hinreichend die erste Gleichung nur auf einer Untermenge A C Lo
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zu beweisen, die eine dichte Untermenge von Ls ist. Sei A die Menge der
stetigen Funktionen mit kompaktem Trager. Dann ist F'(a) die gewohnliche
Fouriertransformierte fiir beliebige ¢ € A, somit F*F(a) stimmt mit der
Grenze im Mittel der Folge der Integrale

[ exptzmint) [expl-2mgyatmyinic = [ TSy

o $—y

tiberein (siehe (1.5)). Nach Lemma strebt die rechte Seite gegen a(x). Dies
bestatigt die Gleichung F*F(a) = a. [

1.4 Eigenschaften der Fouriertransformation

Fir ein y € R bezeichnen wir mit 7, der Translationoperator

Tyf(z) = flz +y)
Das 1st eine Isometrie in L.

Satz 1.4.1 Fur eine beliebige f € Ly und y € R gult

F(T.[)(§) = exp(2m&z) F(f)(£)

Beweis ist offenbar.

Satz 1.4.2 Wenn eine Funktion f € Ly absolut stetig st und die Ableitung
[ =df/dx gleichfalls zu Ly gehért, gilt die Gleichung

F(&) = 2m& [ (€)

Beweis. Die Bedingungen implizieren, dafl f stetig ist und f — 0 fur
2] — oo gilt. Wir integrieren teilweise das Integral [* exp(—2mix)f’'(x)dx
und lassen r zu oo streben. [J

Folglich gilt f(f) = o(|€|™"). Auch gilt f(f) = o(|¢|7%) fiir eine natiirliche
Zahl k, falls die Funktionen f, f/, ..., f®) zu L, gehéren. Je glatter eine Funk-
tion f ist, desto schneller nimmt ihre Fouriertransformierte f im Unendlichen
ab.

Beispiel 1. Sei f(z) = exp(—|z|). Die Fouriertransformierte ist leicht zu
berechnen: f(f) = 2/(1 + 472%¢*). Wir bemerken, dal [’ € L, gilt, aber die
zweite Ableitung von f existiert nicht.

Eine symmetrische Behauptung sieht folgendermaflen aus:
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Satz 1.4.3 Seien f,xf € L. Dann hat die Fouriertransformierte von f
eine stetige Ableitung
dr(f)

Tf = =2mF(xf)

Beweis ist offenbar.
Beispiel 2. Die Funktion f\(z) = (1 + 2?)* gehort zu L fiir A < —1/2 und
gehort zu Lo, falls A < —1/4. Die Fouriertransformierte ist gleich

. TleN—A-1/2

wobei K, eine Besselische Funktion von imagienere Verandliche ist. Diese
Funktion verschwindet sehr schnell K,(£) = O(exp(—al¢])) fiir { — co und
ein beliebiges @ < 1. Darum ist die Funktion f\ summierbar auflerhalb

K—A—1/2(27T |§|)

einer beliebigen Umgebung vom Punkt ¢ = 0, wo besizt sie eine Asymptotik

INE) = (et o(1))[E]7A12.

Fir eine beliebige Konstante a # 0 betrachten wir die Homothetietransfor-
mation der Funktionen , ,f(x) = f(ax). Das schafft einen Operator , , in L
mit der Norm ||, .|| = |a|~"/2.

Satz 1.4.4 FEs gilt fir eine beliebige [ € L,

F(of) = lal™, 1P (f).

Beweis ist unmittelbar.

Beispiel 3. Fiir die Gauische Funktion f(z) = exp(—anz?), a > 0 finden
wir die Transformierte f(f) = a~ 2 exp(—m/at?).

Faltung. Es seien f,g € Ly. Das Integral

[rgle) = /Rf(x —y)g(y)dy (4.1)

heiit Faltung von f und g. Das ist gut bestimmt fur jedes © € R gemaf} die
folgende Abschatzung:

1+ gl < IIf 2 lgll: (4.2).

wo benutzen wir die Schwarzsche Ungleichung. Falls f.g € L; gilt, kon-
vergiert (4.1) fast iiberall auf + € R und gilt

1+ glle < [[f gl (4.3)
Die Abschatzung (4.3) folgt einfach aus dem Fubinische Satz.
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Satz 1.4.5 (Faltungssatz) Fir beliebige f,q € Ly gilt die Gleichung

E(fxg) = F([)F(g)- (4.4)
Falls die Funktionen F(f), F(g) zum Raum Ly gehoren, gilt dariberhinaus
F(fg) = F(f)* Fg) (4.5)

Diese Gleichungen gelten ebenso fur die Transformation F* statt F'.
Beweis. Die Gleichung (4.4) ist einfachere:

F(f % g)(€) = / exp(—2mitz) / f(z — y)a(y)dyde =

/ exp(—2mit=) / exp(—2méy) f()g(y)dyd:.

Die Koordinatentransformation z = = — y ist moglich, weil der Integrand
summierbar gegen das Lebesguesche Mass dydz auf Ebene R? ist. Die rechte
Seite stimmt offenbar mit F(f)F(g) iberein. Um (4.5) zu priifen, wenden
wir (4.4) mit ™ statt F' auf die Funktionen F'(f), F\(g) an:

FX(F(f)* F(g)) = FX(F () E(F(9) = [g.

Die rechte Seite gehort zu Ly, schlieBlich darf man die Plancherelsche Trans-
formation anwenden:

F(fg) = FE(F(f)* F(g)). (4.6)

Die Faltung F(f) % F(g) ist nach (4.3) eine summierbare Funktion, die
beschrankte wegen (4.2) ist. Deshalb liegt die Funktion F(f)* F(g) in Lo
und stimmt mit die rechte Seite von (4.6) tiberein.

Bemerkung. Die Gleichung (4.5) gilt ebenso ohne der Voraussetzung

F(f), Fg) € L.

1.5 Fouriertransformation der Funktionen mit
kompaktem Trager

Satz 1.5.1 (Paley-Wiener) Verschwindet eine Funktion f € Ly(R) aufier-
halb eines Intervall [—a, a], so hat ihre Fouriertransformierte eine analytische

Fortsetzung f(C) auf die komplexen Ebene C, so daf
[F(O < Cexp2lnl), ¢ =&+ (5.1)
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Umgekehrt, gibt es eine ganze analytische Funktion ¢ auf C, die die Be-
dingung (5.1) erfillt und zum Raum Ly auf der reellen Achse gehért, so ist
e = [, wobei [ zum Raum Lo gehdrt und fur |x| > a verschwindet.

Beispiel 4. Wir benzeichnen
(1 — 2%, := max{l —2%,0}

und betrachten die Funktion f, := (1 — xz)i fur reelle A. Sie hat einen
kompakter Trager: supp f\ = [—1, 1] und gehort zu Ly, falls A > —1/2. Die
Plancherelsche Fouriertransformation lautet

1

Hh= / (1 - $2)A exp[—me:z;)d:z; =, ()‘ + 1)W_A|§|_A_1/2JA+1/2(5)
-1

wobei J, die Besselsche Funktion von Ordnung v ist. Das Produkt [£]77.J,(§)

hat fir beliebige Ordnung v eine ganze analytische Fortsetzung als eine Funk-

tion von £.

Beweis. Wir setzen

f(6) = [ exp(-2mgapfie)da. (5.2)

Die erste Behauptung folgt aus der folgende Abschatzung:

O] < / exp(—2miCa) || f(x)]dz < exp(2maln]) / fld

Zusammen mit (2.1) impliziert dieses (5.1).
Um den zweite Teil zu beweisen, setzen wir zuerst voraus, dafl die folgende

starkere Abschatzung

C exp(2maln])
(O] < éﬂT

erfiullt wird. Dann gehort ¢ zu Ly auf jeder waagerechten Linie n = ¢ und

gilt die Gleichung

(5.3)

f(z) = / exp(2miz€)p(£)dE = / exp(2maC)p(C)d,

wo [ = F*(¢) und ¢ = £ 4 1c fiir beliebiger reeller ¢ gemaf des Cauchysche
Satzes gelten. Zusammen mit (5.3) impliziert es, die Abschéatzung

f(@)] < C exp(2m(ale] - w) (5.4)
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fiir jedes ¢. Im Falle > ¢ wéhlen wir ¢ — oo. Wir schlieflen aus (5.4), dafl
f(z) = 0. Im Falle # < —a betrachten wir eine Folge ¢ — —oc.

Im allgemeinem Fall benutzen wir eine Hilfsfunktion i, die der Graph eines
gleichseitiges Dreieck mit der Grundseite [—¢, €] ist und Inhalt 1 hat. Wir
berechnen die Fouriertransformierte

(€)= (%) (5.5)

(Diese heifit der Fejersche Kern.) Es ist offenbar, daf

~ exp(2rely])
(o) < ST

folglich erfiillt das Produkt ¢ := @h, die Abschitzung (5.3) mit a4+ € statt a.
Nach dem Obengesagt verschwindet die Funktion F*(¢)) = f % h auflerhalb

des Intervalls [—a — €, a + €¢]. Wir vermuten, daf
1= F o hells = 0 (5.6).

fiir ¢ — 0. Dieses impliziert, daf} die Grenzfunktion f auerhalb [—a—¢, a+¢]
fiur beliebiges positives € fast iberall verschwindet, q.e.d. So missen wir nur
(5.6) nachweisen. Wir schreiben

1f = f bl = Nl — ohells

auf Grund der Parsevalschen Gleichung (1.4). Die rechte Seite strebt gegen
Null. Das folgt aus dem Lebesgueschen Satz tiber dominierte Konvergenz,
weil die Folge der Funktionen /. beschrankt ist und gleichméBig gegen 1 auf
jedem endlichen Intervall konvergiert. [J

1.6 Der Schwartzsche Raum

Laurent Schwartz furt den Raum S in seiner Distributiontheorie ein. Dies ist
nutzbar fir Anwendungen. S ist der Raum der beliebig oft differenzierbaren
Funktionen ¢ auf R, die nebst ihren Ableitungen beliebiger Ordnung starker
als jede beliebige Potenz von 1/]z| gegen Null streben. Somit geniigt jede
Funktion ¢ € S Abschatzungen der Gestalt

"o ()] < C (k. q)
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fur beliebige k,q = 0,1,2,.... Die Konvergenz furt man in Raum S auf die
folgende Weise ein. Man nennt die Folge ¢, konvergent gegen eine Funk-
tion, wenn die Ableitungen beliebiger Ordnung der Funktionen ¢,, in jedem
Intervall gleichmaBig gegen die entsprechende Ableitung der Funktion ¢ kon-
vergiert und man in der Abschatzungen

2% l@(2)| < C(k,q)

die Konstanten C'(k, ¢) unabhéngig von m wéhlen kann. Die Grenzfunktion
¢ gehort auch zum Raum S, was aus (6.1) fiir m — oo folgt.

Beispiel 1. Die Funktion ¢(z) = 2" exp(—az?) gehért zu S fiir beliebige k
und a > 0.

Beispiel 2. Sei

1

T2 —

c,o(:z;)zexp( 1) fir —1l<z<l1

und () = 0 sonst. Die Funktion ¢ hat kompakten Trager supp ¢ = [—1,1]
und besitzt die stetige Ableitung beliebiger Ordnung, folglich ¢ € S gilt.

Satz 1.6.1 Die Fouriertransformation und ebenso die konjungierte Trans-
formation definieren stetigen Operatoren

F:SR)—= S(R"), F*:5R") — S(R),
die zueitnander inverse sind.

Beweis. Die beiden Operatoren sind gut bestimmt, weil S ein Teil des
Raumes [ ist. Wir wollen die Inklusion F'(S) C S beweisen. Fiir eine
beliebige Funktion ¢ € S liegt jede Ableitung (9 auch in S und folglich in
Ly. So kann man Satz 1.4.1 anwenden. Es folgt daraus, dal ¢ = o(|¢]79) fr
ein beliebiges ¢ gilt. Auch gehort die Funktion 2*¢ zu S, so ergibt sich mit
dem Satz 1.4.1, da 3" (€) = o(|¢|77) fiir beliebigen k, q. Das bedeutet, daf
die Funktion ¢ in S liegt. Man kann leicht mit Hilfe der Ungleichung (1.2)
prufen, da} der Operator F': S — S stetig ist.

Analog tberlegt man fur den Operator F*. Er ist zu I inverse gemafl der
Inversionsatz.l]
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1.7 Der Fall mehrerer Veranderlicher

Die bisheringen Konstruktionen und Ergebnisse konnen ohne Einschrankungen
auf den Fall von n unabhangigen Verandlichen ubertragen werden. Die Fouri-
ertransformierte der summierbaren Funktion f(x) = f(xy,...,2,) wird durch
das Lebesguesche Integral

F(Er ) = [ F@1sem ) exp(=2mEses + o+ Eaa))da
Rn
oder kurzer durch die Formel

j(6) = / f(2) exp(—2ma)da

definiert, wobei wir mit {z die Groe & a1 +...+&,2,, bezeichnen. Der Vektor
£ = (&,...,&) ist eines Element des Dualraums R"*.

Insbesondere hat der Satz 1.4.2 die folgende Verallgemeinerung

Satz 1.7.1 Sei f € Li(R") absolut stetig in Bezug auf einer Verdndlichen
zp, | <k <nund df/0x, € L1(R"). Dann gilt die Gleichung

F ( o ) (6) = 2m & F (1))

Dy,
Sei K ein konvexes Kompaktum in R™. Man betrachtet die Funktion
Hg (6) = max{lx, x € K}
auf den Dualraum R™*. Sie heifit die Stutzfunktion von K.

Satz 1.7.2 (Paley-Wiener fiir den n-dimensionalen Raum) Verschwindet
eine Funktion f € Ly(R") auferhalb eines konvexes Kompaktums K, so hat
ihre Fouriertransformierte eine analytische Fortsetzung f(ﬁ) auf den ganzen
komplexen Raum C"*, so dafi die Abschdtzung

[F(O)] < Cexp(2mHi(n)) (7.1)

gilt, wobet ( = & + mu gilt.

Umgekehrt, gabe es eine analytische Funktion ¢ auf C* die die Bedingung
(7.1) erfillt und zum Raum Lo(R™) auf dem reellen Unterraum von C* gehort,
s0 st p = f, wobei f zum Raum Ly gehért und fir x € R™ K wverschwindet.
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Kapitel 2

Integralen der oszillierenden
Dichten

Inhaltsverzeichnis

1.1 Sattelpunkt Methode fiir Fresnelsche Integral .............. 14
1.2 Mehrere kritische Punkte.......ccooooooiiiiiiiiiiiii, 18
1.3 Entarteter kritischer Punkt ...............coooii i, 19
1.4 Airysche Funktion.........cccoooeriiiiiiiiiiiin e 22
1.5 Sattelpunkt mit mehrerer Veranderlichen..................... 24
1.6 Anhang: Morse Lemma ..., 27

2.1 Sattelpunkt Methode fur Fresnelsche In-
tegral

Betrachten ein Integral von der Gestalt
i) = [ explbp()a(e)ds, (1.1)

wobei ¢ eine reelle glatte Funktion ist ( Phase) und « eine glatte summierbare
Funktion ist (Amplitude). Die Dichte exp(kei)ada mit groem Parameter k
heifit oszillierende Dichte. Das Problem besteht dabei, eine asymptotische
Entwicklung von (1.1) fiir & — oo zu finden.

Falls ¢(x) = « ist, stimmt das Integral (1.1) mit der Fouriertransformation
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aus Kapitel 1 iiberein. Nach Satz 1.4.1 gilt I(x,a;k) = o(k™?) falls die
Funktion ¢ summierbare Ableitungen ¢/, ..., a'? hat. Falls ¢ eine nichtlineare
aber monotone Funktion ist und ¢’ nirgends verschwindet, kann man neue
Koordinaten y = ¢(x) benutzen, wobei x = 1(y) sei. Dann gilt

(g, a; k) = /_OO exp(eky)a((y)) [V (y)ldy = Iy, ald’]; k)

o0

nach dem Jacobischen Satz. Somit wird das Problem auf dem Fall der lin-
earen Phase reduziert.

Im allgemeinen hat die Phase kritische Punkte. Ein Punkt y, in dem die
Ableitung ¢’ verschwindet, heifit kritischer oder Sattelpunkt. Der Punkt y
wird kritisch der Ordnung m > 1 bennent, falls die Gleichungen ¢'(y) = ... =
@™ (y) = 0 bestehen, aber @™+ =£ 0 gilt.

Manche Methoden sind bekannt um eine Asymptotik des Integrals des os-
zillierende Dichte mit kritischn Punkten zu entwickeln, insbesondere die
Laplacesche Methode und die Methode von Kelvin-Debye.

Wir studieren zuerst das Fresnelsche Integral

(2% a; k) = /exp(zkxz)a(aj)dw (1.1)

Die Phase hat einen kritischen Punkt 2 = 0 der Ordnung 1.

Satz 2.1.1 Ist die Amplitude a 2q-oft differenzierbar fir ein ¢ > 0 und sind
ihr Ableitungen summierbar und beschrdankt auf R, so gilt

[(22 a; k) = \/ng; “(2];(0) (ﬁ)y TR, (), (1.2)

wobei das Restglied gleichmaf$ig beschrankt ist:

2q9—1

[Ry(k)| < Oy Y NlaP +479a? o (1.3)
1

Beweis. Wir fiihren in (1.1) die fallenden Faktoren exp(—ez?) ein und be-
merken, daf}

(2% a; k) = li\r‘% exp((—e +1k)z?)a(x)dx
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gilt. Das folgt aus dem Lebesguesche Satz, weil die Amplitude summierbar
ist.  Wir schreiben das Integral der rechte Seite von (1.3) in der folgende
Form:

/exp()\xz)a(x)dx = /exp()\xz)a(())d:z:—l—/exp()\xz)xb(x)dx (1.4)

wobei mufl man A = —e 4 1k und b(x) = [a(x) — a(0)]/x substituieren. Alle
Integrale konvergieren dank des Faktors exp(—ex?). Wir berechnen das erste

Glied der rechte Seite (siehe Ab.1.4, Beispiel 3):

s

/exp()\xQ)d:I; =\

wobei der zur obenen Halbebene gehorende Zweig der Wurzel gewahlt wird.
Die komplexe Zahl /mi/k ist der Limes der rechte Seite fiir ¢ — 0, wobei
Vi = exp(mi/4) = (1 +1)/v/2. gilt. Wir integrieren das zweite Glied von
(1.4) partiell:

/exp()\xz)xb(x)dx = —(ZA)_I/exp(AxQ)al(x)dx, (1.5)

wobei ein neues Fresnelsches Integral mit der Amplitude a; = & aufkommt.

Wir widerholen diese Transformation und bekommen die Amplituden as, ..., ¢,
so, daf}
0) | a2(0) aq-1(0)
I(a? a;k) = | = arl R
(5 ask) =/ (“(0)+ ok T o Tt o )
k)
(—2uk)e

Man kann leicht priifen, daf§ «’(0) = a'?) /(25 )1 fiir beliebig j > 0. Schlieflich
bekommen wir die Entwicklung (1.2) mit R, = (—42)~%1(2?, a,; k).

Hilfsatz 1 Die Amplitude a, erfi llt die Ungleichungen

g lloo < 1a®®?o (1.6)
2q

laglls < G4 > Dl + a2 (1.7)
1

wobet die Konstante C; nur von q abhdngt.
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Die Abschatzung (1.7) impliziert (1.3). &
Schliefilich bekommen wir die Entwicklung (1.2) mit R, = (—=41)~?1(2*, al; k).
Beweis des Hilfsatzes. Wir haben

ofe) = al0) 4 (0 + [ ) - )y

nach dem Taylor-Cauchysche Satz. Deswegen gilt

) = @ [ e - pany = [y

Damit folgt die Abschatzung (1.6) fiir ¢ = 1. Gleichartig priift man (1.6) im
allgemeinen Fall.
Die Ungleichung (1.6) impliziert die Abschétzung fiir das Integral

1
[ ke < ) < ). (13)
-1

Wir haben a;(z) = 27'ad/(z) — 27 *(a(2) — a(0)) auBerhalb der Punkt « = 0,

deshalb
/ |a1(:1;)|d:1;§/ |a’(:1;)|d:1;—|—/ :1:_2d:1;/ la'(x)|dz.
0 1 1 1

Eine anliche Gleichung gilt fir die Halbgerade co < o < —1, damit

[ tasC@)lds < 1+ 2
R

Das pruft die Behauptung fur ¢ = 1.
Wir schreiben im allgemeinen Fall

q (D (z) 9 @(0)
a Z a
aq(x) = ch 20— + Z djx2(q+1—j)’
0

0

wobel ¢;, d; gewissere rationelle Zahlen sind. Daraus folgt die Ungleichung

q q
/|| jaglde < Ja® e+ cillaPl +) " di(2g+ 1 = )7 oD (0)]
z|>1 0 0
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Das impliziert zusammen mit (1.8) die Abschéatzung (1.7) kraft der Ungle-
ichung

7)< 2171 (19)

wobei f, f' € L gelten. Jetzt haben wir nur (1.9) zu priifen. Die Funktion
f ist stetig und eine Folge x,, — oo existiert so, daB f(x,) — 0. Wir haben

(0) = flan)| < / TP )y < / 1Py

0 0

Wir lassen n gegen oo streben und ergeben (1.9), falls

oo 1
/ Fldy < 10 (1.10)

0

gilt. Falls erfiillt (1.9) nicht, diese Ungleichung fiir die Funktion f(:z;) =
f(—=x) vollzieht. Das impliziert (1.9) gleichfalls. [

Bemerkung. Man erha It auch fiir das Integral I(—z*, a,k) eine & hnliche
Entwicklung durch die Gleichung I(—2? a, k) = I(2*, a, —Fk).

2.2 Mehrere kritische Punkte

Wir nehmen jetzt an, dafl die Phase ¢ nur einfache kritische Punkte x4, ..., z, ...
auf der Menge supp ¢ hat. Wir wahlen eine endliche Zerlegung der Einheit
1 = > h, auf suppa so, daf fiir jedes v die Funktion A, unendlich oft dif-
ferenzierbar ist und der Trager supp h, entweder keinen kritischen Punkt
oder nur einen kritischen Punkt x, enthalt. Damit erhalten wir

[(p,aik) = > I(p,hoa;k)

Falls supp h, keinen kritischen Punkt enthalt, gibt das zugehorige Glied eine
triviale Asymptotik. Sei z, ein Punkt in supph,. Dann kann man neue
Koordinaten y = ++/|p(z) — p(a,)| ein fiiren. Das ist eine glatte Funktion
in x und es gilt dy/dx # 0 (siehe Abt.2.4). Folglich ergibt sich

I, hya; k) = exp(zkc,o(xp))[(:tyz, by; k),

wobei b, = h,a|dx/dy| ist. Wir wenden Staz 2.1.1 auf jeden kritischen Punkt
x, mit z.B. ¢ = 1 an und bekommen die Entwicklung

o) = 7S el ates) + o+ = alt (1)
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2.3 Entarteter kritisch Punkt

Ein kritisch Punkt 2o der Phase ¢ heifit entarteter, falls die Ordnung des
Punktes grosser 1 ist. Wir studieren hier ein Integral in der Gestalt

Io(a™, a3 k) = /OOO exp(tka™)a(x)dx, (3.1)

bei dem die Phase ¢(2) = 2™ einen kritischen Punkt der Ordnung m — 1 am
Anfang des Intervall hat.

Satz 2.3.1 Seien m > 2,q natiurliche Zahlen. Sind die Amplitude nebst
ihrer Ableitungen a\) bis zur Ordnung mq summierbar, so gilt

1 mg—1 S| + G+ /m () 0
lo(£a™ ak)=— >, <i> (f) (0) +ETIR(k) (3.2)

!
m m 7!

wobei (42) D/ = exp(m) gilt und die Restglied R, gleichmdfig beschrinkt

2m
ist: 4
|Ry(k)| < Cpy max [Ja]y
sJs5mg

0<5<

Beweis. Nach dem Lebesguesche Satz haben wir

o0

[0(1' 7a;k):11\r‘r01 o IO(Z 7a;k)7

wobei z = fx, § = exp(er) gesetzt wurde und der Integrand auf der rechte

Seite einen schnell fallenden Faktor exp(tkz™) hat. Aus der Taylor Entwick-
lung folgt, daf
m—2 Cl(]) 4 )
a(z) =Y 7(0)95] + 2" Lay(z)
gilt, wobei die Funktion a; m(g—1)-mal differenzierbar ist und alle Ableitun-
()

gen ay’, 7 > 0 summierbar sind. Danach schreiben wir

m—2 ;
a(]

)(0 ,
Io(z", a; k) = Z ]’( )[o(zm,x]; k) + Lo(z™, 2™ tay; k) (3.3)

Wir stellen das erste Glied in folgender Gestalt

0j+1[0(2m,:1;j;k):/ exp(zzm)zjdz::/ exp(tkz")z"dz (3.4)
0 a,

rgz=c
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dar. Der Integrand exp(:kz™)z/ nimmt schnell im Sektor 0 < argz < m/m
ab, darum stimmen die Integralen entlang der Strahlen arg z = e und arg z =
4 flir 6 = w/2m nach Cauchyschen Satz tiberein. Wir berechnen

. . oo . ) 1 - 3+1
/ exp(thz™)2/dz = n/t? / exp(—kt™)t'dt =, <]L> 77]""116_l
arg z=¢ 0 m

wobei n = exp(mi/2m) = }/™

(3.4) ist gleich

§it+1 /exp(—ktm)tjdt — (gj+17 (E) L= G+1)/m

gilt. Das Integral auf der rechte Seite von

m

nachdem der Limes der Summe in der rechte Seite von (3.3) fiir ¢ — 0 gleich

+1

SHEDEY

=0

Dann integrieren wir das zweite Glied in (3.3) partiell:

g™
Lo(z", 2" ay k) = Io(2™, ay; k) (3.5)

tkm

wobei die Amplitude ¢/ die summierbare Ableitungen bis zur Ordnung m(g—
1) hat. Falls ¢ = 1 gilt passieren wir zum Limes fiir ¢ — 0. So ergeben wir
(3.2), wobei Ry(k) = Io(a™,a}; k) gilt. Sonst wenden wir dasselbe Verfahren
fiir das rechte Seite von (3.5) an und erhalten so die Behauptung des Satzes.

tJ

Eines Integral entlang ganze Linie ist gleich die Summe

/Rexp(zkx v)de = (/ / )exp (tha™)a(z)dx =

= lo(z™, a; k) + Io((—x)™, a; k)

wobei a(x) = a(—=a) gilt. Wir wenden die asymptotische Entwicklungen
von der Gestalt (3.2) fiir beide Integralen an und bekommen fiir jede gerade
m = 2u die Entwicklung

I(z™, a; k) = 3%, <2j + 1) a®(0) e(m. /) FETUR(K) (3.6

m m 271 EG+1/m
0
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wobei e(m,j) = exp(%

gerade Ordnung eintretten.

) gilt und nur die Ableitungen der Phase von

Fur ungerade m bekommen wir die Gleichung

" 2\~ (i1 a0) emg) |
oty =530 (50) ST RN 60

wobei e(m,j) = cos((j + 1)7/2m) fiir gerade j und e(m,j) = vsin((j +
L) /2m) fiir ungerade j gilt. Insbesondere, jede Glied ck™" mit ganzer Zahl
r abwesend ist. Es folgt aus der Gleichung

I(—a™ a; k) = I(a™,a; k)

daf das Integral I(—z™, a; k) eine Entwiklung in der Gastalt (3.6) oder (3.7)
hat.

Sei ¢ eine Phase mit einem kritischen Punkt z, der Ordnung m > 1. Dann
kann man neue Koordinate y so wahlen, dal o(z) — ¢(x,) = +y™*! gilt,
wobei die Funktion y = y(a) beliebig oft differenzierbar ist und y’ > 0 gilt.
(siehe ADbt.2.4). Wir betrachten ein Integral I(p,a;k) mit eine hinreiched
oft differenzierbaren Amplitude a welche einen kompakten Trager hat. Dann
tauschen wir die Koordinate *+ — y und erhalten

I ai) = explibp(ien)) [ explebiky™ Jala(u)e'(y)dy.

Nach (3.6), (3.7) hat man eine asymptotische Entwicklung fiir dieses Integral
schreiben, wo die Ableitungen der Funktion b(y) = a(x(y))z'(y) auftreten.
Man kann diese Ableitungen durch die Ableitungen von a(x) mit Hilfe des
Lagrange-Burmann Satz berechnen.

Satz 2.3.2 (Lagrange-Biirmann) Fs gilt

j%{aw))x'(y)m:yo - {a<x> (y()_—_y)} o=,

fiir jedes n, wobei y, = y(x,) ist.

Beweis. Eine Ableitung der Ordnung n > 0 der Funktion a(x(y))2'(y) im
Punkt y, hangt nur von den Ableitungen von a im Punkt z, und von den
Ableitungen von z(y) in Punkt y, der Ordnung < n ab. Deshalb kann man
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alle hoheren Glieder der Taylor Entwiklungen von x und @ ausschneiden
ohne die n-te Ableitung zu tauschen. Deswegen kann man annehmen, daf
diese Funktionen Polynomen sind. Es folgt daraus, dafi y(z) eine analytische
Funktion in einer Umgebung von z, ist. Es folgt aus der Complexen Analysis,

daf3
& o ale()r )y
rslala()e/(0) = nhres,, “LE

gilt. Das Residuum hangt nicht von einer besondere Wahl der komplexen
Koordinate ab. Deswegen kann man das Residuum mit Hilfe der Koordinate
x berechnen:

a@(y)r'(y)dy _ ~alz)de - bz)de
R e T TS N e S T
wobei ( e
He) = alz) (y — yo)" !

ist. Die rechte Seite von (3.8) ist gleich

n! -
“dxm

b(2)lr=, O

2.4 Airysche Funktion

Die Airysche Funktion ist durch das folgenden divergente Integral definiert:

o) 1’3
Ai(s) = / cos(— — sx)dx,
0 3

so dafB} -
2Ai(s) = §R/O exp(up(x))de.

Die rechte Seite ist ein Integral der oszillierende Dichte mit Phase +¢, ¢(x) =
2%/3 — sx. Es gibt kein gro Faktor k, wie in Abt. 2.1, aber es gibt einen
Parameter s. Wir wollen eine Asymptotik der Airysche Funktion fir grofles
s finden.

Man kann die Ayrische Funktion mittels eines konvergenten Integrals

o= fen (o[- o
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gut bestimmen, wobei v = {z = 2 + y(a), 0 < 2 < oo} gilt und y(x) > 0
eine glatte Funktion ist. Falls y(a) = yo > 0 flir  >> 0 ist, konvergiert das
Integral (4.1).

Falls s < 0 gilt, gibt es kein kritisch Punkt der Phase in einer Umgebung der
positiven Halbgerade der komplexen Ebene C. Falls s > 0 ist, gibt es nur
ein kritischer Punkt = /s auf dem Strahl [0, o0). Dabei setzen wir voraus,
da y(z) = 0 in einer Umgebung des kritischen Punktes ist, da sonst der
Integrand auf v zu schnell wacht.

Man kann das Integral (4.1) entweder mit dem Verfahren aus Abt 2.1 oder
mit der Laplaceschen Methode untersuchen. Nach der Laplaceschen Methode
tauscht man v mit einer Kurve , in komplexe Ebene C, welche den kritis-
chen Punkt enthalt, so dal der Integrand entlang , schnell abnimmt (Kurve
der schnellesten Abstieg). Sei s > 1 und , die Vereinigung des Intervalls
[0,1/s — 1], eines senkrechten Intervalls, eines Stiicks W der ersten Winkel-
halbierende arg(z — v/s) = /4, noch eines senkrechten Intervalls bis dem
Punkt y/s+1 auf reellen Linie und des unendlichen Stiick von v (siehe Fig.1).

W v

0 Vs
Fig.1

Das Integral
/ exp(up(2))dz (4.2)
w

bringt ein Hauptglied in der Entwicklung, deswegen enthalt die Restteil von
, kein kritischen Punkt. Wir haben

Pl2) = 9l5) + 5z = V5P + 5(2 = VB

Darum folgt

exp(up(2)) = exp(rp(V/'s)) exp(—v/st*)b(t),
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wobei

=V =10, 0 =exp (T) (1) = exp (@)

gilt. Deswegen ist das Integral (4.2) gleich dem Produkt des Faktors exp (—%33/2>
und des Integrals

0 /_1 exp(—+/st%)b(t)dt.

1

Das Integral ist ein Gaufische Integral, wobei b mit einer Reihe von ¢* dargestell-
bar werden kann. Wir berechnen mit Hilfe von Beispiel 3, Abt.1.4

1 1/2
/ exp(—/5t2)b(t)dt = ;T +O(s7/Y.

1

SchlieBlich bekommen wir die folgende Asymptotik

s

1/2 9
Ai(s) = i cos <§53/2 + %) + 0(3_7/4)

fur positive s. Dies zeigt, dafl die Airy-Funktion haufig entlang der positiven
Halbachse (Lichtseite) oszilliert . Eine dhnliche Asymptotik

T1/2

: 2 _
Ai(s) = WGXP <—§53/2> + O(s 7/4)
gilt fiir negative s. Das bedeutet, daff Ai(s) auf negative Halbachse (Schat-
tenseite) sehr schnell verschwindet .
2.5 Sattelpunkt mit mehrerer Veranderlichen

Wir betrachten ein Integral in einem Vektorraum R™ in der Gestalt:

I, a;k) = /nexp(kago)a(x)dx,

wobei dx ein verschiebungsinvariant Lebesguesche Mass in R™ ist. Die Phase
@ ist eine glatte reelle Funktion und die Amplitude « ist eine glatte sum-
mierbare Funktion. Man nennt x, € R” kritischer Punkt, falls die Gleichung
de = 0 oder die equivalente System dp/dz; = ... = dp/dx, = 0 im Punkt z,
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erfilllt. Der kritische Punkt x, heifit nichtentartete (nichtausgeartete), falls
die Hessische Matrix

n

0%
8:1;j6xk k=1

Hess, ¢ = H

nichtsingulare im Punkt x, ist, d.h. det Hessp(x,) # 0. Diese Bedingung
ist invariant in Bezug auf Koordinatwahl. Sei y = (y1,...,y,) andere glatte
Koordinatsystem in Umgebung von z,. Dann gilt die Gleichung

n

Hess, p(z,) = J'(x,) Hess, p(y,)J (z,), J = H

wobei J die Jacobische Matrix und .J’ die transponierte Matrix sind, schlieilich
det Hess, ¢ = det J? det Hess, o (5.1).

Wir studieren zuerst den Fall der quadratische Phase:
p(z) = pB(x) = 5 Zq T2
]

Dann ist der Ursprungpunkt ein kritischer Punkt der Phase und gilt Hess, g =
2. Wir setzen dafl die quadratische Form ( nichtsingulare ist voraus, d.h.
det Hess = det ||¢*|| # 0 gilt. Man kennzeichnet mit o(3) die Signature und
mit

REPAALE e

der dual Operator der Form 3, wobei ||q;;|| = ||¢’%|| 7! gilt.
Satz 2.5.1 Sei § eine nichtsingulire quadratische Form, und a eine sum-
mierbare Amplitude, die die summierbare Ableitungen bis zur Ordnung 2q

hat. Dann gilt die Entwicklung

exp ( Zolok ;
/eXp(Qﬁlkﬁ(:L‘))a(x)dx \/%ngq p(D <k> n Rz(qk)

Fine Abschitzung wie (1.3) erfillt fir der Restglied R,.
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Bemerkung. Man kann der Summe in (5.2) in der folgenden Form darstellen:

wo(B)r
oo () () 5
k| det Hess 3| k . '

wobei (-), bedeutet, daf§ die Glider der Ordnung > ¢ fortlassen werden.
Beweis. Der Satz 2.1.1 enthalt den spezieller Fall n = 1. Im allgemeinen Fall
kann man mit Hilfe von einer linearen Transformation A(x) = y in R™ die
Form zu einer normalen Gestalt bringen:

Bly) = %[yf ot Yy = Yppr = Yl
Die Differenz o(3) = 2p — n ist die Signature der Form . Man kann die
Transformation A zur Dichte exp(ik¢)adx verwenden, wobei dv = | det A|~*dy
gilt. Here meinen wir dx = dzy...dz,, dy = dy;...dy, und det A die Deter-
minante der Matrix der Abbildung A in Bezug auf die entprechende Koordi-
natensystemen. Jetzt brauchen wir den Cauchy-Taylor Satz

aly)= ) DZZ(O)y”qu(y)

0<]i|<2q

wobei D', i = (iy,...,1,) eine partielle Ableitung bedeutet:

el

D' = e,
dyy'...0yin

il =iy 4 i, il =iyt
i )

Wir einfuhren ein fallenden Faktor und schreiben:

1ems 4t = Y 28O opienst) - atkidr

0<]ld|<29

+ [ expl2miaty) - s, w)dy (5.4)

Jede Integral der Summe spaltet gemafl dem Fubinische Satz:
/eXp((Qlﬁ(y) — ey’ k)y'dy = H/exp((ﬁ@y]2 — ey} )y dy;
7=1
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wobei das Zeichen + gleich + fir j = 1, ..., p und gleich — fur j =p+1,...,n
ist. Jeder Faktor hat einen Limes fur ¢ — 0 nach dem Satz 2.1.1. Man kann
die Summe in (5.4) in der Form (P(D)a)(0) schreiben, wobei

H exp( ) (@ﬁ <d/dy]>>
k| det Hessﬁ] k J
wo f3; = :I:zy] gilt. Man kann den Produkt einfach berechnen:

[Iexp (%) — exp (@) , [] ¥I det Hess 8;| = k™| det Hess 3,
[T (P2952) i (5252 (12

J

Zum SchluB mussen wir der Jaobian |det A|~! in Betracht ziehen. Wir finden
| det Hess, 3| = |det AJ*|det Hess, 8| gemafi (5.1) und |det Hess, 5| = 1.
SchlieBlich gilt |det A|™' = |det Hess, 3|7'/2. Das liefert das erste Glied in
(5.2). Man studiert des zweite Glied wie in Satz 2.1.1. [J

Im allgemeinen Fall kann man beliebige Phase in Umgebung eines nicht-
entarteten kritischen Punkts x, zu einer quadratischen Form mit Hilfe von
einer Koordinatstransformation umgestalten und dann der Satz 1.5 verwen-
den. Die Existenze der entprechende Koordinatstransformation folgt aus
Morse Lemma (siehe Anhang).

2.6 Anhang Mosre Lemma

Der folgende Satz ist ein technisches Mittel.

Satz 2.6.1 (Hadamard Lemma) Sei a eine glatte Funktion in einer kon-
vexen Umgebung U von Ursprungpunkt in R”, so daf

D'a(0) =0 fir |i|<gq
fur ein g > 0 gilt. Die Gleichung
a(r) = zrar(z) + ...+ 2pa,(2)
gilt, wobet ayq, ..., a, glatte Funktionen in U sind, so dafs
D'a;(0) =0, fir |i|<q—1. (6.1)
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Beweis. Fur jeden Punkt x € U gilt die Gleichung

a(:z;):/ daltz) , / 8:1:2 Dt =3 was(e),

wobei

' Da(tx)

dt.
0 dx;

a;(x) =
Die Eigenschaft (6.1) ist offenbar. [

Satz 2.6.2 (Morse Lemma) Sei ¢ eine Phase mit nichtentartetem kritis-
chem Punkt x,. Fs gibt eine glatte Koordinatsystem y(x) in einer Umgebung
der x,, so daff y(x,) =0 und

Bly(x)) = ¢(x), 8= %Hessw (6.2)

gelten.
Beweis. Sei x, = 0 und ¢» =  — ¢. Die Funktion ¢ erfu llt die Bedingung

des Hadamardschen Lemmas in einer konvexen Umgebung U, der x = 0 fur
g = 3. Wir wenden das dreimal zu ¢» an und bekommen

P(z) = Zwiwﬂk%]‘k(@, (6.3)

wobel glatte Funktionen in U, sind. Wir betrachten ein Hilfsraum
RN, N = n® mit Koordinaten z = {ZZ , 1,7,k =1,...,n} und setzen

Xi(x,z)=a; + szkxjxk, i=1,...n
ik
G(x,2) =@(X(x,z)), wobei X(x,z)=(X1(z,2),.... Xu(z,2)).
Die Funktion @ is bestimmt und glatt in {0} x RY. Dabei gilt

ox’ 0X 0
Hess, @(x,z) = Iy Hess, @(X)% + Hess, X - a—i
wobei A’ die transponierte Matrix bedeutet. Fiir # = 0 veschwindet das

zweite Glied und ist dX/0x gleich die einheit Matrix. Darum erhalten wir
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Hess, @(0, z) = Hess, ¢(0). Wir verwenden das Hadamardsche Lemma fiir
Kooordinaten des Vektors 0¢/dx = (09 /0x4, ...,090/0x,)
0P .
9 ijaji(x), i=1,...,n.
! J

Dabei ist die Matrix ||a;;|| glatt und nichtsingular, weil det 9/0x0®/0x =
det Hess, & # 0 in einer Umgebung W der Menge {0} x R¥ gilt. Das folgt

aus der Voraussetzung des Satzes. Deswegen gelten die Gleichungen

a@ (x,2)
_wa T, z) oz,

fiir gewissere glatte Funktionen b;; in W. Wir untersetzen dies in (6.3) und

erhalten
= Zx]xk Z;k, (6.4)
ijk
wobei Z;k glatte Funktionen in W sind. Jetzt betrachten wir die folgende
System der gewohnliche Differentialgleichungen:
dr 0: dsz
dt 7 di
mit Anfangswertaufgabe
z(0) = x; ka(()) =0,¢75,k=1,....n

Das Vektorfeld Z/% ist glatt, folglich existiert eine Losung (1) = x; 2z =
z(t,x) flir 0 < ¢t < 1 und beliebig @ aus einer kleinen Umgebung U des
Punktes x = 0. Wir setzen

yilt, o) = ijxszk(t,x)
ik
und priifen, dafl (6.2) fir y;(x) = y;(1,2), 1 = 1,...,n gilt. Wir haben
d do(y(t, x)) dy;(t, ) Ob(x, 2(1, x)) L
S o(y(t,z)) = _ N 0L 2 ) dE
P o) =2 z; dt 2 Ox, D i =

i i ik

= Z%(2,2), 0,5,k =1,...,n (6.5)

wegen (6.4) und (6.5). Schliefilich
oo —ole) = [ LDt = [ oarar = v

d
und p(y(z)) = (@) +d(2) = fle). O
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3.1 Grundfunktionen und Distributionen

Wir nennen Grundfunktion eine beliebige Funktion ¢ : R — C mit kompak-
tem Trager supp ¢ die beliebig oft differenzierbar ist. Der Raum D = D(R)
der Grundfunktionen heifit der Grundraum. Man kann die Grundfunktionen
punktweise addieren und mit beliebigen Konstanten ¢ € ' multiplizieren,
so dal D ein C-Vektorraum ist.
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Konvergenz Eine Folge der Grundfunktionen ¢y, k = 1,2, ... heifit konver-
gent gegen ein Element ¢ € D, falls

L. c,ogj) = o,k — oo gleichmafig fiir beliebig 1.

IT. Usupp ¢ gehort zu eine kompakten Menge K C R gelten. Der Begriff
der Konvergenz ist vereinbar mit den linearen Operationen in D:

Andere Operationen:

1. Die affine Gruppe A besteht aus den Transformationen A(z) = ax + b
auf R, wobei a # 0, b beliebige reelle Zahlen sind. Diese Gruppe enthélt die
Untergruppe 7 der Schiebungen (¢ = 1) und die Untergruppe der homoge-
nen Transformationen , , : + — ax. Ein Element A operiert auf beliebigen
Funktionen in der folgende Weise:

AT(N)(2) = [(A(2)) = flax + D)

Die ganze Gruppe A operiert auf D.

2. Die Ableitung dy/dx einer Grundfunktion ¢ ist auch eine Grundfunktion.
3. Faltung ¢ — ¢ * A mit einer beschrankten Funktion A mit kompaktem
Trager.

4. Die Primitive .

o b(a) = / o(y)dy

ist beliebig oft differenzierbar aber im allgemeinen hat sie keinen kompakten
Trager. Dies bestimmt einen linearen Operator Dy — D auf dem Unterraum
Dy C D, welcher mit der Gleichung

/ P(y)dy =0
R
gegeben ist.

5. Die Multiplikation mit einer beliebig oft differenzierbaren Funktion A :
@ — he.

6. Die Division durch @: ¢ — t(x) = ¢(x)/x ist gut bestimmt auf dem
Unterraum

D’ ={p €D, p(0) = 0}.
Satz 3.1.1 Die Operatoren 1, 2, 3, 4, 5, 6 sind stetig.

Definition. Der Raum D(R) aller linearen stetigen Funktionale u : D(R) —
C heifit der Dualraum. Ein Element v € D(R) heifit Distribution auf der
Linie R.
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Beispiel 1. Wir nennen fdx eine gewohnliche Dichte, falls f eine lokal
summierbare Funktion auf der Linie R mit Lebesgueschem Maf} dx ist. Man
kann jede gewohnliche Dichte als eine Distribution betrachten:

[fda)() = / ofde.

Wir bennenen mit L;,. der Raum der gewohnlichen Dichten.
Beispiel 2. Die Delta-Distribution: do(¢) = (0) ist ein stetiges Funktional
auf D.

Beispiel 3. Der Hauptwert des Cauchyschen Integrals:

(H)/ ple)d Elim/||> ple)dz. (1.1)

T eNO T

Definition. Eine Folge von Distributionen wy konvergiert schwach gegen
u € D' falls ug(p) — u(p) fir k — oo und jegliche ¢ € D gilt.

Beispiel 4 Die Folge der Dirichletschen Dichten D, = % konvergiert
flir A — oo schwach gegen die Delta-Distribution dodx (siehe Kap.1). Auch
konvergiert die Folge der Dichten Gy = kg(ka)dz, k =1,2,..., wo g € L1(R)
beliebige Funktion ist, so daB [ gdx = 1, schwach gegen Delta-Distribution.

Satz 3.1.2 Das Bild der Abbildung

Lloc — D (12)

ist dicht, d.h. jede Distribution u ist gleich dem Limes einer Folge gewohnlicher
Dichten: frdx — u.

Operationen uber Distributionen:
I. Affine Transformationen: fiir eine beliebige Transformation A(x) = ax +b
und eine beliebige Distribution ¥ nimmt man

A(u)(p) = u(A™(¢)) (1.3)

an.
II. Ableitung einer Distribution:

o) =—u ()
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III. Multiplikation mit einer beliebig oft differenzierbaren Funktion %, wobei
hu(p) = u(hy) gilt.

Diese Formeln sind mit der Abbildung (1.2) vereinbar.

Eine allgemeine Distribution u hat keinen Wert u(x,) in einem Punkt x,,
aber man kann sagen, dafl die Distributionen v,w in einem Gebiet U C R
tibereinstimmen, falls v(¢) = w(p) fiir jede Grundfunktion ¢, suppe C U
gilt. Insbesondere verschwindet eine Distribution v in U, falls v mit der
Nulldistribution in U tibereinstimmt.

Definition. Der Trdger supp u einer Distribution u ist die Ergdnzung der
Vereinigung aller Gebiete U, so dafl u in U verschwindet.

Aussage 3.1.1 Jede Distribution v verschwindet in R\ suppv.

Beweis. Wir haben R \ supp u = UU,,, wobei jede U, ein Interval ist, wo die
Distribution v verschwindet. Wir konstruieren eine Zerlegung der Einheit
1 =5 h,, so daB

ho € D, supph, C U,

fiir jede a gilt und die Bedeckung der Menge R \ supp v mit den Mengen
supp h, lokal endlich ist. Die letzte Bedingung bedeutet, dafl fir jede Kom-
paktum K C R\ supp v der Durchschnitt K N supp h,, fiir alles a aufer eine
endliche Zahl leer ist. Zuerst wahlen wir fiir jede « ein abgeschlossenes In-
terval V, C U,, so daf} die Familie V,, eine lokal endlich Bedeckung ist. Fur
jedes a konstruieren wir eine Funktion ¢, € D, so dal suppg, = V, und
ga(2) > 0 immer gilt (sieche Ab.1.6, Beispiel 2). Wir setzen

Yo

a Eﬁgﬁ

fur jedes a. Das ist geeignete Zerlegung der Einheit. Wir haben

(@) =0(D_hap) =Y vlhap) =0

fiir beliebige ¢ € D, supp ¢ Nsuppv = (), weil h,p Z 0 nur fiir eine endliche
Zahl der Glieder der Summe gilt und v verschwindet auf die Grundfunktion
hatp, darum gehort ihr Trager zu U,. [

Es folgt aus der Aussage 3.1.1, dal u(¢) = u(v) fiir beliebige ¢, € D
welche in einer Umgebung der Menge supp « ubereinstimmen.

Beispiel 5. Der Trager der Delta-Distribution &g ist gleich der Menge {0}.
Fiir eine beliebige gewohnliche Dichte fdx gilt die Gleichung R \ supp[fdz] =

ha
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die grofite Menge, wo f = 0 fast uberall.
In allgemeinen gelten die Gleichungen

d
supp d_u C suppu; supp A"(u) = A(suppu), A€ A
x
fiir beliebige u € D'.
I'V. Faltung der Distributionen. Nach Kapitel 1 ist die klassische Faltung
der summierbaren Dichten auf R

fdx x gda = (/ f(y)dyg(x — y)) dx

auch eine summierbare Dichte. Falls man das Ergebnis als eine Distribution
betrachtet, erhalt man

[fdz » gdz](p) = | f(y)g(z)ely + 2)dydz
R2
Fur Distributionen u, v mochten wir daher mit Hilfe der Formel

ww () = u() © v(y)(ple +y)) (1.4)

die Faltung definieren, wobei das Symbol @ das tensor Produkt der Distri-
butionen bezeichnet (siehe Ab.3.6). Aber im allgemeinen kann man nicht
die Distribution u(x) ® v(y) auf die Funktion ¢ (x,y) = ¢(x + y) auswerten,
weill diese keine Grundfunktion ist. Daher missen wir voraussetzen, dafl der
Durchschnitt der Menge supp u @ supp v = supp u x supp v C R? mit supp ¢
kompakt ist. Das gilt in den folgenden zwei Fallen:

E. Eine der Mengen supp u , supp v ist kompakt.

B. Beide Mengen supp u, supp v sind von links oder von rechts beschrankt.
Die letzte Bedingung bedeutet, dafl supp v U supp v eine Untermenge eines
Strahls [a, 00) oder eines Strahl (—oo, b] ist. In beiden Fallen ist die Faltung
(1.4) gut bestimmt und sie besitzt die Eigenschaften der

d d d
—(u*v)=—u*xv=u*x —v (1.5)

dx dx x
u* Sodr = Spdz xu=u, uweD (1.6)
folgen unmittelbar aus (1.4).
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3.2 Maflige Distributionen

Die Definition des Schwartzschen Raumes S ist in Ab.1.6 gegeben. Eine Folge
v € 5,k =1,2, ... konvergiert gegen ¢ in dem Raum S falls die folgenden
zwei Bedingungen erfillt sind:

L. ;/;,(j) = (), k — oo gleichméBig fiir beliebiges 1.

II. Die Ungleichung |:1;];/),(j)(:1;)| < (C;; gilt fur beliebige 7, 5, wobei die Kon-
stante C; ; nicht von k abhangen.

Der Raum D ist ein Unterraum des Schwartzschen Raumes S. Konvergiert
eine Folge ¢ — ¢ in D, so konvergiert sie auch in S. Daraus folgt, daf es
eine stetige Abbildung e : 5" — D’ gibt.

Aussage 3.2.1 Sei h, € = 0 eine Folge beliebig oft differenzierbaren Funk-

tionen auf R so daf§ die Ableitungen der Ordnung j gleichmdflig beschrankt
sind: |d'h./dz?| < C; und die Folge

d(1—h.)

T -0, e—=0,7=0,1,...

gleichmdfiig auf jeder kompakten Teilmenge in R konvergieren. Dann gilt
hep — @ in S fir beliebige p € 5.
Beweis. Wir haben

d* k' d d’

—((1 — h, = — (1 - h,)—
d:z;k(( )?) H;k z!j!d:ﬂ( )d:zjfcp

Wir multiplizieren beide Seiten mit 2™ %! fiir eine beliebige Konstante m. Das
Produkt mit beliebigem Glied der rechte Seite ist gleichmaflig beschrankt und
strebt gegen Null auf jeder kompakten Menge. Es folgt, dal das Produkt
mit 2™ gleichmafig auf der ganzen Linie R gegen Null strebt. Das bedeutet,
daf die Folge (1 — h.)p in S gegen Null strebt.

Aussage 3.2.2 Der Unterraum D ist im Raum S dicht, d.h. es gibt fir jede
Funktion ¢ € S eine Folge o, € D, so daf§ v — @ im Raum S.

Es folgt daraus, daB die Abbildung e : 5" — D’ eine Injektion ist. Das
bedeutet, daf} jedes stetige Funktional v auf S welches auf D verschwindet,
immer gleich Null ist. So kann man den Raum S’ als eine Unterraum des
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Raums D’ betrachten. Ein beliebiges Element v € S’ heifit mdfig Distribu-
tion.
Beispiel 6. Jede mefibare Funktion f welche eine Abschatzung

/()] = O(l2]") (2.1)

mit einer Konstanten b zulésst, definiert durch das Integral » — [ ¢ fdz eine
mafige Distribution.

Das singulare Integral von Beispiel 2 ist tatsachlich eine maflige Distribution.
Die Hadamardschen Distributionen. Fiir eine beliebige komplexe Zahl
A, RA > 0 ist das Produkt :I;i_ldx eine gewohnliche Dichte auf R, wobei
z4 = max(x,0) gilt. So definiert die Dichte eine méaflige Distribution

[ da] () = / T (), (2.2)

so dafl der Wert auf jeder Grundfunktion eine analytische Funktion in der
Halbebene RA > 0 ist. Wir sagen, dal (2.2) eine analytische Familie der
Distributionen ist.

Aussage 3.2.3 Die Familie (2.2) hat eine meromorphe Fortsetzung HY auf
C mit den Polen A =0,—1,-2, ..., so daf} HY fiir X #0,—1,-2,... Hf eine
mafsige Distribution ist. Dabei gilt die Gleichung
5l
Res_, Hd\ = (—1)7 -
q!
Beweis Wir stellen das Integral (2.2) in die folgende Form :

/01 " 1p(0)dr + /01 2 (p(x) — (0))dx + /loo P ody

wobei das erste Integral gleich 0

w0

N (2.3)
ist, das zweite eine analytische Fortsetzung auf weitere Halbebene RA > —1
hat und das dritte eine ganze analytische Fortsetzung zulafit. Die Summe hat
eine meromorphe Fortsetzung auf RA > —1 mit dem Pol A = 0, wobei das
Residuum infolge (2.3) gleich dodx ist. Fiir einen weiteren Schritt benutzen

wir die Taylorsche Entwicklung

LImEgN )
plr) =) z .!(0)

o J

o+ (),
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wobei ¢ (x) = O(x?), ¢ = 2,3, ... gilt. Wir setzen dies im Integral fol ein und
wiederholen die obige Uberlegung. [
Insbesondere ist das Eulersche Integral

(A = /OOO exp(—z)a* " dx

gleich H{(e), wobei e € S eine beliebige Funktion ist, so daff e(z) = exp(—=x)
fur @ > —1 gilt. Das ist eine meromorphe Funktion mit denselben Polen und
es gilt Res_,, (A\)dX = (=1)?/¢! fiir ¢ = 0,1,.... Wir betrachten den Bruch
HY

» (A)

und nennen diese die normierte Hadamardsche Familie.

N} =

Folgerung 3.2.1 Die normierte Hadamardsche Familie hat eine ganze an-
alytische Fortsetzung, wobei

Nt =6de, q=0,1,2, ...
qgilt.

Falls wir mit dem Integral

0
/ (—o)ode,

beginnen, dann bekommen wir die Hadamardsche Familien H,, N, welche
ebenso eine ganze Fortsetzung hat, wobei die Beziehung , * | (Ny ) = N{ gilt.

3.3 Der Grenzwert einer holomorphen Funk-
tion

Sei f(z), z = x+y1 eine holomorphe Funktion in einem Streifen 0 < y < y,, in
der komplexen Ebene C wobei 0 < yo < oo gilt. Fur ein beliebiges positives
€ ist f(a 4 e)dx eine gewohnliche Dichte. Wir betrachten den Limes

(e +00)dal(p) = lim [ o(x)f(2 +a)d (3.1)
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Falls der Limes (3.1) fiir ein beliebiges ¢ € D (oder ¢ € 9) existiert, heifit
das Funktional [f(x +01)dx] der Grenzwert von oben der Holomorphen Form

fdz (oder der Funktion f). Mit Hilfe einer ahnlichen Konstruktion
(e~ 00)dal(e) = T [ () (0 — o) 32)
definiert man den Grenzwert [f(x — 02)dx] von unten filir eine holomorphe

Form fdz im Streifen 0 > y > v,.

Satz 3.3.1 FEuxistiert der Limes (3.1) oder (3.2) fir jegliches ¢ € D so ist
das ein stetiges Funktional wber D. Dasselbe gilt fir den Raum S.

Satz 3.3.2 Der Limes (3.1) oder (3.2) gilt fir beliebige Funktionen f, so

daf$ die Abschdtzung

2"
JE) <O,
el ory

mit gewissen Konstanten q,C > 0 erfullt.

z=x4+y, £y >0 (3.3)

Beweis. Wir betrachten eine holomorphe Form fdz im Streifen 0 < y < v,
und finden die konsekutiven Primitiven

Fi(z) = / Flw)dw, Fy(z) = / Fi(w)dw, ...

Die Integrale hangen nicht vom Weg v, welcher die Punkte 0 und z verbindet.
Wir kénnen als 4 die Vereinigung der Strecken [z, y2], [yz, z] benutzen. Daher
kann man die folgende Abschatzung einfach prifen

|Z r+1

[F1(2)] < C'yq—_l
falls ¢ > 1 gilt. Im Falle ¢ = 1 bekommen wir eine Abschétzung wie (3.3)
mit dem Faktor log(yo/y) + 1 statt y=?. Es folgt, dal die Primitive F,1(2)
eine stetige Funktion im abgeschloflenen Streifen 0 < y < y, ist, welche die
Ungleichung (3.3) mit ¢ = 0 erfiillt. Der Limes (3.1) existiert offensichtlich
fiur die Form Fj41dz, sondern wir haben

[ et @ptorte = (-0 [ Frae ) e)ds

Die rechte Seite hat eine Grenze fir € — 0 und jegliche ¢ € S. I
Wir sagen, da} die Funktion f ein mafliges Wachstum hat, falls die Ungle-
ichung (3.3) gilt.
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Satz 3.3.3 Die Ableitung einer holomorphen Funktion von mdfigem Wach-
stum hat selbst mdfiges Wachstum und

d d
%[f(x + 0)dx] = {@f(x + Ol)dl':| )

Beweis. Die Abschatzung (3.3) impliziert eine &hnliche Unglecihung fiir df /d=
mit g+1 statt ¢. Das folgt aus die Cauchysche Ungleichung fir der Ableitung.
Wir integrieren partiell

St adal(o) = - [ o+ alpa)de = (e £ c)plo)ds]

wobei die Ableitung f' = df /dx gleich der komplexen Ableitung df /dz ist.
Dann gehen wir zum Limes tiber und bekommen die Behauptung. [J
Beispiel 7. Die Form dz/z hat die Grenzwerte dx/(x £ 0:) € S” von oben
und von unten. Dabei gelten die Formeln

dx dx 95 d dx N dx _5 d_:z; (3.4)
z— O x4+ 01| T00GT, xz— 02 x4+ 01| T '

wobei die Distribution [da/x] in Beispiel 3 definiert ist. Als Folgerung bekom-
men wir ebenso

{(l' —d(i)’““] B {(;1; +d(i)k+1] = (—1)*2m85 da

fiir beliebige k& > 0.
Sei log z der Zweig des Logarithmus, welcher fir z > 0 reell und im Ge-
biet ¢ = C\(—o0,0] holomorph ist. Fiir eine beliebige komplexe Zahl A

betrachten wir die folgende Potenzfunktion

2 = exp(Alog 2)

welche die Bedingung des Satzes 2.2 erfillt. So existieren die Grenzwerte

(x £ 00) dx € 9.

Aussage 3.3.1 Die Familien (x £ 01)" sind ganze analytische Funktionen
vom Parameter A € C mit Werten im Raum S’.
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Beweis. Fur beliebige ¢ € S und ¢ > 0 ist das Integral

I(Xe) = /(:1; + &) () da

eine ganze analytische Funktion von A. Es strebt gegen die Funktion (x +
0:)*(p) fiir ¢ — 0, wobei diese Folge gleichmaBig fiir A € K konvergiert,
wobei K ein beliebiges Kompaktum in C ist. Die letzte Behauptung kann
man mit der Verfahren des Satzes 3.3.2 prifen. Deswegen ist die Grenzfunk-
tion auch ganz analytisch. [J

3.4 Fouriertransformation der mafligen Dis-
tributionen

Wir erinnern daran, dafl die klassische Fouriertransformation F' abbildet
den Raum S(R) auf den Raum S(R*), wobei R* die duale Linie ist. Die
konjungierte Transformation F™ ist zu F' invers. Beide Transformationen
vertauschen aber nicht mit der affinen Gruppe A, insbesondere nicht mit der
Gruppe der Homothetien. Um die Fouriertransformation mit der Gruppe A
besser verbinden, miiss man F' als die Transformationen, welche eine Dichte
in Funktion abbildet und F* als die Transformationen welche eine Funktion
in eine Dichte verwandelt betrachten. Wir folgen weiter diesem Standpunkt
So operieren die Transformationen natirlicherweise:

F: Dichtep = pde +—  Funktion F(p) = /exp(—me:p)p(:p)
und
F~: Funktiony +—  Dichte F(p) = (/ exp(me:z;)cp(:z;)d:z;) d¢

Beide Formeln hangen nicht von der besondere Wahl der Koordinate = in R
und der Wahl von Koordinate £ in R* ab. Tatsachlich entstehen nicht diese
Koordinaten in der erste Formel und entstehen diese nur im Produkt dxd¢ in
der zweite. Falls wir x durch y = cx ersetzen, dann miissen wir ¢ fir n = £/c
schreiben und der Produkt dydn = dzd€ bleibt fest. Die konjungierte Trans-
formation F* wirkt in derselben Art mit —: statt .
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Wir miss en dabei die zwei Grundraume unterscheiden: den Raum D der
glatte Funktionen ¢ mit kompaktem Trager wie in Ab.3.1 und den Raum D
der Dichten p = ¢dx, wo ¢ € D gilt. Offenbar sind diese Raume isomorph,
falls ein Lebesguesche Mafidx fixiert ist.

Definition. Ein lineares stetiges Funktional v : D(Dichten) — C heifit ve-
rallgemeinerte Funktion auf R. Man heifit ein Element der Raum D’ auch
eine singulare Funktion. Es gibt eine natiirliche Abbildung L;,. — D', welche
jegliche gewohnliche lokal summierbare Funktion f in das Funktional [f](p) =
[ fp umwandelt. Wir betrachten parallel die Raume S(Funktionen) und
S(Dichten). Der duale Raum von den zweiten ist der Raum S’ der méafBigen
verallgemeneinerten Funktionen.

Wir definieren die Darstellung der Affine Gruppe A auf die Raume D', 5’
verallgemeinerten Funktion wie in (1.1), wobei ein Element a € A die Grund-
dichten folgenderweise

A%(p) = A(pdx) = p(az + b)|aldx

verwandelt.
Definition. Die Fouriertransformation der maflige Distributionen ist der
duale Operator

F': Raum S’ der Distributionen = Raum S'der verallg. Funktionen.
Die konjungierte Fouriertransformationen ist der duale Operator
(F) : S'(verallgemeinerte Funktionen) = S’ (Distributionen)

Das bedeutet, daBl die Fouriertransformierte F'(u) einer beliebigen méfigen
Distribution u gleich der verallgemeinerten Funktion

F'(u)(p) = u(F(p)), p = pdx € S(Dichten)

ist. Die Fouriertransformierte einer verallgemeinerten Funktion v ist gleich
der Distribution

(F)' (v)(p) = v(F(¢)), ¢ € S(Funktionen).

Die Eigenschaften der Fouriertransformation
I. Die Operatoren F',(F*) sind linear und schwach stetig. Das letztere
bedeutet, daf fiir eine beliebige Folge von Distributionen uy € S’, k = 1,2, ...
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welche schwach gegen u strebt die Beziehung F'(u;) — F'(u) (schwach) gilt,
und ebenfalls fiir (F*)'.

IT. Der Operator F’ ist mit der klassischen Fouriertransformation vereinbar.
Das sieht man ander Gleichung

F'[fdx] = [F(fdx)]

fir eine beliebige gewohnliche Dichte fdz, f € L.

Iir einen Beweis schreiben wir

F([fda])(p) = [fde](F(p)) = / F(e)d / exp(—2ma€ ).

wobei p = pd¢ € S gilt. Der Integrand ist summierbar gegen das Lebesguesche
Maf} dxd¢, folglich kann man die Ordnung der Integrale vertauschen:

Flfdel(p) = int fa)de [ exp(~2miae)o(€)ds =

-/ ( / f@)exp(_zmwdx) o€)de = [F(Fdr)](p).

Dasselbe gilt fiir Operator (F™*).

ITI. Die Operatoren F’, ()" sind zueinander inverse. Das folgt aus dem
Satz 1.6.1.

IV.

du d
F’ <_:1;> =2miél"(u), F'(—2rau)= %F'(u),

wobei die Ableitung einer verallgemeinerten Funktion v wie in Ab.3.1 definiert

wird: p p
@ _ (%
ety = —o ()

i.e. die Ableitung des Lebesguesche Mafl gleich Null gilt. V. Es gelten die
Gleichungen

(T, (0)) = exp(2my€) F'(w),  F'(exp(—~2mma)u) = T, F"(u)

Ahnliche Gleichungen gelten fiir die konjungierte Fouriertransformation (#*)’.
Diese Gleichungen folgen direkt aus den Definitionen.

V1. Sei G die Gruppe der linearen homogenen Transformationen auf R. Jede
Transformation , , : * — ax, a # 0 erzeugt eine lineare Transformation
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y a-1 1 & a™'¢ auf duale Raum R*, so daB die bilineare Form (x,&) + £x
fest ist. Immer gilt die Gleichung

F'( G (u) = 5 e (B (). (4.1)

Fiir einen Beweis bemerken wir, dafi die Gleichung (4.1) immer fiir Grund-
dichten gilt:

F(, o(p)(€) = / exp(—2mz)p(az)|alds = / exp(—2m1a~ €y )o(y)dy.

wobei wir die Ersetzung y = ax benutzen. Folglich ist die rechte Seite gleich

F(p)(a™*¢).
Insbesondere gilt die Gleichung

(F7) () =, 2y (F'(vdw))dE,

Eine Distribution u heifit homogene des Grades A € C, falls die Gleichung
, o(u) = a’u fiir jedes @ > 0 gilt. Die homogene verallgemeinerten Funktio-
nen werden in ahnliche Weise definiert.

Es folgt aus V, dafl die Fouriertransformation einer homogene Distribution
(verallgemeinerten Funktion) des Grades A eine homogene verallgemeinerte
Funktion (Distribution) des Grades —A ist.

VII. Die Fouriertransformation der Faltung ist gleich dem Produkt der Fouri-
ertransformationen:

Fluxv) = F(u)F(v).

Das gilt fur beliebige mafiige Distributionen u, v, welche mindestens eine der
Bedingung E oder B der Ab.3.2 erfillen.

Schlieflich ist der Operator F’ eine echte Fortsetzung der klassische Fouri-
ertransformation auf den Raum der mafligen Distributionen und er besitzt
dieselben Eigenschaften. Wir werden diese Fortsetzung auch mit I bezeich-
nen und schreiben ebenfalls F™* statt (F*)'.

VIII. Fouriertransformation der Distribution mit kompaktem Trager.

Sei u eine Distribution mit kompakten Trager. Man kann u auf den Raum
E der beliebig oft differenzierbaren Funktionen auf R folgendermaflen fort-
setzen u(vy) := u(p), wobei ¢ € D eine Funktion welche mit v € £ in einer
Umgebung von supp u tiibereinstimmt. Die Fortsetzung ist gut bestimmt, weil
der Wert u(¢) nicht von der Wahl der Grundfunktion ¢ abhéngt. Fiir eine
andere Grundfunktion ¢ gilt die Gleichung u(p) = u(v), deswegen stimmen
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die Funktionen ¢, % in einer Umgebung von supp u tiberein. Man bestimmt
die Fouriertransformierte schlicht:

Pu)(€) = u(exp(~2mér)),
wobei die Funktion exp(—2mifx) beliebig oft differenzierbar ist. Man kann

die rechte seite fiir beliebig komplex ¢ € C bestimmen. Man nennt F'(u) die
Fourier-Laplace Transformation von wu.

Satz 3.4.1 (Paley-Wiener-Schwartz) Die Fourier-Laplace Transforma-
tion der beliebigen Distribution uw mit supp C [—a,a] ist eine ganze Funktion
u, so dafi die Ungleichung

a(O)] < C(lz] + 1)" exp(2maln]) (4.2)

fur eine g € R erfullt ist.

Umgekehrt ist eine ganze Funktion ¢(() gleich der Fourier-Laplace Transfor-
mation einer Distribution u mit Triger suppu C [—a,a] falls diese Funktion
eine Abschitzung (4.2) zuldsst.

Hilfsatz 1 Jede Distribution u mit Triger supp u C [—a, a] hat eine Darstel-
lung

(4.3)

wobei u; € Ly und suppu; C [—a,a] gelten.

Beweis des Hilfsatzes ist auf der folgenden Behauptung begrindet: das Funk-
tional wu ist stetig in Bezug auf eine Hilbertische Norm

q
el =D llelle.
0

Jetzt benutzt man der Satz uber der allgemeine Form des Funktionals. [
Beweis des Satzes. Wir rechnen die Fouriertransformierte jedes Gliedes der
Gleichung (4.3):

d]u]‘ :

F (—,ujd:zj> = (2n&) F(ujdx)

dz’
und wenden den Paley-Wiener Satz fir u; an. Der erst Teil des Satzes folgt
daraus. Fur den zweiten Teil des Satzes wir bemerken, dafl eine ganze Funk-
tion ¢ mit Abschatzung (4.2) definiert ein Funktional [¢g] € S’. Dank III
gibt es eine Distribution u € S’ so daB F(u) = g. Man prift die Inklusion
supp u C [—a, a] wie im Paley-Wiener Satz ( 1.5.1).01
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3.5 Berechnung der Fouriertransformation

Beispiel 8. Fouriertransformation der Delta-Distribution:

Fsude)(p) = Sude( F(p) = F(p)lama= [ = [1)p)

wobei [1] die Funktion f =1 als eine verallgemeinerte Funktion bezeichnet.

Danach gilt die Gleichung F'(dodx) = [1]. Es folgt daraus, daf}
P& dz) = [(2m¢)]
fii j = 1,2, .. gilt.

Beispiel 9. Wir berechnen die Fouriertransformation der Distibution [dx/x]

mit Hilfe der Gleichung (1.1):

P(15]) e (15]) 51

[d—x] (99):/ @,Eze‘l
v <lz|l<E ¥

eine gewohnliche Dichte ist. Wir haben

dx dx
Fl|— = exp(—2mifx)—.
<{ Z L) /e§|x|§E p( ¢o) Z

Wir erganzen den Weg des Integrals mit Halbkreisen |z| = E, |z| =€, 32 < O

wobei

falls £ > 0 gilt. Dann bekommen wir einen abgeschlossenen Weg ~ so,dafl
fw = 0 gilt. Das Integral iiber den grofien Kreis strebt gegen Null fur £/ — oo
und das uber den kleinen Halbkreis strebt gegen m: mal das Residuum des
Integranden im Punkt = 0. Das Residuum ist gleich 1, folglich ist der
Limes (5.1) gleich —me. Im Falle £ < 0 erganzen wir den Weg mit oberen
Halbkreisen. Der Limes (5.1) ist gleich mi. So erhalten wir die Gleichung

([4]) -

Im allgemeinen Fall kann man das folgende Verfahren benutzen. Wir wahlen
eine Folge von Funktionen h. welche die Bedingungen der Aussage 3.2.1
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erfillt. Dann konvergiert die Folge h.u, ¢ — 0 schwach in 5" gegen eine
beliebige maflige Distribution w. Die Fouriertransformation F : 5" — 5" ist
ein schwach stetiges Operator. Daher gilt die Gleichung

F(u) =1lim F(h.u)

wobei die rechte Seite als ein schwacher Limes gemeint wird. Die Fourier-
transformierte F'(h.u) ist nach dem Paley-Wiener-Schwartz Satz eine ganze
Funktion.

Beispiel 10. Wir berechnen die Fouriertransformation des Hadamardschen
Kernes N,. Das ist eine gewohnliche Dichte

:I;i_ldx
. (A)

Dies ist keine summierbare Dichte auf der ganzen Linie, aber das Produkt

fuir RA>0

N =

exp(ex )N, ist summierbar fiir beliebiges positives e. Wir wahlen eine beliebig
oft differenzierbare Funktion h, so dafl h(x) = exp(—z) fir @ > 0 und
h(z) = 1 fir < —1 und setzen h.(x) = h(ex). Die Folge h. erfilllt die
Bedingungen der Aussage 3.2.1. Das gibt die Gleichung

F(NT) =lm F(hN). (5.2)
Wir setzen RA > 0 voraus und berechnen das Integral

1
» ()

Die rechte Seite hat eine analytische Fortsetzung als eine Funktion von ¢
auf die untene Halbebene ¢ = & + i, n < 0, weil |exp((—2mi( — €)x)| =
exp((2mn — e€)x) < 1 fiir n < 0 gilt. Wir rechnen diese Fortseztung fiir £ = 0
mit Hilfe des Eulerschen Integrals:

F(h.NT)(&) = /OOO exp((—2mié — €)x)a " d.

1
» ()

Das stimmt mit der Funktion (—2mi( — ¢)™ auf der negative imaginéren
Achse tberein. Folglich sind die beiden analytische Funktionen in unteren

Halbebene gleich und die Gleichung

/OOO exp((2mn — e)x)a e = (2mn — )™

F(hNT)(€) = (—2mf — )7 = (=2m) (€ —e) ™"
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gilt. Diese Familie von gewohnlichen Funktionen hat einen schwachen Limes
fir ¢ — 0 in Raum S’ nach Ab.3.3. Der Limes ist gleich (2m2)7*(£ — 02)7*,
Eine Folge von verallgemeinerten Funktionen kann nicht zwei Limeten haben.
Deswegen folgt aus (5.2), daf

F(NT) = (=2m)™ & — 00) (5.3)

wobei (—1)7* = exp(—Am1/2) gilt. Beide Seiten sind ganze analytische Funk-
tionen von A, schlieflich gilt (5.3) auch fiir beliebige A.
Fiir die Hadamardsche Familie Ny = 227'dz/, (1) haben wir die Beziehung

, 1 (Ny) = N, wobei , _i(2) = —a eine Transformation in R ist. Aus
diesem Grund gilt die Formel

F(NT) = (2m0) (€ + 00) ™, (5.4)
nach Ab.3.1.1.

Bemerkung. Die Hadamarsche Distribution Hi ist homogene des Grades
A. In der Tat ist die Distribution eine homogene gewohnliche Dichte des

Grades A fiir RX > 0. Folglich gilt die Gleichung
L a(HY) = o HY

fur jedes a > 0. Die beiden Seiten haben analytische Fortsetzungen in Bezug
auf A, also gilt diese Gleichung immer fur beliebiges A\. Wir schlieflen daraus,
daB die verallgemeinerte Funktion (£4:02)" ist homogene des Grades ) (sieche
die Eigenschaft V) ist.

3.6 Distributionen mehreren Veranderlichen

Die vorigen Definitionen, Konstruktionen und Satze werden mit nattirlichen
Modifikationen auf den Fall der mehreren Veranderlichen ubertragen. Wir
nennen nur einige Punkte.

Wir definieren die Raume der Distributionen und verallgemeinerte Funktio-
nen auf den Raum R” fiir eine beliebige Zahl n. Es gibt die Gruppe A
der affinen Transformationen auf R”. Sie enthalt die Untergruppe 7 der
Schiebungen: Ty : @ — 2 + b und die Untergruppe G der linearen homogenen
Transformationen: , , : * — ax. Fine affine Transformation wird in einem
Raum der Funktionen und der Dichten mit den Formeln

A*(f) = flax +b), A*(fdx) = f(ax + b)| det a|dx
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dargestellt. Wir definieren die Darstellung der Gruppe A auf Distributionen
und verallgemeinerten Funktionen geméafl (1.3).

Sei ¢ eine positive quadratische Form q(z) = 1/23.7 ¢"z;x; auf R™ Sie
definiert eine Euklidische Norm ||z|| = 1/2¢(x) in R". Sei O(q) die Gruppe
der Transformationen A € Gl(n,R), die die quadratische Form ¢ erhalten,

d.h. ¢(Az) = g(x). Die Dichte

Rale) = | |le]*"p(a)dx (6.1)

R

ist lokal summierbar fiir ®A > 0. Im Falle n = 1 ist das gleich die Summe

HY + HY.

Satz 3.6.1 Die Familie der Distributionen (6.1) hat eine meromorphe Fort-
setzung Ry auf C mit den einfachen Polen in den Punkten A =0, —2,—4, ...
und es gilt
2172 (D)* Soda
Res_g RadA = 6.2
CS_ok L) k'7 (n/2 -I—k‘) ” ( )

wobel ,
. 1 B
q (D) = 5 Zqzjm

das Dualoperator ist (sieche Ab.2.5). Auch ist Ry eine O(q)-invariant ho-
mogene mdafiige Distribution des Grades A und gilt die folgende differentielle
Gleichung

46*(D)Ry = (A — 2)(\ — 1) Ry_s. (6.3)

Beweis. Wir wahlen eine orthonormales Koordinatensystem z, ..., z,, im Eu-

klidraum R”. Wir haben ||z||* = }_ 2? und ¢* = 1/4A, wo A das Laplacesche
Operator ist. Fir R > 2 gilt es

Alle]l* = MA +n = 2)[|=]*7%

Daraus folgt die Gleichung (6.3) fir RA > n + 2. Die Familie der Distribu-
tionen AR, ist gut bestimmt und holomorphe fiir ®A > 0. Deswegen kann
man die Familie ARy, in Halbebene RA > —2 holomorph fortsetzen. Die
Gleichung

ARy

Ry= —— 2t
T —n+2)

(6.4)
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folgt aus (6.3) und die rechte Seite eine meromorphe Funktion in der Hal-
bebene RA > —2 mit dem einfachen Pol A = 0. Falls n > 2 gilt, ist der Punkt
A = n — 2 kein Pol, weil der Zahler AR, = Adx verschwindet. Wir schlielen
aus derselbem Grund, dal A = 0 ist ein einfach Pol in dem Fall n = 2. Also
hat die linke Seite von (6.4) auch eine meromorphe Fortsezung in RA > —2.
mit dem einfachen Pol A = 0. Deshalb hat die Familie ARy 2 eine meromor-
phe Fortsetzung in der Halbebene RA > —4 mit dem einfachen Pol A = —2,
schliflich kann man die linke Seite auch in RA > —4 mit den einfachen Polen
A = 0,—2 meromorph fortsetzen und so weiter. Die Gleichung (6.3) ist zu
(6.4) equivalent. Die gewohnliche Dichte Ry ist fiir RA > 0 homogene des
Grades A, deswegen gilt die Gleichung , *(Ry) = ¢ R, fiir beliebige ¢ > 0 und
die Gleichung , % (R)) = R, fiir beliebige A € O(q). Dank meromorphischer
Fortseztung behalten auch diese Gleichungen fir alle A bei. [

Man kann eine normalisierte Familie bestimmen N Ry =, (A/2)7' R, (vergle-
iche mit der Familie Ny). Die normalisierte Familie hat eine ganz analytische
Fortsetzung, wobei

2 (D)FSoda

NR_,. =
2 L (E+k)

(6.5)

Satz 3.6.2 Fir beliebige A € C eine beliebige O(q)-invariante homogene
Distribution des Grades A ist gleich N R) mal eines Faktor C' € C

Tensorprodukt der Distributionen Sei R* = R™ x R* ein Produkt
des Raums. Wir bennenen die Koordinaten mit y = (y1,...,¥m) und z =
(21, ..., z) im entsprechende Faktoren. Man kann fiir jedes v € D'(R™) und
jedes v € D'(R*) ein Tensorprodukt bestimmen:

u@o(p) =uy(vop)), ¢ € DR (6.8)

wobei v,(¢) = v(p,) der Wert der v auf die Grundfunktion ¢,(2) = ¢(y, 2)
bedeutet. Das Ergebnis ist eine Grundfunktion ¥(y) € D'(R*). Das Produkt
(6.8) ist gut bestimmt und symmetrisch: wu,(v.(¢)) = v.(u,(¢)), wobei

supp(u * v) = supp u X supp v

Das Tensorprodukt erzeugt eine bilineare Abbildung
D'(R™) x D'(R*) — D'(R")
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welche schwach stetige fur jede Veranderliche ist. Das gilt auch fur die Raume
der verallgemeinerten Funktionen. Fur beliebige mafligen Distributionen u, v
das Tensorprodukt u @ v ist auch eine mafige Distribution, dabei gilt die
Gleichung

Flu®@v)=F(u)® F(v).

3.7 Fouriertransformation in R”

Die Konstruktionen und die Bestatigungen der Abschnitt 3.4 werden auf den
Fall mehreren Verandlichen ohne wesentlichen Wechseln tubertragen. Ins-
besondere gilt die

Aussage 3.7.1 Fur beliebige lineare Transformation A in R™ und beliebige
mafsige Distribution u gilt die Gleichung

F(A™(w) = B*(F(u)), B = (A)~ (7.1)
wobei A’ die konjungierte Transformation des Dualraums R™ bezeichnet.

Beweis. Wir priifen (7.1) zuerst fiir beliebige Grunddichte p = @dz. Wir
haben A*(p) = p(Ax)|det A|dx und

F(A*(p))(€&) = /exp(—me:z;)cp(Axﬂ det Aldz. (7.2)

Wir stellen y = Az, n = B unter und bekommen éx = Y &z = > ny; =
ny, deswegen das Integral (7.2) gleich

/ exp(—2miny)p(x)de = F(p)(7) = B(F(p))(6),

Q.E.D. Das zusammen mit (1.3) impliziert (7.1). I
Jetzt rechnen wir die Fouriertransformation der Familie R, .

Satz 3.7.1 Fur beliebige positive quadratische Form q auf R™ gilt die Gle-
ichung
9 /\—n/2d 9 —A
p (Cxse) ey _ i) .
» (A) , (nf2=2)

wobei n die duale Forme auf R™ ist.
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Fiir eine beliebige nichtsingulare quadratische g(x) = 1/23 .. q“x;x; wird
die duale Form 5 durch die Gleichung n(&) = 1/23"] ¢;;&:¢; definiert, wobei
die symmetrische Matrix ¢/ zur Matrix ¢;; invers ist und &, ..., &, die duales
Koordinatensystem in R™ bedeutet, i.e. £z = (x) = Y ;. Insbesondere
fir g(z) = 1/2||x]|* ist die duale Form gleich n(&)) = 1/2||€]|*, wo ||£]| die

Dualnorm auf Dualraum bezeichnet. So erhalten wir die Gleichungen

(WAl de (A
F( 03 )‘7<<n—A>/2> (74)

und

e (LAY _ R .
, (A/2) » (R =2)/2)

Beweis. Die Distribution N R, ist homogene des Grades A und invariant
in Bezug auf beliebige Transformation A*, a € O(q). Es folgt aus Aussage
3.7.1, daB die Fouriertransformation ist homogene des Grades —A und in-
varinat in Bezug auf beliebige Transformation B*, A € O(q) (siehe (7.1)).
Die Transformation B behalt die duale quadratische Form n und umgekehrt
fiir beliebige lineare Transformation B so dal n(BE) = n gehort die Matrix
A = (B')~! zur Gruppe O(q). ist in Bezug auf diese Gruppe invariant. Daher
ist die verallgemeinerte Funktion 7" auch O(5)-invariant. Das ist eine homo-
gene Funktion des Grades A. Das gilt auch fur die meromorphe Fortsetzung
Ry der Familie " und jede O(5)-invariante homogene Singulare Funktion v
des Grades — X ist gleich en™, A # n/2,n/2—1,n/2—2, ... fiir eine Konstante
¢ gemafl der Aussage 3.6.2. Das impliziert, daf3

F(R\)dE = c(\R, (7.6)

fiir eine meromorphe Funktion ¢()), wobei R} die Familie der O(n)-invarianten

Distributionen auf R™. Die Gleichung (7.6) bedeutet, daf}

BA(F(p)) = (M RZ\(p), p€ S (7.7)

Wir stellen p = exp(—27n)d¢ in (7.7) unter und bekommen F'(p) = exp(—2mq(x)),
gemall Kapitel 1. Wir setzen, dafl n/2 > A > 0 voraus. Dann haben wir in
beider Seiten die gewohnliche Integralen:

| ot P expl=2mgade = e(3) [ n() expl=2mne)) e

Tk
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Wir rechnen beiden Integralen und finden

 (3)

)

c(N) =

Die rechte Seite ist auch eine meromorphe Funktion, so stimmen beide Seite

fiir alle A tiberein. Daraus folgt (7.3). &

3.8 Zerlegung der Delta-Funktion in ebene
Wellen

Sei U C R" eine offene Untermenge. Man bestimmt der Raum der Distribu-
tionen D'(U) auf U wie in Ab.3.1. Der Grundraum D(U) ist der Unterraum
von D(R") der Grundfunktionen ¢, dessen Trager zu U gehort. Eine Folge
der Grundfunktionen ¢, £ = 1,2, ... konvergiert gegen ein Element ¢ € D,
falls

L. c,ogj) = ), k — oo gleichmaBig fiir beliebig .

II. Usupp ¢k gehort zu eine kompakte Menge K C U. Der Raum D'(U)
der linearen stetigen Funktionalen auf D(U) ist der Raum der Distributio-
nen auf U. Der Grundaraum D(U) der Grundichten ist der Raum der glatte
Dichten p mit kompaktem Trager. Man kann beliebige Dichte p in der Form
p = @dx, ¢ € D(U) darstellen, wobei dx ein Lebesguesches Mafl (oder ein
beliebiges glattes positives Mafl in R") ist. Ein lineares stetiges Funktional
v: D) — C auf den Raum der Dichten heifit verallyemeinerte (oder sin-
gulare) Funktion in U.

Der Trager einer Distributionen oder verallgemeinerte Funktion v ist eine
abgeschloflene Menge supp v C U, die wie in Ab.3.1 definiert ist.

Beispiel 11. Delta-Funktion auf eine Flache. Sei F' C U eine glatte Hy-
perflache in einem Gebiet U C R™ Sei f: U — R eine glatte Funktion, so
dafl F' die Nullniveauflache der f ist: F' = f~'(0), wobei df nirgends auf F

verschwindet. Man bennent das Funktional

or(p) =lim el (8.1)

die Delta-Funktion auf Hyperflache F'. Falls der Raum R™ mit einem Skalarpro-
dukt versehen wird, hat man die folgende Gleichung

wdS

Selp) = [ 222

r(p) /Fugradfu’
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wobei p = ¢dz gilt und dz, dS die FEuklidische Mafie in R™ beziehungsweise
in F'sind. Man kann auch die Ableitungen der Delta-Funktion von der Linie
R zu U hintubertragen.

Urbild verallgemeinerter Funktionen einer Verandlichen. Wir set-
zen, dal df nirgends in U verschwindet voraus und betrachen die Operation

pﬁfz/m
!

die eine Dichte p € D(U) zu eine Dichte 7 € D(R) verwandelt. Hier setzen
wir 7 = bdy, wobei

b@*iﬂuﬁ‘ Fly) = /() (3.2)

Der Bruch p/df bedeutet eine Form o der Ordnung n — 1, so dal df Ao =p
und die Hyperflache ' mit dem kovektor df koorientiert ist. Mit Hilfe einer
Koordinatensystem vy, = f, ya, ..., 4y, berechnet man

p = pdx = ¢|det J|dydys...dy,,, o = | det J|dy,...dy,,

wobei J = dx/dy die Jacobische Matrix ist. Die Form o ist eine Dichte auf
F und wenn wir f zu —f tauschen, bleibt diese Dichte fest. Deshalb hangt
das Integral in (8.2) von der Orientation der Flache F' nicht ab, so ist 7 eine
Dichte auf R . Sie ist glatt und hat einen kompakten Trager. Insbesondere
ist die Gleichung (8.1) zur folgende aquivalent:

or(p) = /F C%m oF = f*(do)

Im allgemeinen, fiir beliebige verallgemeinerte Funktion w € D'(R) bennenen

wir das Funktional
ree=o([0)

das Urbild der w bei der Abbildung f oder fliche Welle mit der Phase f
und dem Profil w. Man bennent das Funktional f* ebene Welle, falls die
Funktion f lineare ist. Dann gilt die Gleichung f(x) = £z, £ € R™.
Beispiel 12. Wir setzen



Diese Funktionalen heiflen die Ableitungen der Delta-Funktion auf F'.
Zerlegung radialer Funktionen. Wir wahlen eines Skalarprodukt auf R”

mit einer Norm ||z||. Dann ist das duale innere Produkt auf den Dualraum
R™ auch fest.

Satz 3.8.1 Fur beliebige A € C qilt die Gleichung

[l]* _ (ﬁ) /(wxl—l—O)Adw (8.3)

, (A%) o3

wobei (w:m—l—())A die Urbild der verallgemeinerten Funktion Z/\(t—OZ)/\ bet der
Abbilding t = wx bezeichnet.

Beweis. Mit Hilfe des Satzes 3.7.1 schreiben wir die linke Seite in folgende
Form:

EI ——" -

(()\—I—n)/Q) F(NR",), (8.4)
wobei N R} die Familie der radialen Distributionen wie NE, auf den Du-
alraum bezeichnet. Wir stellen die Dichte R*, = , (=A/2)7Y|¢||7*"d¢ =
|1€|I7*1d][€]|dw in Polarkoordinaten ||£||,w dar, wobei dw das Lebesquesche
Maf} auf die einheit Kugelflache 2 bedeutet. Wir "schneiden” diese Dichte
in infinitesimale Sticke entlang die Strahlen ¢ = 7w, 7 > 0. wenden die
Fouriertransformation an. Jede Stick gibt eines divergentes Integral

/ 7 exp(—2mirwa)dr
0

welche eine ebene Welle in R™ mit der Phase wz ist. Um das divergente
Integral zu vermeiden betrachten wir beide Seiten (8.4) wie Distributionen:

NRysn(ip) = _AA;/; / ( / / e 27T@§:1;)<p(:1;)d:1;d7’> du

(8.5)
Wir wollen die Integralen uber den Strahl 0 < 7 < oo und uber R™ um-
tauschen. Dafiir wahlen wir Euklidische Koordinatensystem x4, 2’ = (22, ..., x,),

so daf xy = wa gilt. Wir voraussetzen, dafi die Grundfunktion ¢ = (x4, 2’)
eine analytische Fortsezung ¢(z1,2'), z1 = x1 + y1¢ in einem Streifen y, <
y; < 0 hat, so daBl ¢(z;,2") = O(z;?). Wir kénnen dann der Integrand
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in (8.5) mit Hilfe des Cauchysche Satzes fiir eine beliebige y1, y, < y1 < 0
folgendeweise darstellen

/Oo/ = /R /Oo exp(—2mir(zy 4+ y12))7 " Hdrp(xy +yie, 2 )dzyde’, (8.6)
o Jrn n Jo
Wir berechnen das integral iiber den Strahl wie in Ab.3.5:
/Oo exp(—2miT(zy +yn))dr = C(N)zy, C(A) =, (=A)(2m).
0
Darum ist (8.6) gleich

C(N\) / 222y )dy (8.7)

ist, wobei ¥(z1) = [(z1,2')da’ gilt. Die Dichte o = t¢dx; ist genau das
Bild der Dichte p bei der linearen Abbildung f,(z) = wz, i.e.

”:/ffp)‘

Deswegen ist das Integral (8.7) gleich den Wert auf @dx einer ebenen Welle
mit Phase wa und mit einem Profil w, so daf

w(o) = C()\)/:_ Zf;/)(zl)dxl

gilt. Man kann gegen Limes fur e — 0 tibergehen, schlieBlich ist das Ingeral
gleich (z; — 02)*(o) (sieche Ab.3.3). Deswegen finden wir das Profil in der
Form w = C(A)(t — 02)*. Aus (8.5) folgt die Gleichung

NRyy, = %/ﬁ(wx — OZ)Adw = 277571/_724_)1 /Q(wxz + O)Adw, (8.8)

wobei (w1 + 0)A ist das Urbild des verallgemeinerten Funktion (ZZ)/\. Die

letztere ist der Grenzwertes der Funktion (22)* von C_. Dabei benutzen wir
auch die klassische Formel /7, (22) = 27", (2), (2 4 3).

Nun werden wir die Voraussetzung tuber die Grundfunktion ¢ los. Zuerst
stellen wir fest, dafi diese Voraussetzung fiir beliebige Funktion ¢ = F(8), 6 €
D erfullt ist. Tatsachlich hat die Funktion ¢ eine ganz analytische Fortset-
zung in C in Bezug auf jegliche Koordinate xy,2s,.... Diese Fortsetzung
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ist in jedem Streifen beschrankt ist. Das folgt aus dem Paley-Wiener Satz
1.5.1 (oder 1.7.2). Noch mehr besitzt die Funktion 2{¢(z) fiir beliebiges j
auch diese Eigenschaft, weil die Dichte 8 beliebig oft differenzierbar ist (siehe
Satz 1.7.1). Deshalb zulaBt die Fortsetzung ¢(z1,2') der Funktion ¢ die Ab-
schatzung O(z]”) fiir belieniges j in jedem Streifen.

Fir eine beliebige Funktion ¢ € S ndhernen wir die Funktion § = F*(p)
mit eine Folge der Grunddichten 6, € D (siehe die Aussage 3.5.1 und eine
Verallgemeinerung auf R"). Die Folge ¢ = F(0;) konvergiert gegen ¢ auch
in S, weil die Fouriertransformation F* : S — S ein stetiges Operator Ist
(siehe Ab.1.6). Die Gleichung (8.8) gilt auf jede Grunddichte p, = prdz. Die
beide Seiten von (8.8) sind stetige Funktionalen iiber der Raum S und die
Gleichung gilt fiir jedes pg. Deswegen gilt die Gleichung (8.8) auch fiir p. [
Bemerkung. Das numerische Faktor , ((1 — A)/2) hat die Polen in den
Punkte A = 1,3,5,... und gleichzeitig verschwindet das Integral, weil die
Beitrage der Punkten w und —w sich reduzieren. Man kann die Zerlegung
(8.3) in andere Form schreiben, wobei A = 1,3, ... keine Polen werden.

Folgerung 3.8.1 Fur beliebiges A € C gilt die Gleichung
E 1 / \
— = |lwz | dw (8.9)
L35 2 () e

Y

wobei [wx|* das Urbild der verallgemeinerten Funktion |t| = H,,(t)+H (1)
bei der Abbilding t = wx bezeichnet.

Beweis. Wir substituiren w statt —w in (8.3) und erhalten derselbe Ergebnis.

Daher HA

) ’(‘L) N 27[-_%-_17 (%) /Q S/\(wx)dw (83)

2
gilt, wobei

A
sa(t) = %[(t — 00 + (=t — 0)"].
Fir RX > 0 erfiillt die Gleichung
A A
Mt —00)" + (=t — 02)] = 2cos 7T7|t|A = 2 cos %[H;’_I_l + H; ]

Sie gilt fur beliebige A € C, weil die beide Seiten die analytischen Fortset-
zungen zulassen. Mit Hilfe der klassischen Formel

() ()i
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erhalten wir (8.9).0
Nun zerlegen wir die Delta-Funktion in ebene Wellen.

Folgerung 3.8.2 Flir beliebige n gilt die Gleichung

(7;2;)?’ /Q(wxz +0) " dw. (8.10)

Beweis. Wir bewertigen (8.3) im Punkt A = —n mit Hilfe (6.5). I

50:

Folgerung 3.8.3 Flir beliebige gerade n = 2m gilt die Gleichung

e ]

Fiir ungerade n = 2m 4+ 1 haben wir die Darstellung

_ =" (n—1)
do = W/Q(SO (wa)dw.

Hier wird das Urbild der verallgemeinerten Funktion [1/¢]"=") bei der Ab-
bildung ¢ = wa durch [1/wz]™ Y bezeichnen. Die Bezeichnung §"~Y(wz)
ist ahnlich. Bemerken, daf§ die beide Funktionen sind gerade, so kann man
statt der Kugelflache nur tber eine Halbkugelflache integrieren.

Beweis. Fiir gerade n ist die linke Seite von (8.10) ein reelles Funktional,

weil §(p) € R fiir jede reelle Dichte gilt. So kann man nur der reelle Teil der
rechte Seite betrachten. So kann man statt (n — 1)!(wzi+ 0)™" die Summe

W[(wm +0)7" + (wae —0)7"]

unterstellen. Sie ist gleich (—1)"*'[1/wx]®™=Y fiir gerade n = 2m und ist
gleich (—1)"8=Y(wx)/2 fiir ungerade n = 2m + 1 gemah (3.4).

3.9 Grundosungen

Sei p(D) ein Schiebungsinvariant Differenzialoperator, d.h. ein Operator, die
mit aller Schiebungen T, umtauschbar ist. In jeder linear Koordinatensystem
x1,..., T, hat das Operator konstanten Koeffizienten:
, : B . . .
p(D)=> p D', p€C D'=———0 |jl=ji+..+jn

dxy...0xy
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Eine Distribution (oder verallgemeinerte Funktion) E heift Grundlosung
oder fundamentale Losung fiir p(D), falls die Gleichung

p(D)E = Sodx

oder p(D)E = §y erfiillt ist.

Aussage 3.9.1 Sei E eine Grundlosung fir p(D). Fir eine beliebige Dis-
tribution v mit kompaktem Trager ist die Distribution u = Exv eine Losung
der Gleichung

p(D)u = v.

Beweis. Wir haben p(D)(E *v) = p(D)E * v = §odx * V = 0 gemafl (1.5)
und (1.6).0

Beispiel 13. Fiir das Laplacesche Differenzialoperator A = >~(9/dxz;)* gibt
es kugelsymmetrisch Grundlosung:

Folgerung 3.9.1 Die Funktion

n 2—n
Bl

En() = 2(2 —n)m2

1
Bala) = o= log o]
ist eine O(n)-invariante Grundlosung fur A in R™.

Beweis. Das Operator 4A ist dual zur quadratische Form ||z|[*. Daher folgt
die Gleichung AFE, = §o fiir n > 2 aus (6.3) und (6.2). Im Falle n = 2
schreiben wir die Gleichung (6.4) in die Form AS(A) = ARy\;2 wo S(XA) =
AR(A) ist eine analytische Funktion im Punkt A = 0. Wir differenzieren in
Bezug auf A und setzen A = 0:

0
S(0) = Axsllzl*h=o = A(log 1)

Jetzt bemerken wir, dal S(0) = Resg R\ = 27dodz gemafl (6.2). O
Bemerken, da} F, fur n > 2 eine homogene Grundlosung des Grades 2 —n
ist. Es gibt keine andere Grundlosung des Grades 2 — n. Es gibt keine
homogene Grundlosung in dem Fall n = 2.

Beispiel 14. Sei ¢ eine quadratische Form in R” von Signature (1,n — 1).
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Sei ¢+ = max(q,0) und ¢ eine lineare Funktion so dafl ¢y = 0, auf der
Hyperebene t(z) = 0. Wir bertachten die folgende Familie der gewohnlichen
Dichten

1 A—n
|det ¢|2 ¢,.° dx
Q= e(t) n_ _n
(27T)2 17 (%)7 (/\T + 1)
wobei 0(t) = 1 fiir > 0 und sondern 6(¢) = 0 gilt. Das ist eine holomorphe

Familie der Dichten in der Halbebene RA > n — 2 mit Trager im Kegel
K+ = {q() > 0, 1(x) > 0}.

Satz 3.9.1 (M.Riesz) Diese Familie hal eine ganze analytische Fortset-
zung )y, wobet )y immer eine mdfiige homogene Distribution des Grades
A mit supp Q\ C Kf. Die Gleichungen

Q/\ * Qu — Q/\-l—;m (91)
(o = dodzx, (9.2)
L&\ = Qxr-s, (9.3)

gelten, wobei O das dual Differenzialoperator zur Form q bezeichnetl (siche

Ab.2.5).

,RA>n —2

Beweis. Wir betrachten zuerst die quadratische Form

q(z) = l(:ch — ) — ... —x). (9.4)

Die Faltung in (9.1) ist mit dem Verfahren der Ab.3.2,IT bestimmen wird.
Die Gleichung (9.1) ist zuerst fiir RA > 0, Ry > 0 gepriift wird. Sie gilt
auch fur alle A\, 4 dank der analytische Fortsetzung. Man kann direkt die
Gleichung (9.2) beweisen.

Man kann eine beliebige Form ¢ von Signature (1,n — 1) mit Hilfe einer
lineare Transformation A € Gl(n,R) in Form (9.4) bringen, wobei det A =
| det ¢|~'/% gilt. So gilt (9.1)und (9.2) auch fiir ¢. Man priift (9.3) mit der
Methode des Satzes 3.6.1. [

Bemerkung. Jede Distribution @), ist invariant in Bezug auf die allge-
meine orthochrone Lorenz Gruppe L. Die allgemeine orthochrone Lorenz
Gruppe L' ist die Gruppe der Transformationen A € Gl(n,R), so daf
q(Az) = q(z), A(K}) = K. Insbesondere im Fall n = 4 ist LT die
eigene orthochrone Lorenz Gruppe, wobei t als die Zeit-Variable betrachtet
wird. Die Distributuon @ ist offenbar invariant fiir ®A > 0 und bleibt auch
invarinat fur beliebige A dank der analytische Fortsetzung.
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Folgerung 3.9.2 Die Distribution F, = ()5 ist fur beliebige n eine Grundlosung
fur das Operator 0.

Insbesondere fiir die Form(9.4) ist das Dualoperator gleich dem Wellenoper-
ator
s 1 [ 0? 0* 0?
T2 922 922 T 922
Der Trager der Distribution F, ist gleich dem Kegel K, fir ungerade n
(der Kegel der Zukunft oder der Vergangenheit). Das ist zum Huyghenssche
Prinzip equivalent. Fur gerade n > 4 ist der Trager gleich ier Kegelflache
g(z) =0, t(x) > 0. Das folgt aus dem Fakt, dafi die Dichte in—n)/z ein Pol
im Punkt A = 2 hat, wobei der Bruch
A—n
tq,?
(54D

aufler der Kegelflache verschwindet. Insbesondere gilt die Gleichung

o(t)
Ey = —(q).
4 Ar (q)
Das ist das Huyghens-Hadamardsche Prinzip.
Dividierung durch eines Polynom Sei p(x) eines Polynom in R™. Die
Dichte dz /p gehort im allgemeinen nicht zu Lj,.. Man nennt eine Distribution
[dx /p] Regularisierung des Bruchs, falls die Gleichung

4]

erfilllt. Der Bruch [dz/q] ist eine gewohnliche Dichte, falls ¢(x) eine pos-
itive quadratische Form ist und n > 2. Falls n = 2 kann man eine Reg-
ularisierung mit Hilfe der Familie (6.1) bestimmen kann, wobei der Punkt
A =n—2=0 ein Pol der Familie R, ist. Wir setzen [dx/q] = So, wobei S
der regular Teil der Entwicklung der Familie in Punkt A = 0 gleich ist, d.h.
Sy = hm/\_m Ry — bt Resy K.

Falls der Polynom p nur einfache reelle Wiirzel hat, kann man eine Regular-
isierung mit Hilfe einer Formel wie (1.1) bestimmen.

Satz 3.9.2 Fur beliebiges Polynom p £ 0 gibt es eine Regularisierung der
Dichte [dx/p)].
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Der Beweis ist kompliziert. Es gibt keine Unitat, falls p zumindest eine reelle

Wurzel hat.

Folgerung 3.9.3 Fir beliebige Differenzialoperator p(D) # 0 mit konstan-
ten Koeffizienten ¢ibt es eine maffige Grundlosung E.

Beweis. Wir setzen
p(2mé) = piem)ld. ¢ =gt gr

Die Funktion ¢(§) = p(2mif) ist ein polynom in R™, so existiert eine Dis-
tribution [d¢/q], welche der Gleichung ¢[d¢/q] = d€ geniigt. Wir setzen
E = F*([d¢/q]) € 5" und berechnen

d¢
p(2mif)

P01 = 1 (seme) | 25| ) = F(1de) = 60
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4.1 Mannigfaltigkeiten und Abbildungen

Definition. Sei M ein topologischer Raum und U C M eine offene Unter-
menge, R” einer Koordinatenraum mit Koordinaten zy, ..., z,, V eine offene
Untermenge in R™. Ein Homeomorphismus ¢ : /' = V nennt sich eine Karte
auf M mit dem Gebiet U C M und die Funktionen z; - ¢, ..., , - p nennen
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sich die Koordinaten * auf U. Eine Menge {(U,,,)} der Karten heifiéin
Atlas, falls UU, = M. Sei (U, ¢), (U',¢") die Karten auf M. Die Abbildung

VrpUNU) = UNU

so daBl ¢ - ¢ = ¢ heifl Verbindungshomeomorphismus. Das Verbindung-
shomeomorphismus ¢’ fiir das Paar (U, ), (U’,¢') ist gleich dem inversen
Homeomorphismus 1.

Wir fixieren eine Zahl r, r = 1,2, ..., 00. Die Karten sind C"-vereinbar, falls
die Verbindungshomeomorphismusen ), ¢! zur Klasse C" gehoren. Das im-
pliziert, dafi entweder U N U' = § oder dimp(U) = dim'(U’) gilt. Ein
Atlas A ist von Klasse €7, falls jedes Paar der Karten aus A C”-vereinbar
ist. Man sagt, da} ein Atlas von Klasse C" auf M eine Struktur von C"-
Mannigfaltigkeit auf M definiert. Ein beliebiges Atlas A’ auf M definiert
dieselbe Struktur, falls die Vereinigung AU A" auch ein C”-Atlas ist.

Eine C"-Mannigfaltigkeit M hat in einem Punkt = die Dimension n, (dim, M =
n), falls sie eines Koordinatensystem x4, ..., ,, in einer Umgebung des Punk-
tes x hat.

Wir bennenen eine Mannigfaltigkeit M glatte, falls M von Klasse €' ist.
Weiter betrachten wir nur glatte Mannigfaltigkeiten.

Beispiele. Die Mannigfaltigkeiten M = R", S™ sind glatte. Der n-Torus 7"
ist glatt.

Wir benennen mit £(V), V. C R”™ der Raum beliebig oft differenzierteren
(glatten) Funktionen in V.

Untermannigfaltigkeiten. Eine beliebige offene Untermenge M’ einer
glatten Mannigfaltigkeit M ist auch eine glatte Mannigfaltigkeit mit dem
Atlas A’, der Karten (U N M’',¢"), wobei (U,¢) € A(M) gilt und ¢’ die
Beshrankung des Homeomorphismuses ¢ auf U N M’ bedeutet.

Die folgende Aussage zeigt andere Klasse der Untermannigfaltigkeiten.

Aussage 4.1.1 Sei M cine glatte Mannigfaltigkeit mit einem Atlas A und N
eine abgeschlossene Untermenge von M, so dafl fir jede Karte (U, ) € A ist
der Durchschnitt o(UNN) gleich der Menge der Losungen des Gleichungsys-
tems

filzg)= .= flz)=0,2 €V =) (1.1)
wobei fi, ..., fm € EV) gilt und die Formen dfy,...,df, linear unabhingig
sind. Die Menge N hat eine Struktur der glatten Mannigfaltigkeit, wobei
dim, N = dim, M — m gilt.es

!Das symbol f - g bedeutet Komposition der Abbildungen f und g
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Beweis. Das System (1.1) hat eine allgemeine Losung
T = gl($/)7 ceey Ly = gm($/)7 x/ — (xm+17 ‘”7xn)7

in eine Umgebung V, von einer beliebigen Punkt y € o(N) N U, wobei
Ty, ...., T, eine Koordinatensystem in V und ¢, ..., g,, glatte Funktionen in
einem Gebiet V! C R™ sind. Das folgt aus Implizitfunktionsatz. Sei W =
e M V) und o = 7 - : W 5 V' wobei 7 : R - R"™™ eine Koordi-
natenprojektion benotigt. Wir betrachten (W, 1) als eine Karte auf N. Alle
Karten wie (W, ) sind vereinbar, denn die Funktionen ¢, ..., g, sind glatte.
O

Die Algebra £(M). Eine Abbildung f : M — R heifit eine glatte Funk-
tion auf Mannigfaltigkeit M, falls fiir jede Karte (U, ¢) auf M die Funktion
f=fe ' o) = R zum Raum £($(U)) gehort. Die Menge £(M) der
glatten Funktionen ist ein R-Vektorraum und auch eine Algebra mit punk-
tweise Multiplikation (f,g) — fg. Die Algebra £(M) ist hinreichend reich.
Insbesondere, fiir beliebige Karte (U, ¢) auf M enthalt sie die Unteralgebra
D(U) allen glatten Funktionen f in U mit kompaktem Trager supp f C U.
Abbildungen der Mannigfaltigkeiten. Sei M, N Mannigfaltigkeiten.
Eine stetige Abbildung f : M — N der topologischen Raume heifit Ab-
bildung der Mannigfaltigkeiten, falls fiir beliebige Karte (¢p : W — V C R™)
auf N die Abbildung

f=d f (W) —=R"
glatte ist, d.h. fi,..., fr € E(STH(W)), wobei f= (f1s.oy fn) gilt. Die Kom-
position der glatten Abbildungen f : M — N, g : N — P ist auch eine glatte
Abbildung g- f: M — P.
Definition. Das direkt Produkt der Mannigfaltigkeiten M, M’ ist das topo-
logiche Raum M x M’ mit dem Atlas {(UxU’, o x¢")}. Dabei gilt dim,, ,» M x
M' = dim, M + dim,» M".

4.2 Tangentiale Vektorfelder und Lie Ableitung

Definition. Ein tangentiales Vektor t auf M in einem Punkt x ist ein lineares

Funktional ¢ : £(M) — R, so daf
t(ab) = t(a)b(x) + a(x)t(b). (2.1)
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Der Raum der tangentialen Vektoren im Punkt « wird Tangentialraum im x

bennent und durch T,(M) bezeichnet.

Aussage 4.2.1 Fir eine belicbige Karte (U, @) und einen beliebigen Punkt
x € U ist das Funktional

" of

1

ein tangentiales Vektor t € T,(M), wobei xy, ..., x, eines Koordinatensystem
auf o(U) ist. Umgekehrt, ist ein beliebiges tangentiales Vektor in Form (2.2)
darstellbar.

Definition. Ein lineares Funktional ¢ : T,(M) — R heifit kotangentiales
Kovektor oder Differentialform von Ordnung 1.

Der Dualraum T (M) des Tangentialraums T,(M) heift der Kotangential-
raum. Die Aussage 4.2.1 impliziert dim T, (M) = dimT*(M) = dim, M.
Definition. Ein Vektorfeld auf M ist eine lineare Abbildung v : £(M) —
E(M), so dafi die Leibnitzsche Gleichung

v(fg) =v(f)g+ folg) (2.3)

fiir beliebige f,g € £(M) gilt.

Fur eines beliebigen Vektorfeld v und einen beliebigen Punkt « € M ist das
Funktional v, : f — v(f)(x) ein tangentiales Vektor. Schlieilich haben wir
eine Darstellung v = > v;(2)0/0z; in einer beliebigen Koordinatensystem.
Ein Punkt @ € M wird Fizpunkt des Vektorfeldes v bennent, falls v(x) = 0.
Das ist equivalent zu vy(2) = ... = v,(a) = 0.

Aussage 4.2.2 Fur beliebigen Vektorfelder u,v auf M ist der Kommutator
[u,v] := uv — vu auch ein Vektorfeld.

Beweis. Offenbar ist der Kommutator ein linearer Operator. Wir berechnen
mit dem Leibnitzschen Axiom (2.3):

[u,v](fg) = u(v(f)g + fo(g)) —v(u(f)g + fulg)) =
= wv(f)g+ fuv(g) —vu(f)g — foulg) = [w,v](f)g + flu,v](g).
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Folgerung 4.2.1 Der Raum V(M) der Vektorfelder auf M ist eine R-Algebra

Lie.
Beweis. Eine R-Algebra Lie ist ein R-Vektorraum mit einer bilinear Opera-
tion [-, -], so daBl die folgende Axiomen
v, u] = =[u, v],
[u, [0, w]] + [w, [u, o] + [v, [u, w]] = 0

erfilllen. Die beiden Axiomen folgen unmittelbar aus der Konstruktion der
Klammern.[

Tangentiale Abbildung. Eine beliebige Abbildung f : M — N bewirkt
einen Homomorphismus der Algebren f*: £(N) — £(M). Sie bildet jedes
tangentiales Vektor ¢ : £(M) — R in einem linearen Funtkional s = ¢f* :
E(N) — R. Das erfiillt auch die Leibnizsche Gleichung (2.1), folglich s €
T4 (y(N) gilt. Damit bekommt man ein lineares Operator

Das heifit der Differential der Abbildung f im Punkt x. Sei
Dfy: Ti)(N) — T7(M) (2.4)
das Dualoperator. Das bedeutet, dafl

Df(r)(t) = 7(Df(1))

fiir beliebige t € T,(M), T € TJT(I,)(N).

Definition Ein Punkt @ € M heifit kritisch fiir eine Abbildung f: M — N,
falls rank D f, < dimy) N gilt.

Dynamisches System. Sei M eine Mannigfaltigkeit und M’ eine offene
Untermenge von M. Wir betrachten eine glatte Abbildung

G:M x(—e,e)—= M

so dafl G(x,0) = x gilt. Fir eine beliebige glatte Funktion f auf M ist
G*(f)(x,1) eine glatte Funktion auf M’ x (—¢,¢), wobei G*(f)(x,0) = f(x)
gilt. Die Ableitung d/dt G*(f)(x,0) ist auch eine glatte Funktion auf M.
Wir bennenen deise Funktion durch v(f), wobei v : £(M) — £(M’) eine lin-
eare Abbildung ist. Sie erfullt den Axiom (2.3) und man kann einfach priifen,
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dal v eines Vektorfeld auf M’ ist. Das heifit die Ableitung der Familie der
Abbildungen ¢:(x) = G(x,1).
Wir betrachten ein umgekehrtes Problem. Sei v ein Vektorfeld auf eine Man-
nigfaltigkeit M und .
o= = (25)
die entsprechende gewohnliche Differentialgleichung. Sie hat eine beliebig oft
differenzierbare Losung y = y(¢,x), —e < t < ¢ fiir beliebige Anfangsbedin-
gung x € M. Die ist eine beliebig oft differenzierbare Funktion von z. Die
Losung erzeuget eine Familie der glatten Abbildungen ¢; : @ — y(t,z). Fir
eine beliebige kompakte Menge M’ C M gibt es eine positive Konstante ¢,
so daf} die Abbildung ¢(t) : M’ — M fiir beliebig ¢, |t| < & bestimmt. Noch
mehr ist die Abbildung ¢; : M" — g,(M’) invertierbar. Die Familie g(t) heifit
der durch das Vektorfeld v erzeugend Flufi oder Dynamisches System.

Hilfsatz 1 . Fir beliebige Punkt y € M, welche kein Fizpunkt des Vektor-

feldes v ist, gibt es eine Koordinatensystem (x1,..., %) in einer Umgebung
von y, so daf$ die Gleichungen

v=20/0x1, (@1, )= (x1+1, 29, .., Tp) (2.6)
gelten.

Beweis. Wir wahlen ein kleines Stick der Hyperflache H durch den Punkt
y, die nicht tangentiale zu v(y) ist. Die Losung y(¢,2), * € H der Gleichung
(2.5) mit y(0) = y ist eine glatte Abbildung Y : (—¢,¢) x H — M, wobei das
Jacobian J = det(dy/d(t, ) im Punkt (0,y) verschwindet nicht. Schlielich
ist die Abbildung Y : (—¢,e) x H — W, W = Y (—e,¢) x H) invertierbar,
falls das Stick H hinreichend klein ist. Dabei ist das Bild W eine offene
Umgebung des Punktes y. Seien yy,...,9,,—1 eines Koordinatensystem auf
H. Die Funktion x; = ¢ zusammen mit Funktionen y1(y), ..., ym—-1(y) bilden
eines Koordinatsystem auf W, so dafl (2.6) erfiillt. [

Lie Ableitung. Fiir ein beliebiges geometrisches Objekt v auf M kann man
die Familie der Objekte v, = ¢7(v) auf M’ betrachten. Die Ableitung

d
Lv(’Y) = E%

bennent sich Lie Ableitung des Objektes v entlang des Vektorfelds v. Man
kann die Lie Ableitung fir Funktion, Vektorfelder, Differentialformen u.s.w
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anwenden. Insbesondere die Lie Ableitung einer glatten Funktion f ist gleich

v(f)-

Aussage 4.2.3 Fur beliebiges Vektorfeld v gilt die Gleichung
L(a) = [o, ] .7)
qgilt.

Beweis. Die beide Seiten von (2.7) hangt nicht von der Wahl des Koordi-
natensystem. Sei y € M kein Fixpunkt des Feldes v. Es folgt aus (2.6) daf
g;(0/0x;) = 0/0x;, 7 =1,...,n und,

gr(u) =Y g (u;)0/dx;,

schlieBlich L,(u) = > v(u;)0/0x;. Wir berechnen das Kommutator: [v, u] =
vu—uv =y (v(u;) —u(v;))9/0x;. Die Ableitungen u(v;) verschwinden weil
die Koeffizienten v; konstant sind. Das impliziert (2.7) im Punkt y

Die Gleichung (2.7) gilt auch fiir jeden Punkt y € suppV, weil y = lima,
gilt, wobei z,, p = 1,2, .. kein Fixpunkt des Feldes v ist und die beide Seiten
von (2.7) stetige sind. Die beide Seiten verschwinden ausserhalb supp v,

schliefilich gilt (2.7) tiberall. [J

4.3 Differentialformen

Sei £(M) die Algebra der glatten Funktionen auf eine glatte Mannigfaltigkeit
M. Wir bezeichnen V(M) der Raum der glatten Vektorfelder auf M. Der
Raum V(M) ist ein Modul tiber die Algebra £(M) mit der Wirkung (a,v) —
av der Algebra im Modul.

Definition Eine Differentialform auf M des Grades k& > 0 ist eine polylineare
Abbildung der Raume

W (V1) = w(vg, e vg) s VIM)E = g,
mit die folgende Eigenschaften:
CU(UI, ey Vi1, Uity Uiy U425 -eey Uk) = _W(Ul, ceey Uk) (31)
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fur eine beliebige 7, 1 <1 < k, d.h. w ist antisymmetrisch, und
w(avy, ..., vg) = aw(vy, ..., ) (3.2)

fiir beliebige ¢ € &, d.h. w ist eines £(M)-Homomorphismus in Bezug
auf erstes Argument. Diese Abbildung ist eines £(M)-Homomorphismus in
Bezug auf beliebiges Argument, weil w antisymmetrisch ist. Man bezeich-
net Q¥(M) der Raum der Differentialformen des Grades k auf M und setzt
QUUM) = g(M).

Aussage 4.3.1 Fur beliebige Punkt y € M wird eine lineare Abbildung
Ty QI(M) — Ty*(M)
gut bestimmt.

Beweis. Wir bemerken zuerst, dal w(vy, ..., v)(y) = 0 falls y einer Fixpunkt

flir zumindest eine Feld v; ist. Tatséchlich sei v1(y) = 0. Wir schreiben
vy = > [ a;u; mit Hilfe der Morse Lemma (siehe Ab.2.6), wo u; € V(M),
a; € EM) und a1(y) = ... = an(y) = 0 gelten. Davon schlieen wir

w(v1y,,,) = >, aw(u,,...) dank (3.2). Fiir eine beliebige 1-Form w auf M
definieren wir eine lineare Abbildung w, : T,(M) — R durch die Formel
wy(t) = w(v)(x), wo v ein beliebiges Feld so dafl v;(x) = t5. Der Wert
w(v)(«) hangt von der Wahl der Felder nicht. Das folgt aus obigen Be-
merkung. So ist w, als eines Element des Raums T (M) bestimmt. Das
bewirkt die Abbilding r,.[]

Das kotangentiale Vektor r,w heifit der Wert der Form w im Punkt y.

Man kann beliebige Differentialform mit einer beliebigen Funktion a« € £(M
multiplizieren: (aw(vy,...,v5) = aw(vy,...,v). So ist der Raum Q*(M) =
S iso F(M) ein €(M)-Modul. Er ist eine in Bezug auf dulere Multiplika-

tion. Namlich wird das duferes Produkt o A 3 € Q*(M) fiir beliebige
a € QFM), B € Q (M) durch die folgende Formel definiert:

(@ A B) (01, o viegt) = > sgn(A, B) a(va(iys ooos va(e) B(0s(1)s - vyp); (3.3)

A,B
Die Summe lauft tber die Menge der Zerlegungen
[l,..k+l=AUB, A=(a(l),...,a(k)), B=(b(1),...,b(1))
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und sgn(A, B) =1 falls die Permutation
1,k 4+ 1] = Ja(l),...,a(k); b(1), ..., b(1)]

gerade ist, sonst gilt sgn(A, B) = —1. Dank sind die Abbildungen « und 3,
hangt jede Glied nicht von der Ordnung in der Menge A und in der Menge
B ab.

Aussage 4.3.2 Das aufere Produkt ist assoziativ:

aAN(BAy)=(aNB)Ny

und Grad-kommutativ:

BAa=(=1)anp.

Beweis ist einfach.
Beispiel. Fiir beliebigen 1-Formen «, 3y und beliebigen Felder w, v, w wir

haben nach (3.3)
a A Blu,v) =a(u)f(v) — alv)s(u),
a B Ay (u,v,w) = au)(v)y(w) — a(v)flu)y(w)+

a(v)B(w)y(u) — a(w)F(v)y(u) + a(w)f(w)y(v) — a(u)f(w)y(v).

Definition. Fiir eine beliebige Funktion f € &(M) man bestimmt das
aufseres Differential df durch die folgende Formel:

df(v) = v(f). (3.4)

Das ist eine Abbildung V(M) — £(M) die mit Wirkung der Algebra £(M)
tauschbar ist: df(bv) = bv(f) = bdf(v), folglich ist df eine 1-Form auf M.

Das ist ein gewohnliches Differential der Funktionen.

Aussage 4.3.3 Fine beliebige Differentialform w des Grades k auf M hat
fiir eine beliebiger Karte (U, @;xq, ..., 2,) eine Darstellung

W = E Wiy ikdxil VAR dl’ik, Wiy

..... L € EU) (3.5)

.....

wobet die Koeffizienten w;, . 4, eindeutig bestimmt werden.
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Beweis. Sei X = U eine offene Untermannigfaltigkeit des Raums R™. Die
Felder v; = d/0x;,1 = 1,...,m werden auf ganzen Raum X definiert. Wir
bestimmen die Koeffizienten

'1 ..... Zk :w(Uil,...,Uik).

Ein beliebiges Vektorfeld v hat eine Entwicklung v = ) a,v; mit Koeffizienten
a; € &(M). Damit kann man einfach die Gleichung (3.5) priifen. Dabei
benutzt man (3.1) und (3.2).

Im allgemeinen Fall betrachten wir ein beliebiges Kompaktum K C U und
eine Funktion h € D(U) die auf K gleich 1 ist. Man kann die Felder hv;,i =
1,...,m auf genzen Raum X fortsetzen, deshalb ist der Wert

Wl o= wlhvg, o hog ).

fiir beliebigen i1, ..., 1, gut bestimmt. Dabei erfiillt die Gleichung (3.5) auf
beliebigen Felder wy,...,u; so dafl suppu; C K, = 1,....k gilt. Fur eine
andere Funktion ¢ € D(U), g|K = 1 stimmen die Funktionen w!

1 i und

.....

ist jedes Koeffizient in (3.5) gut bestimmt.[]
Aufleres Differential. Das ist eine lineare Abbildung

d: (M) — Q°(M)

mit der Eigenschtaft deg d(w) = degw+ 1. Das Differential muss die folgende
Gleichungen erfullen

dlaNB)=daAB+(=1)aAp, k=dega (3.6)
ddw = 0. (3.7)
Aussage 4.3.4 . Das Differential d ist durch die Aziomen (3.4), (3.6),(3.7)

eindeutig bestimmdt.

Beweis. Es folgt aus (3.4),(3.5),(3.6),(3.7), daB

fiur beliebige Karte gilt. [
Man kann das Differential ausdriicklich darstellen:
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Aussage 4.3.5

A

dw(vg, ..., vx) = Z(—l)ivi(w(vo, vy Dy eeey U )F

A

> (D) (05, 05], 00, ooy Ty e Ty ey VE)
0<i<j<k

wo das Symbol i, daff die i-te Veranderliche in der Reihe vermisst, bedeutet.

Inneres Produkt. Sei w eine Differentialform des Grades k& und v eines

Feld auf M. Die Operation

vVw=20, O(v1,.,vp-1) =w(v,01, .0, Vk_1)

heiflt das inneres Produkt des Feldes und der Form. Dabei gilt degv V w =
degw — 1.

Aussage 4.3.6 Die Lie Ableitung der Form wird mit die folgende Formel
gerechnet:

Ly(w)=dvVw)+ovVdw. (3.8)

Beweis. Die Behauptung ist lokal. Sei y € M ist kein Fixpunkt des Feldes v.
Nach der Aussage 4.2.3 gilt v = 9/0x; fir eine Karte (U; 21, ..., 2, in einer
Umgebung U des Punktes y. Dann gilt ¢ wie in (2.6). Wir benutzen die
Darstellung (3.5) fiir eine beliebige Form w in diese Karte und bekommen

0
va == Z —(wil ..... Zk)dl'“ A A dl‘zk
Anderseits rechnen wir die rechte Seite von (3.8):

vVdw = Z iwil wdaeg NN dxg, —

1<21<<2k

— Z d’wil ..... ikdl‘@ VAR dl’ik,

1:i1<’i2<...<ik
wo setzen wir d'f = >0 0 f/Jdx;dx;. Weiter berechnen wir

dvVw)= Z dwi,,. idri N AN dxg,,

1:i1 <<Zk
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wobei df = 0f/0x1dxy + d' f gilt. Diese Gleichungen implizieren (3.8).

Die Gleichung (3.6) gilt offensichlich aufler supp v. Beide Seiten sind stetig
tiberall, folglich ist (3.8) tiberall erfiillt.[]

Das Urbild der Differentialform. Sei f : M — N eine Abbildung der
Mannigfaltigkeiten. Dann ist das Differential wie eine Abbildung der Formen
beliebiges Grades bestimmt

Df*: QF(N) = (M), (3.9)
Dabei berechnet man die Abbildung (3.9)

Oy (f(z)) 9yk(f($))dx

D f*(yo)(dys .. Adyr) = yo(f(2)) > oz Ow

i1/\"'/\dxik

fir beliebige Funktionen yq, y1, ..., yr auf N und beliebige Koordinatensystem
(21, ..., &) auf M. Die folgende wichtige Beziehung gilt:

A(Df*((w)) = DI (dw). (3.10)

Die Form D f*(w) heifit das Urbild der Form w bei der Abbildung f. Falls NV
eine Untermannigfaltigkeit der M ist, man bennent das Urbild die Beschrankung
(Restriktion) der Form w und bezeichnet das w| V.

Die folgende Gleichung gibt eine Beziehung zwieschen dem Urbildoperator

und dem Differntial wie (2.5):

ijf(l,)rf(x)w =r.Df*(w).

4.4 Symplektische Mannigfaltigkeiten

Die kotangentiale Faserbuindel. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Die Menge
T*(M) = UyTF (M) hat ein glatter Atlas. Sei m : T*(M) — M die Pro-
jektion die beliebiges Element w € T — X*(M) im Punkt = abbildet. Sei
(U, ¢; 21, ..., 2) eine Karte auf M. Eine beliebioge Form w € T(M) ist fir
jede x € U so darstellbar w = 1" €;dx;, wo die Koeffizienten ¢; = &;(w), j =
1, ...,m eindeutig determiniert werden (siehe Aussage 4.3.2). Die Abbildung

porm xEmHU) = R™ < R™, &w) = (&, Em) (4.1)
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ist eine Karte auf 7*(M). Fir andere Karte (U’,¢") auf M gilt die Beziehung
Y’ = @, wo ) ein glattes Verbindungshomeomorphismus ist. Das impliziert

die Gleichungen w = > &ldx), wo

) = 3 Grei) (1.2)

und J = {0x!/0x;} die Jacobische Matrix der Abbildung % ist. Folglich ist
die Beziehung zwischen die Koordinaten ¢, ¢ lineare und glatte in Bezug
auf die Koordinaten auf M. Deswegen sind die Karten (4.1) vereinbar
und bilden eine Strukture der glatte Mannigfaltigkeit auf 7*(M). Dabei
ist die Projektion 7= : T*(M) — M eine glatte Abbildung, wobei jede
Faser 7~ !(x) = T¥(M) ein Vektorraum ist. Tatsachlich ist T*(M) eines
Faserbtunndel.

Die kanonische Formen Die 1-form oy = ) &;dx; ist fiir jede Karte (4.1)
bestimmt. Fiir andere Karte auf 77'(U’) stimmen die Formen oy und agr
im Dirschschnitt #=4(U) N 7=1(U’) wegen (4.2) iiberein. SchlieBlich ist eine
1-Form o« wohlbestimmt auf ganze M so, dafl o = ay fir jegliche Karte
(4.1). Sie heifit die kanonische 1-Form auf T*(M).

Die Form o = da heifit die kanonische 2-Form auf symplektische Mannig-
faltigkeit T*(M). Sie ist abgeschlossen: do = 0. Fiir jede Karte gilt

g = zm:d& /\dl‘i.
1

Definition. Sei M eine Mannigfaltigkeit von Dimension m. Eine Unter-
mannigfaltigkeit A C T*(M) wird Lagrangesche Mannigfaltigkeit bennent
falls die Bedingungen

dimA = m;

o|N = 0 erfiillt werden.

Satz 4.4.1 Sei A eine Lagrangesche Mannigfaltigkeit in T*(M), wobei ist
A= € A kein kritischen Punkt der Projektion m : A — M. Dann existiert
eine Umgebung U des Punktes y = w(X) und eine glatte Funktion F : U — R

so daf$ die Losung des Gleichungsystems
oF

ist gleich A in eine Umgebung des Punktes X.
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Man bennent F' erzeugende Funtkion der Mannigfaltigkeit A im Punkt Aq.
Beweis. Sei U eine einfach zusammenhangend Umgebung des Punktes y so,
dafl die Projektion 7 : A(U) — U ist ein Homeomorphismus, wo bezeichnen
wir A(U) = AN 7~YU). Fiir einen beliebigen Punkt A € A(U) verbinden
wir den Punkt y mit dem Punkt @ = w(X) € U mit einem Weg v C U. Wir
heben der Weg auf A und bekommen einen Weg , C A(U), der die Punkten
Ao und A verbindet. Das Integral

f(MZ/fé

hangt nicht an der Wahl des Wegs v, weil die Umgebung U einfach zusam-
menhéangend ist und die Gleichung da|A = o|A = 0 gilt. Die Funktion f ist
die Stammefunktion (Primitive) der Form o, d.h. df = a. Das ist equivalent
zu (4.3). O

Definition. Die multiplikative Gruppe der reellen Zahlen Rt = {¢t > 0}
wird in T*(M) dargestellt: ¢ : (x,&) — (x,t€). Eine Trajektorie der Gruppe
R* heifit ein Strahl. Ein Teil K’ C T+ (M) heifit kegelsche Untermenge, falls
K eine Vereinigung der Strahlen ist.

Bemerken, dafl eine kegelsche Lagrangesche Mannigfaltigkeit nirgends die
Bedingung des Satzes 4.1 erfullt.

Aussage 4.4.1 Fine kegelsche Untermannigfaltigheit K € T*(M) ist eine
Lagrangesche Mannigfaltigkeit dann und nur dann, wenn oK = 0.

Beweis. Der Teil "dann” ist offenbar: o|K = da|K = d(a|K) = 0. Wir
priifen, dal die Gleichung o|K = 0 impliziert o| K" = 0. Bertachten das Feld
e = > £0/0¢ (das Eulersches Feld). Das erfiillt die Gleichung e Vo = «
und ist zu jedem Strahl tangential. Das Fulersches Feld ist zu einer be-
liebigen kegelschen Mannigfaltigkeit tangential. Daher gilt a(v) = vV o =
vV (eVo)=o(ev) =0 fir ein beliebiges Feld v, das zu K tangentiale ist.
O

Beispiel. Sei P eine Untermannigfaltigkeit von Mannigfaltigkeit M. Die
Menge Np(M) C T*(M) der Punkten (z,€), @ € P, wo die Form > &;dx; ist
zu T,(P) orthogonal ist, heifit die konormale zu P Biindel. Das ist offenbar
eine kegelsche Lagrangesche Mannigfaltigkeit.

In Ab.4.6 finden wir ein Analogon der erzeugende Funktion fir beliebige Lan-
gragesche Mannigfaltigkeit.
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4.5 Hamilton-Jacobi Theorie

Sei T*(M),o und T*(N),T kotangentiale Faserbiindel mit kanonische 2-
Formen. Eine glatte Abbildung F': T*(M) — T*(N) heifit kanonische (oder
symplektische) Abbildung falls D f*(7) = o (siehe Ab.4.3). Ein tangentiales
Feld v auf T*(M) heifit symplektisch, falls der durch v erzeugende Flif3®; ist

eine Familie der kanonischen Transformationen, d.h. ®%(o) = o fiir alle ¢.

Satz 4.5.1 Fines Feld s auf T*(M) ist symplektisch dann und nur dann,
wenn

d(sVo)=0 (5.1)

Beweis. Wir haben J
— @7 (o) = Ls(®;(0))

dt
nach Definition der Lie Ableitung. Aus (3.6) folgt die Gleichung
d
L0 = d(s v ¥7(0) (52

weil d®7 (o) = ®7(do) = 0 gilt. Sei s ein symplektisches Feld. Dann gilt die
Gleichung ®; (o) = o und folglich verschwindet die linke Seite von (5.2). Fir
t = 0 impliziert das die Gleichung d(s V o) = 0.

Umgekehrt, setzen wir voraus, daff d(sV o) =0 und beweisen, dafi die linke
Seite von (5.2) hangt nicht von ¢ ab.

Hilfsatz 2 Wir haben immer ®7(s) = s.

Beweis. Der Flul @, ist eine lokale Gruppe, d.h. &,¢, = &, gilt auf
beliebigen Kompakt M’ C M fiir beliebige kleine Zahlen ¢, 7. Es folgt daraus,
daf

705, (f) = PA, 27 (/)
fiir beliebige Funtkion f € £(M). Daher bekommen wir
(% (S) = ) = On, ®7(S) — 7(S)

Wir dividieren beide Seiten durch At und passen zur Grenze, dabei beriicksichtigen

wir, daB (O,(f) = )/ A0 — s(f):
@;(s(f)) = (5 (f).
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Das impliziert die Behauptung des Hilfsatzes.[]
Wir bemerken die Gleichung

$7(0) V(@) = 670 V ) (53)
fir beliebiges Feld v, beliebige Form w und beliebige invertierbare Abbildung
Y+ M — N. Tatsachlich ist die Abbildung @i fur eine belienige Karte
(U,¢) auf N auch eine Karte auf M, die mit dem Atlas auf M vereinbar.
Das inneres Produkt wurde fiir alle Karten gleichartig definiert. Deswegen
ist das Produkt »~*(¢*(v) V *(w) gleich v V w. Das impliziert (5.3). Wir
rechnen auf den Grund des Hilfsatzes (5.3) und (3.10):

d(s v 7(0)) = d(®7(s) V 97 (0)) = d(®; (s 0)) = ¥}(d(s V 7)) = 0

.
Die symplektische Volumenform auf T*(M) ist die Form
R A 1
w:( ) ocA..No, M:M,m:dimM
m! 2
Man berechnet mit lokale Koordinaten xq, ..., x,,

w=dé& N...NdE, Nday AL A day,.

Folgerung 4.5.1 Beliebige kanonische Transformation beibehdlt die Volu-
menform.

Beweis. Sei s das Feld, das die Transformation erzeugt. Dann gilt die
Gleichung Lo = 0 und folglich gilt
— 1)~
Lo (1)

w = ’ mLs(c)No A...No=0.
m!

Hamiltonsches Feld. Sei g eine glatte reelle Funktion auf 7*(M). Das
Hamiltonsche Feld H, ist das Feld auf T*(M) das die Gleichung

m—1

H,Vo=—dg

erfillt. Das ist eindeutig bestimmt. Die Funktion ¢ heifit das Hamiltonian
des Feldes H,. Mit lokalen Koordinaten schreibt man das Hamiltonsche Feld
in der Form

de a

% - gg(l'af)v % - —gw(l',f)- (54)
Ein beliebiges Hamiltonsche Feld ist symplektisch. Tatsachlich, d(H, V o) =
—ddg = 0 und die Behauptung folgt aus dem Satz 4.5.1.
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Folgerung 4.5.2 (Liouville) Jedes Hamiltonsche Feld beibehdlt die sym-
plektische Volumenform.

4.6 Nichtlineare Differentialgleichungen
Betrachten eine Gleichung erster Ordnung
a(x,du) =0 (6.1)

wobei das Symbol a(x,£) eine glatte reele Funktion auf T*(M) ist. Wir
suchen fiir Losungen v = u(x) der Gleichung (6.1). Stattdessen betrachten
wir ein weiteres Problem: eine Lagrangesche Mannigfaltigkeit A zu finden

so, dal A C A, wo

A= {(2,6) € T*(M), alx.€) = 0}.

Wir setzen voraus, dal da # 0 auf A, folglich ist A eine glatte Hyperflache
in T*(M) und hat die Hamiltonische Feld H, kein Fixpunkt auf A.
Definition. Wir betrachten den durch H, erzeugende Fli} ®,. Man ben-
nent eine beliebige Trajektorie S, = {®+(y), —¢ < t < ¢} des Fliles bicharak-
teristischer Streifen. Die Projektion eines bicharakteristischen Streifens auf
M heiflt bicharakteristische Kurve. Entlang beliebigen bicharakteristischen
Streifen gilt die Gleichung H,(a) = da(H,) = —o(H,, H,) = 0, schlielich
bleibt das Symbol a fest. Es folgt, dafl der ganz bicharakteristische Streifen
S zu A gehort, falls S ein Punkt auf A hat. Dann heifit S die bicharakteris-
tische Nullstreifen.

Folgerung 4.6.1 Se: W C A eine Mannigfaltigkeit der Dimension m — 1,
so dafy o|W = 0 gilt und das Feld H, zu W nirgends tangential ist. Die
Vereinigung der bicharakteristischen Streifen S, mit Anfangswerten w € W
ist eine Lagrangesche Mannigfaltigkeit A C A.

Beweis. Fiur beliebige Punkten w # w’ auf W entweder sind die Trajektorie
Sw, Suw disjunkte oder fallen sie zusammen. Das folgt aus Eindeutigkeitsatz
fiir gewohnliche Gleichungen. Der Punkt y(w,t) auf eine Trajektorie S, ist
eine glatte Funktion von w,t und dy/d(w,t) # 0 infolge die Voraussetzung
uber das Feld. Schliefflich ist A eine glatte Untermannigfaltigkeit der Dimen-
sion m. Sie gehort zu A, weil W eine Untermenge von A war.

Jetzt bleibt es zu prifen, dafl die kanonische Form o auf A verschwindet.
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Seien w ein beliebiger Punkt auf W und vy,vy € T, (A). Wir schreiben
v =w; + ¢ Hy, 1t = 1,2, wobei wy,wy € Ty(W), ¢1,¢2 € R gelten. Daher gilt

o(v1,v2) = o(wy, ws) + c1o(Hy, we) — cao(Hy, v1).

Das erste Glied verschwindet wegen der Voraussetzung o|W = 0. Das zweite
und das dritte Glieden sind Null wegen die Gleichung o(H,,v) = —da(v) =0
fiir beliebiges Vektor v € T,,(A). Nach dem Satz 4.5.1 bleibt die Form o fest
bei dem der Flifi ®;. Somit verschwindet die Form auf T\(A) fiir jede Punkt
AelA O

Sei A eine Lagrangesche Untermannigfaltigkeit von A und X ein beliebiger
Punkt auf A, der kein kritischer Punkt der Projektion = : A — M ist. Nach
dem Satz 4.4.1 ist A gleich dem Graph der Form du einer erzeugende Funktion
u in einer Umgebung U des Punktes (). Folglich ist u eine Losung (6.1)
in U. Dabei findet man die Losung in folgende Form

ulz) = u(zo) +/a,

~

wobei v ein Stiick einer Trajektorie von dem Punkt A\g € W, m(Xo) = ¢ bis
den Punkt A € A, so dafl 7()) = = bedeutet.
Beispiel. Die Gleichung

c(x)|grad | =1 (6.2)

heilt Fikonalgleichung in einem Fuklidraum X fur die Wellenausbreitung
in einem homogenen Meidum mit in einer Geschwindigkeit ¢(x) > 0. Eine
Losung ¢ heifit Fikonal. Wir setzen voraus, dal die Funktion ¢ ist glatt
in einem Gebiet ¢ C X. Das Hamiltonsche System fur das Hamiltionian
a(x, &) = ¢(x)|€] — 1 sieht so aus:

dx d

o = el (6.3
und das Vektor a; = c(z){/|¢| verschwindet nirgends. Wir wahlen eine be-
liebige Hyperflache V' € X fiir eine Anfangswertproblem. Fir jede Punkt
x € V nehmen wir eines Kovektor &, so daB £|T(V) = 0 gilt und die Gle-
ichung (6.2) erfiillt. Dabei setzen wir voraus, dafl ¢ eine glatte Funtion des
Punktes x ist. Die Familie {(x,¢), « € V} ist eine Untermannigfaltigkeit von
A, wobei die Form a und auch die Form o auf W verschwinden. Nach voriger
Konstruktion bekommen wir eine Eikonalfunktion ¢, so dafl das Kovektor
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¢ = grad ¢ in jedem Punkt € V zu V konormal ist. Das bedeutet, dafl
¢ = tp auf V mit einer Konstante ¢y gilt. Schliilich ist V' die Position einer
Welle fiir Zeit to. Fiir beliebige ¢ stimmt die Hyperfliche ¢(x) = ¢ mit der
Position der Welle fur Zeit ¢ iberein.

4.7 FErzeugende Funktionen

Sei A eine Lagrangesche Mannigfaltigkeit in 7*(M). Wir bekommen jetzt
eine Verallgemeinerung des Satzes 4.4.1 auf den Fall, wo A ein kritischer
Punkt der Projektion 7 : A — M.

Satz 4.7.1 Seien A ein Punkt der Lagrangesche Mannigfaltigkeit A und
(Us 1, ..., ty) eine Karte auf M, so daff y = w(X) € U. Setzen wir vo-
raus, daf

rank D : Th(A) = T,(M) =k (7.1)
gilt und die Forme w*(dx1),...,m*(dxy) im Punkt X linear unabhdngig sind.
Dann hat Projektion

P = (1 Tk Ehgty s Em) A = REX R I =0 — k (7.2)
kein kritischen Punkt X.

Beweis. Wir nehmen der Gegensatz. Dann es gibt eines Vektor ¢ € T\(A), t #
0, so dafl dp(t) = 0. Wir schreiben

N0 s, 0
t= — b;—.

¢ 8:1;2 + Z ]6§j
k1 1
Die Koeffizienten a; gleich Null sind. Tatsachlich gilt die Gleichung 7 =
de; — Elf cidr; = 0 auf Th\(A) gemaB (7.1). SchlieBlich gilt 0 = 7(¢) = «;.
Die Form tVo = > bjdx; ist auf T)\(A) gleich Null, weil o auf A verschwindet.

Das spricht zu Voraussetzung des Satzes wider. [.

Folgerung 4.7.1 Fur beliebige Lagrangesche Mannigfaltigkeit A, beliebiger
Punkt A\ € A und Koordinatsystem (a1, ..., &) gibt es eine Untermenge [ =
(11, .oix) C[1,...,m], so daf§ X kein kritischer Punkt der Abbildung

p=(Tiyser i €y &) 0 A = RF X R (7.3)
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ist, wobet J = (J1, ..., 1) = [1,...,m]\ [ gilt.

Definition. Wir heifien beliebige invertierbare Abbildung p wie (7.2) oder
(7.3) symplektisches Koordinatsystem im Punkt A.

Satz 4.7.2 Sei(7.2) ein symplektisches Koordinatensystem einer Lagrangesche
Mannigfaltigkeit im Punkt Ag. Dann gibt es eine glatte reelle Funktion f =
Fl@1y ey Thy Epgry ooy Em) in einer Umgebung des Punktes p(Xo), so dafi die
die Menge A und der Fliche

af af af _af

S0 Gy T G T T T g e I = e

(7.4)

in einer Umgebung des Punktes Ao ubereinstimmen.

Beweis. Wir haben o = dao/, wo o = Elf Cidey — Y0 x;dE; gilt. Wir
wahlen eine einfach zusammengehingende Umgebung W C R* x R/, so daf
die Projektion p : p~' (W) — W einer Homeomorphismus ist. Wir setzen

ot = | o

fiir einen beliebigen Punkt A € p~'(W). Das Integral hangt nicht von der
Wahl des Wegs v auf A von Ag bis A, weil die Gleichung do/|A = o|A =0
gilt. [

Definition. Die Funktion f heilit die erzeugende Funktion fir A im Punkt
Ao-

Bemerkung. Die inverse Behauptung ist auch wahr und zwar ist die Flache
(7.4) immer Lagrangesche Mannigfaltigkeit.

Aussage 4.7.1 Die durch f erzeugende Lagrangesche Mannigfaltigkeit ist
kegelsche Untermenge, falls f = f(@1, ..., @k Epg1y -y Em) €ine homogene Funk-
tion des Grades 1 der Verdnderlichen " ist. Umgekehrt hat eine beliebioge
kegelsche Lagrangesche Mannigfaltigkeit A im beliebigen Punkt A eine homo-
gene erzeugende Funktion f.

Beweis. Sei f eine homogene Funktion der Verdnderlichen " = (€xq1y .0y En)-

Jede Ableitung 0f/0x;, 0f/0¢; ist eine homogene Funktion des Grades 1,
entsprechend des Grades 0. Deswegen erfiillt der ganz Strahl (z,t£),¢ > 0
das System (7.4) flir eine beliebige Losung (x,¢).
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Jetzt seien A eine kegelsche Lagrangesche Mannigfaltigkeit und Ag € A. Dann
ist das Bild p(A) eine kegelsche Untermenge in R* x R'. Fiir einen beliebigen
Punkt A = (2,&) € A(W), A(W) := AN p (W) wahlen wir ein Weg ~
zwieschen \g = (29, & und A so daB v = vo U g U 7,, wobei o ein Stiick der
Strahl (xo,t&), 0 < ¢t < 1 ist. Die Strecke g C A(W) ist gleich einen Weg
zwischen (20,0) und (z,0), auf den gilt immer ¢ = 0. Die letzte Strecke ~,
ist gleich das Interval (z,t£), 0 <t < 1. Wir wahlen die folgende erzeugende

FPunktion
f(:z;’,f"):/o/—/ o
y Yo

im Einklang mit dem Satz 4.7.2, wobei das zweiten Glied konstant bleibt und
o = dx' —2"de", & = (&, ..., &) gilt. Wir haben offensichtlich fgo/ =0,
daher gilt die folgende Gleichung

fa'€ >=/%a - —Z/ (' 1) Edt = —;x]«(m,f )€,

wobei die Gleichungen x; = x;(2',¢") = xi(2,1"), ¢ > 0 gelten. auf A,
SchlieBlich ist f(2',£") = = >/ x;(2',€")¢; eine erzeugende Funktion fiir A
im Punkt Ag.0d

4.8 Ausbreitung der Welle

Wir beschreiben der singulare Trager einer Losung der Wellengleichung in
einem Zeit-Raum R x F

= A(x)ANu+ pi(x, D)u (8.1)

Hier bedeutet p; ein Differentialoperator in einem Euklidraum £ von Ord-
nung < 1. Sei # = (21, ..., x,,) ein Euklidisches Koordinatensystem in X. Wir
betrachten das Hauptsymbol a(z;7,&) = 72 — ¢*(2)|{|* des Operators. Wir
bezeichnen mit (7,¢), 7, = (&1, ..., &) die Dualkoordinaten zur Zeitkoordi-
nate ¢t und zu den raumlichen Koordinaten x. Wir zerlegen o = o, 0_ mit
dem Faktoren oy = 7 £ ¢(2)|£| und betrachten die Faktoren o4 als Hamil-
tonische Funktionen. Wir schreiben das Hamiltonische System fur z.B. o
dt dx £ dr d¢

D = L0 2= — d . 8.2
o= b e g =0 g = eredela) (8.2)
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Die erste Gleichung impliziert, dafl die innere Zeit entlang der Trajektorien
stimmt mit der Zeitveranderliche tiberein. Wir wahlen eine Hyperflache Vi C
E und die folgende Anfangswerte

t0) =0, 2(0) € Vo; ,7(0) =7, £(0) = 7¢ (2(0))(2(0)), (8.3)

wobei v(y) ein stetiges normales Vektorfeld auf Vo mit |v(y)| = 1 bezeichnet.
Die Gleichungen (8.3) bestimmen eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit W
in T*(R x F). Nach (8.2) bleibt 7(¢) fest. Wir haben o (2(0),£(0)) = 0,
falls 7 < 0 gilt, folglich wird die Gleichung o4 (x,£) = 0 immer erfiillt und
€] = ¢! (x)Tv(x). Die Funktion ¢ '(z) heifit die Langsamkeit oder Refrak-
tionkoeffizient des Mediums. Sei Ay durch den Flifl (8.2) und Anfangsman-
nigfaltigkeit W erzeugende Untermannigfaltigkeit in 7*(R x E). Die Menge
A4 ist eine Lagrangesche Mannigfaltigkeit gemafl dem Satz 4.5.2, weil die
Anfangsmannigfaltigkeit W = {(#(0),2(0); 7(0),7(0)} die Dimension n hat
und die kanonische Form a auf W verschwindet.

Die Menge 7(Ay) ist der Trager der Singularitét einer Losung der Wellen-
gleichung (8.1), die im Moment ¢ = 0 eine Singulartat auf die Hyperflache
Vo hat (genauer W F(u(0,2) C N*(Vp), sieche Ab.5.2). Wir wollen die Menge
Ay mit Hilfe der erzeugende Funktionen beschreiben. Das ist eine kegelsche
Menge, deswegen ist der Satz 4.4.1 zu Ay nicht verwendbar.

Aussage 4.8.1 Sei
p: A= EXR*  pA) = (x1,.cc,an;T)

eine Abbildung wie (7.3). Das ist ein symplektisches Koordinatensystem auf
Ay in jedem Punkt X € W. Die Funktion ®(x,7) = —7¢(a) erzeugt die
Mannigfaltigkeit Ay im Punkt X, wo ist die Funktion ¢ eine Losung der
Fikonalgleichung (6.2).

Beweis. Fur die erste Behauptung benutzen wir Satz 4.7.1, dabei priifen wir,
dafl die Formen day,...,dz, auf Ay in einem beliebigen Punkt A € W un-
abhangig sind. Nach (8.3) lauft der Punkt x(0) frei iiber die Hyperflache V5.
Es folgt aus die zweite Gleichung (8.2), dafl dz/dt = ¢(x)v(x) flir Moment
t = 0. Das bedeutet das die Hyperfliche V4 bewegt mit dem Flifi (8.2) in
normalen Richtung v. Deswegen gilt Die Gleichung r(\) = n fiir Moment
t = 0. Fiir die zweite Behauptung vergleicht man (8.2) und (6.3). &

Fiir die Hamiltonische Funktion o_ geht die Uberlegung &hnlich, und zwar
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erzeugt die Funktion ®(z,7) = —7¢(x) fir 7 > 0 die entsprechende La-
grangesche Mannigfaltigkeit A_, wobei ¢ dieselbe Eikonalfunktion ist.
Bemerkung. Sei r(A) das Rank des Operators Dr : T\(A) — T} (R x E),
wo gilt (¢, 2) = w(A). Fiir einen "typischen” Punkt A € Ay gilt »(A) = n. Die
Menge wo gilt #(A) < n ist deine Vereinigung der Untermannigfaltigkeiten
A ={r(\) =k}, k=n—1,n—2,.... Das Bild 7(A") im Zeit-Raum R x E
ist der singuléare Teil der Front. Das Bild des singularen Teils 7(A’) im Raum
E heift Kaustik. Fir beliebigen Punkt A € A* findet man eine erzeugende
Funktion in der Form ®(x1, ..., x5 7, kg1 oony En)-
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5.1 Distributionen mit oszillierendem Kern

Wir betrachten eine durch das Integral

1)) = [ [ expliote.0ate.0)p(e)deds, ¢ €DX) (1)

bestimmte Distribution auf eine offene Menge X C R”. Wie im Kapitel
2 heifit die Funktion ¢ die Phase und die Funktion a die Amplitude des
Integrals. Sie werden auf das Produkt X x © definiert, wobei ist © = RY
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einen Hilfsraum. Die Phase ist eine reele Funktion und die Ampliture erfullt
die Ungleichung
la(z, 0)] < C(10]+ 1),

Das Integral iber © ist absolute konvergierbar, falls y + N < 0 gilt. und es
erfullt

W%@WMSC/WWW% (1.2)

wobei hangt die Konstante C' nur von N und g ab.

Wir benutzen die folgende technische Definition. Wir sagen, dafl eine Distri-
bution v € D'(X) von Singularordnung < ¢ ist, falls die folgende Ungleichung
gilt:

)] < Cl@ ] =3 [ D] de

li<q

Die Ungleichung (1.2) impliziert, dal die Distribution (¢, a) von Sungu-
larordnung < 0 ist.

Im allgemeinen kann man einen Sinn flir diviergentes Integral (1.1) verleihen
durch eine Regularisierungsmethode, falls die Phase eine homogene Funktion
von 6 des Grades 1 ist und die Amplitude eine besondere Bedingung erfiullt.
Dabei sagt man, dafl eine Funktion f auf die Vektorbiindel X x ©® — X ho-
mogene des Grad deg f = v € R ist, falls die Gleichung f(x,t0) = " f(x,0)
fur beliebige t > 0 gilt. Eines Differentialoperator A auf X x 0 ist homogene
des Grads «, falls die Funktion Af homogene des Grades v + « fir beliebige
homogene Funktion f des Grades v ist. Insbesondere sind die Felder

0 0
b<x70)a—x27 = 1, ceey 1, C(Q?,G)a—ej, ] = 1, ceey N
homogene Operatoren des Grades 0, falls die Funktionen b(z, 8), ||~ c(x, )
homogene des Grades Null sind.
Die Klasse S% = S#(X x0), p € R, 0 < p < 1ist die Menge der Funktionen,
auf X x 0O, die erfillen die folgende Reihe der Ungleichungen

Li .- Lya(z,0) < C(|0] + 1)PH=0) =01, .. (1.3)

erfillt, wobei sind Ly, ..., Ly beliebige Felder des Grades 0 und hangt die
Konstante (' von z, # nicht ab.
Beispiel. Eine beliebige glatte homogene Funktion a des Grades p auf X x ©
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gehort zur Sy
Wir bestimmen das diviergente Integral (1.1) folgendeweise:

o)) =l [ [ expluota,0) = clplae.O)(a)dsds. (1.4

Der Integrand ist offenbsichtlich summierbar fur beliebige ¢ > 0.

Aussage 5.1.1 Seien ¢ beliebige glatte homogene reelle Funktion des Grades
1 ohne kritischen Punkten in X x(0\0) unda € S¥, n € R, 0 < p < 1. Dann
evistiert die Grenze (1.4) fir beliebige Grundfunktion <. Dabei ist 1(¢,a)
eine Distribution in X von Singularordnung < k, so daff die Ungleichung
i+ N < kp gilt.

Beweis. Wir wéhlen eine Funktion x = y(f) € D(0), so dafl x(0) =1 fiir
|0] < 1. Wir stellen das Integral in(1.3) als die Summe der zwei Integrals mit
dem Faktor y, entsprechend 1 — y dar. Das erste ist ein eigenes Integral und
die Grenze fiir ¢ — 0 ist gleich die Distribution [[odx]|(¢)), wobei ist

W)= [ expo(e.0))x(D)ate. 0)d0

eine gewohnliche glatte Funktion (und schliefllich von Ordnung < 0). Sei L
eines Feld des Grades —1, so dafl L¢ = —i (Hilfsatz 1). Wir schreiben das

zweite Integral in der Form

//exp(z¢—5|@|)(1—x)a¢dxd0://L(exp(qu))exp(—5|(9|)(1—x)a;/)d:1;d0.

Wir integrieren das teilweise:

//umwwmwvdwu—mwawz

[ [ estorttesp(=clop( — jav)dzas,

wobei ist L* das konjungierte Differenzialoperator (siehe (1.10)). Das ist
eines Operator des Grades —1 und

L™ (exp(—elf])(1—x)ay) = —L{exp(—¢|0]))(1—x)arp—exp(—e|0])[L((1—x))+
div(L)(1 — x)]ay — exp(—¢|0])(1 — x)L(a)y — exp(—¢|0])(1 — x)alp
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SchlieBllich ergeben wir uns

[ [ et = avdsas = [ [ expn

wobei setzen wir ¢. = ¢ + 5|(9| und

ap = aole; x,0) 52 |0| — )+ div(L)(1 = \)]a + L(a), (1.6)

o + Y aj%] dudb,
: (15)

a;=ab;, 5 =1,....,n
Die Amplitude a;, 3 = 1, ..., n gehort offenbar zur Klasse S;‘_l, weil die Funk-
tion b; glatte und homogene des Grades —1 ist. Jetzt abschatzen wir die Am-
plitude ag. Die Summe im ersten Glied (1.6) ist eine homogene Funtion des
Grades 0, schlieBlich ist sie auf © beschrankt. Das Produkt e exp(—¢|d|) ist
durch C'|#]~! beschrankt, weil ist die Funktion ¢|6] exp(—¢|6]) gleichmafig fiir
e > 0,0 € O beschrankt. Deswegen erfullt die Amplitude die Abschatzung

|aol exp(—¢|6]) < C'10]*7"

gleichmdfsig in Bezug auf ¢ > 0. Wir konnen auch die Ableitungen von ag
gleichweise abschatzen und man bekommen, daf3 die Funktion ao die Ungle-
ichungen (1.3) mit p— p statt p gleichméBigin Bezug auf ¢ > 0 erfiillt. Dabei
gilt L(a) € S477, ist die Funktion div(L) homogene des Grades —1 und hat
die Funktion L(1 — x) kompaken Trager. Falls die Ungleichung p + N < p

erfilllt konvergieren die Integralen

/exp(z¢6)|aj|d(9, 7=0,1,....n

gleichmaflig in Bezug auf e. Man kann zu Grenze in (1.5) iibergehen. Deswe-

gen bekommen wir endlich die Ungleichung
d —|dx]|.
[ +z/‘a ]

Es folgt daraus, dai (¢, a) eine Distribution der Ordnung < 1 ist.
Wir wenden dieselbe Verfahren auf jede Glied (1.5) an und bekommen eine
Darstellung

(¢, a)(yp) = /eXP(lﬁb %: |:a0077b + Z Clo]a Z Gij 5 ax]} dxdb.

|hm/ /Xexp(qus)a(x,e);/)(x)dxdﬂ <C

e\
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wobei gehéren die Amplituden a;; zu S47*” und erfiillen sie (1.3) gleichmaBig
in Bezug auf e. Wir wiederholen diese Verfahren £ mal um die Ungleichung
i+ N < kp erreichten.[

Hilfsatz 1 FEs gibt ein glattes Feld L des Grades —1 auf X x ©, so dafs
L(¢) = —u gilt.

Beweis. Wir setzen 5 5
L= b, — =, 1.
Z ! 6:@ + Z ¢ 8(92 ( 7)

wobei

D R N ’
b= g = T YT 2 o

2
96
2
ﬂm§j%i

gilt und verschwindet der Nenner v nirgends. [

Hilfsatz 2 Seien V' eine beliebige homogene Feld auf X x O des Grades
—1 und Q eine beliebige glatte Form des hochsten Grades auf X x O, die
verschwindet auffer K x O fur eines Kompaktum K & X. Dann git die
Gleichung

/Lv(w) =0 (1.8)

falls Q@ und Ly Q) summierbar sind.

Das Symbol Ly bedeutet die Lie Ableitung des Felds V' entlang (siehe Kap.4).
Beweis. Wir setzen zuerst voraus, dafl die Form 2 hat einen kompakten
Trager. Dann bestatigen wir die Gleichung

[orer= [« (19

fur kleine ¢, wobei ist ®; der durch das Feld V' erzeugender Fluff. Tatsachlich
ist das Integral einer Form des hochsten Grades invariant in Bezug auf be-
liebigen Isomorphismus der Mannigfaltigkeit. Wir differenzieren (1.9) und

bekommen (1.8). Fiir gegebene Form 2 setzen wir Q) = {2, wobei gilt
xk(0) = x(k7'0). Offenbar strebt das Integral [ Q; gegen [ Q. Wir rechnen

0= /LV(Qk) = /V(Xk)ﬂ+/XkLV(Q).
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Dabei gilt V(xx) = O(k™') gleichmaBig auf X x ©, weil die Funktionen
V(6:),71 = 1,...., N homogene des Grades —1 sind. Deswegen strebt das
Integral [V (xx)Q gegen Null. Wir schliefen daff auch [ Ly () — 0. O
Wir substituiren Q = fgdx A df in (1.8) und bekommen

/V(f)gd:z;d@ = /fV*(g)d:L‘d@ (1.10)
wobei gilt
. ) ) Ly(dx N df) 8c2
Vi=-V-—-divV,divV = —— de r do Zax]

Dabei prifen wir die letzte Gleichung mit Hilfe der Leibnitzsche Formel und
des Satzes 4.3.1:

Ly (fgdx Ndf) =V (f)gde NdO + fV(g)de N dO + fgLy(dx A df)

Ly(dz AdO) = d(V V (dx A dO)) =Y (=1) " d(bday A ..j... A da, A dO)+
J
(=1 d(cide Ady A A dOy) = divVda A db.

O

Bemerkung. Man kann statt die Folge E. = exp(—¢|fd|) andere dhnliche
folge der Funktionen fiir Regularisierung des Integrals (1.1) benutzen. Z.B.
taugt die Folge E. = exp(—¢|f|*) auch. Dabei bleibt der Limes (1.4) fest.
Nichtentartete Phase Sei ¢ eine Phase in X x ©. Wir betrachten die

Menge
§ ) )

Das ist die kritische Menge der Phase auf jeder Faser p~'(x) des Biindels
p: X x0 — X.

Definition. Die Phase ¢ heifit nichtentartete, falls sie eine glatte homogene
Funktion des Grades 1 ohne kritischen Punkten ist und die Formen

O O
d(a—e)’ ’d(ﬁ

linear unabhéangig in jedem Punkt der Menge C(¢) sind. Sei ¢ nichtentartete
Phase. Die kritische Menge C(¢) ist eine kegelsche Untermannigfaltigkeit in
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X x O von Dimension n + N — N = n. Das foglt aus dem Implizitfunktion-
ssatz. Wir betrachten die Abbildung der Vektorbundel

Oe: Clo) = TH(X), (2,0)— (2,dyp(x,0)).
und die Abbildung X — T*(X),  — (z,0).
Aussage 5.1.2 Fur beliebige nichtentartete Phase ¢ ist die Abbildung
¢ C(9) = THX)\ X

gut bestimmt und homogene des Grades 1. Dabei ist das Differenzial Do,
einer Isomorphismus in jedem Punkt.

Beweis. Die Phase hat kein kritischen Punkt, deswegen verschwindet die
Form d,¢ nirgends auf C'(¢). Die zweite Behauptung bedeutet die Gleichung
dyd(x,10) = tdyé(x,0), t > 0. Sie gilt, weil ¢ und schlielich die Form d,¢
homogene des Grades 1 ist. Die letzte Behauptung ist equivalent zur folgende
Implikation:

v € T(2.0(C(9)), Dou(v) =0 = v =0.

Wir schreiben v =t 4+ 7, t € T,(X), 7 € Ty(©O) und rechnen

0= Do.(v) = (t;v (%) e (gj)) € TL(T*(X)) (1.11)

wobei benennen wir w = (,d,¢(x,0)) und benutzen ein natiirliches Isomor-
phismus T, (T*(X)) = T.(X) & TX(X) = T.(X) & R". Wir schlieflen aus
(1.11), daBB ¢ = 0 und

T <%> =0,7=1,...,n (1.12)
al']‘

gelten. Jetzt bedeutet die Inklusion 7 € T'(C(¢)) die folgende System

0¢ .
T<60i> =0,2=1,...., V.

Diese Gleichungen zusammen mit (1.12) impliziert, dal »_ 7,d(0¢/0;) = 0,
wobei gilt 7 = > 7;0/00;. Darum gilt 7 = 0, weil die Phase nichtentartete
ist. O




Aussage 5.1.3 Die Menge A(¢) = ¢.(C(o)) ist eine kegelsche Lagrangesche
Mannigfaltigkeit, falls die Bedingung ¢.(p) # ¢(p') fir beliebige p # p’ erfillt.

Beweis. Das Bild des jeden kleinen Stiick C" C C(¢) ist eine glatte Mannig-
faltigkeit A" = ¢.(C”’) der Dimension n. Das folgt aus Aussage 5.1.2 dank
dem Implizitfunktionssatz. Nach der obigen Voraussetzung ist die Vereini-
gung A(¢) der Stiicke A" auch eine Mannigfaltigkeit. Jetzt priifen wir, daf
alA(¢) = 0 gilt. Sei w ein tangentiales Vektor auf A(¢) in einem Punkt
(x,€). Dabei haben wir & = d,¢(x, 8) fiir einen Punkt (x,0) € C(¢) und gilt
w = Do, (v) fiir eines Vektor v € T{, 4)(C(¢)). Die letzte Inklusion bedeutet,
dal v(f) = 0 fiir beliebige Funktion f die verschwindet auf C'(¢) gilt. Wir

rechnen
a(w) = Ede(t) = deg(t) = (o) = v(o)

wobei ist ¢ die Projektion des Vektors w auf X. Es folgt aus die Beziehung
mo,. = p, daB ¢ gleich die Projektion des Vektors v ist. Die Gleichung
t(¢) = v(¢) erfiillt wegen die Gleichung (v —t)p = > ¢;0¢/00; = 0. Endlich
bemerken wir die Eulersche Indentitat ¢ = > 0,0¢/00;, die impliziert dafi ¢
verschwindet auf C'(¢) auch. Deswegen gilt die Gleichung v(¢) = 0. [

5.2 Wellenfront der Distribution

Definition 1. Eine Distribution u € D'(X) heifit glatte in einem Punkt
x € X, falls v mit einer beliebig oft differenziebare Funktion f in einer
Umgebung von = zusammenfallt. Die Menge der Punkten z, so da} u nicht
glatte ist, heilt der Singulartrager der Distribution w. Man bennent der Sin-
gulartrager durch ssupp u. Das ist eine abgeschloflene Menge. Insbesondere
ist der Singulartrager leer dann und nur dann, wenn u eine glatte Dichte ist.
Mit Hilfe des Begriffs der Wellenfront kann man ein ”Mikroanalisys” der Sin-
gularitat einer Distribution durchfiihren.

Definition 2. Sei X C R” eine offene Menge, u € D'(X) und w = (w.,&)
ein Punkt in 7*(X) \ X. Wir sagen, dal die Distribution v im Punkt w
mikroglatte ist, falls fir eine Umgebung X’ des Punktes z, eine kegelsche
Umgebung U des Punktes & und beliebige Funktion h € D(X’) die Fourier-

transformation

F(hu)(€) = u(h(x) exp(—2méx))
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schnell auf Unendlichkeit verschwindet. Das bedeutet, da} die Abschatzung
F(hu) = O(§]™), [¢] = 00, £ €U (2.1)

fiir jede ¢ gilt. Die Distribution u ist auch in jedem Punkt ' € X’ x U
mikroglatte. Daher ist die Menge G der Punkten, wo « mikroglatte ist, eine
offene Untermenge von T*(X). Die Erganzung

WEF(u) = T*(X)\ (GUX)

heifit Wellenfront der Distribution u. Das ist eine abgeschloflene kegelsche
Menge.

Aussage 5.2.1 Das Bild der Projektion m : W F(u) — X fallt mit ssupp u

zusamimen.

Beweis. Fiir eine beliebigen Funktion h € D(X \ ssuppu) ist das Produkt
hu eine beliebig oft differenzierbare Dichte. Deswegen erfiillt (2.1) fiir ganze
U = R™. SchlieBlich ist u mikroglatte in jedem Punkt (x, ), @ € X \ssupp u.
Umgekehrt, sei z, € X \ m(WF(u)), d.h. w ist in jedem Punkt (z,,¢)
mikroglatte. Wir prifen, dal « in z, glatt ist. Es gibt fur jede £ eine
kegelsche Umgebung U(¢), wo (2.1) gilt. Die Menge {U(£)} ist eine kegelsche
Uberdeckung von R™ \ 0. Man kann eine endliche Uberdeckung {U(), 1=
1,...,J} wéhlen. Seien X;, j = 1,...,J die entsprechende Umgebungen des
Punktes z,. Der Durchschnitt X’ = NXj ist auch eine Umgebung. Schliefllich
gilt (2.1) fir jede h € D'(2') in ganze Raum R™.[J

Beispiel 1. Fiir beliebige Mannigfaltigkeit X und y € X gilt WF(4,) =
Tr(X).

Beispiel 2. Sei f eine holomorphe Funktion in einem Streifen 0 < y < y, in
komplexe Ebene und [f(z 4 0:)dz] € D'(R) ihr Grenzwert auf reelle Achse
(siehe Abt.3.3). Die Inklusion

WF([f(x 4+ 01)dz]) CR x R}

gilt. Ahnlich gilt WF([g(z — 0¢)dz] C R x R* fiir beliebige holomorphe
Funktion ¢ in einem Streifen y, < y < 0, die der Grenzwert auf reelle Achse
hat. Dabei ist der Grenzwert glatt in einem offenen Interval I C R, falls
die Funktion f, entsprechend ¢ eine analytische Fortsetzung durch [ hat.
Insbesondere gilt

WFE(z£+0)* ={0} xR, A€ C, A #£0,1,2, ...
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Beispiel 3. Fiir die Ebenewelle (wz + 02)*, w € R"\ 0 in X = R" (siche
Abt.3.8) ist die Wellenfront gleich {0} x w - R,.
Beispiel 4. Fiir beliebige n gilt

WF(|Jz[") = T3 (R™), A £ 0,2,4, ...

Der Satz 3.8.1 entspricht der Zerlegung der Faser T7(R") in Strahlen w - R7,
wobei lauft w tiber die Einheitskugel.

Satz 5.2.1 Seien ¢ eine nichlentartete Phase und a € S¥.  Wir haben
WE(I(6,0)) C A().

Beweis. Sei w = (x4,&) einer Punkt auBerhalb A(¢). Wir beweisen, daf
die Funktion (¢,a) mikroglatte in w ist. Es gibt eine Umgebung X’ des
Punktes x, und eine kegelsche Umgebung U des Punktes &, so dafl der
Schluf der Menge X’ x U leer Durchschnitt mit A(¢) hat. Wir beweisen
(2.1) fiir beliebige ¢ und h € D(X’). Dafiir benutzen wir eine vollstandige
Induktion in Bezug auf reelle y und naturliche g.

Wir priifen zuerst, dal (2.1) fir g + N 4+ ¢ < 0 gilt. Tatséchlich gilt die
Gleichung v(I(¢,a)) = I(¢,b) fiir beliebige glatte Feld v auf R”, wobei b =
w(¢)a + v(a) gilt. Das Produkt v(¢)a gehért zur S4* und die Amplitude
v(a) zur engeren Klasse S4+!'=7. Tolglich gilt b € SE*! und auch

DZ[ = [(Qb, ai)v a; € S;H—qv I = [(qbva)

fiir beliebige i = (i1,...,05), |t] = 71 + ... + ¢, = ¢. Die rechte Seite ist eine
Distribution ist von Ordnung < 0 (siehe den Anfang der Abt.5.1). Das gilt
auch fir die Distribution Di(h[) fiir beliebige h € D(X'). Wir betrachten
die folgende Gleichung

D' (hI)(exp(=2mitx)) = (=) (hD (exp(—2mitx)) =
(2m)lE R (exp(—2mitx)) = (2m) e F(RI)(€).
Die linke Seite ist beschrankt fiir |i| = ¢ gemaB (1.2). Das impliziert die
Abschatzung (2.1) fir F'(RI).

Jetzt setzen wir voraus, daB (2.1) fiir g, ¢ — 1 und p — p, ¢ gilt und beweisen
(2.1) fiir p,q. Wir schreiben

F(hI) = ///@exp(z@(m,@,f))a(m,@)(l — x(0)h(z)dbdz, (2.2)
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wobei ®(x,0,£) = ¢(x,8) — 2réx gilt und das Faktor exp(—¢|f]) fiir Knap-
pheit weglasst wird. Die Phase ® ist homogene des Grades 1 in Bezug auf
Veranderlichen (6, ¢). Wir erbauen eines Feld V in X’ x © x R™ des Grades
—1, 80 da} V(@) = —1. Wir suchen V in der Form (1.7), wobei gilt

2
L
2 RN
+ 10| Z‘aei

Die Funktion v = v(x, 0, ) verschwindet in dem Schliff der Menge X' x O xU
nicht. In der Tat impliziert die Gleichung 9®/00 = 0, dafi (x,0) zur Menge
C(¢) gehort. Im vorliegenden Fall verschwindet die Form d,®(x,0,¢) =
dyé(x,0) — 27 nicht. Das folgt aus der Wahl von Umgebungen X' U.
SchlieBlich sind die Koeffizienten b;, ¢; glatte und homogene im Gebiet |6] +
|€] > 0, wobei gilt degb;, = —1, deg¢; = 0, degdiv(V) = —1. Wir stellen
exp(1®) = V(exp(2®)) in (2.2) unter und integrieren teiweise (siehe (1.10)):

2

1 0O 1|0]* 0P 0P
b' = ——— ;= — -, = E—
! vox;’ ¢ v 00; Y Z ‘8:@

F(hl) = //exp(zq)) [—V(ha)(1 = x) 4+ ah(V(y) — div(V))] dOdz. (2.3)

Hier haben wir ha € S% und V(a) € 5477, weil V eines Feld des Grades
—1 ist. Auch gilt div(V)a € St~ SchlieBlich ldsst die linke Seite die Ab-

schatzung (2.1) nach der Induktionsvoraussetzung. [

5.3 Lagrangesche Distributionen

Definition. Seien X eine Mannigfaltigkeit und A eine Lagrangesche Man-
nigfaltigkeit in 7(X). FEines Element u € D'(X) heiflt Lagrangesche A-
Distribution (oder A-Distribution), falls das eine Darstellung

u=>Y I(¢;,a;)+w (3.1)
zuléasst, wobei
I ist ¢; fur jede j eine nichtentartete Phase,
IT gilt A(¢;) C A fiir jede 7,

I gehort jede Amplitude a; zur Klasse 577 (X x RM),
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IV ist die Summe (3.1) lokal endlich auf X;
V ist w eine glatte Dichte auf X.

Fur einen Punkt x € X heifit die Zahl
N;
v = max{u; + o € € supp (pj,a;)}

die Ordnung der Lagrangesche Distribution (3.1) in «. Wir erklaren in
Abt.5.4, warum benutzt man die Summe g; + N;/2 um die Ordnung der
Fourier Integral zu rechnen.

Beispiel 1. Sei dy die Delta-Distribution auf einer abgeschloflenen Unter-
mannigfaltigkeit Y C X. Sie ist eine A-Distribution fur A = Ny. Mit Hilfe
einer glatten Zerlegung der Einheit kann man diese Behauptung zur Mannig-
faltigkeit X’ reduzieren, wobei ist X’ eine kleine Karte in Umgebung eines
Punkts z, € Y. Mit Hilfe einer Variablensubstitution fithrt mann die Be-
hauptung zum Fall Y = {2y = ... = 24, = 0}, 1 < k < n zurlick. Jetzt
schreiben wir

k
dy = /exp(Zm@x')d@ =1(¢,1), p(x,0) = 02" = Z(%:L'j

Beispiel 2. Wir setzen X = R” und v = (¢, a),

0
qb(x;el?e?) = P(Ual')e% n= 0_17
2

wobel ist
p(n,x) =" e Lty

eines Polynom von 7. Im kegelschen Gebiet ©® = {f; # 0} ist das System
0o /00, = /D03 = 0 zum System p = dp/dn = 0 equivalent. Deswegen gilt

C(qb):{p:g—p:(), 0 €0} (3.2)
Ui

und d,é(x,0) = Oyd,p(x,0) = 0:(n"',...,n,1) Daher gilt die Gleichung
A(¢) = p(C(¢)) und schlifllich auch 7(A(¢)) C Diskrp, wobei bedeutet
Diskr p die reelle diskriminante Menge des Polynoms p, d.h. die Menge der
Punkten x so, dafi das Polynom p = p(n, x) zumindest eine reelle mehrfache

12



Nullstelle n hat. Phase ist in X x O nichtentartete. SchlieBlich gilt die
Inklusion
ssupp u C Diskr p.

fur beliebige A-Distribution wu.

Sein = 1. Wir haben Diskrp = {2; = 0} und annehmen, daf} die Apmlitude
homogene Funktion des Grades p ist. Wir wenden der Satz 2.5.1 fur das
Fourier Integral v an und bekommen fur beliebige & = 0,1, ...

U=U_py1/2 T Upt1/2 T oo + U—p—1/24k + Tk,

wobei ist u) fur jede A eine homogene Distribution des Grades A und hat das
Restglied ry stetige Ableitungen bis zur Ordnung k — [u]. Das egibt sich aus
der Folgerung 5.4.3.

Insbesondere gilt u = (c+x;3/2 a4 ri)dz fir ¢ = 1 mit einigen
Konstanten ¢y. Sei n = 2. Dann ist die Menge Diskr p gleich die Kurve

d(z) = 4:1;:1)’ + 27:1;3 = 0.

Die heifit ”Schnabel” (cusp) Kurve. Die Distribution « hat die fogende En-
twicklung in der Nahe der Kurve:

w = tu_y,_3/2(d)wo + uy_12(d)wy + ...+ 7y,

wobei sind wq,wy, ... glatte Dichten und ist w; fur beliebige k£ eine homogene
verallgemeinerte Funktionen auf R des Grades k. Das Restglied ist glatt wie
nach oben. Das gilt aulerhalb der Spitze (0,0) der Schnabel (siehe Folgerung
5.4.3). Die Singularitat in der Spitze ist mehr kompliziert.

Sei n = 3. Dann heif}t der Menge Diskr p der ”Schwalbeschwanz”.

Wir bennenen durch D), die Menge der Lagrangesche A-Distributionen fir
eine Lagrangesche Mannigfaltigkeit A. Das ist eines Vektorraum. Fur be-
liebige u € P/, sind die beliebige Ableitung D'u und das Produkt hu, h €
E(X) auch A-Distributionen. Die Inklusion W F(u) C A folgt aus dem Satz
5.2.1. Die Vereinugung der Mengen W F'(u) ist inder Tat gleich A.

Aussage 5.3.1 Sei A eine Lagrangesche Mannigfaltigkeit und A € A. Es
gibt eine nichtentartete Phase ¢ so, dafi A € A(¢) C A gilt.

Beweis. Nach dem Satz 4.6.2 es gibt eine erzeugende Funktion fur A im

Punkt A. Sie hat die folgende Form f(2',&") = —> 7" §ai(a,£"), wobei
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bezeichnen wir @' = (z1,...,2,), " = ({41, -, &) und r = r(A) (siehe (3.4)).

Wir setzen
B(x,0) = 02" + f(a',0) = §:9 zi(2',0)), 0 = (0,41, ..., 0,)
r+1

Das ist eine homogene Funktion des Grades 1 in Bezug auf Veranderlichen

6, wobei gilt
af

C(9)={a" = =251,
und -
deb = (dx’fv dx”f) = (%70> .

Es folgt daraus, dal durch f erzeugende Mannigfaltigkeit ist gleich A in einer
Umgebung von A. .[

Satz 5.3.1 Fur belicbige Lagrangesche Mannigfaltigkeit A und beliebige Punkt
A € A gibt es eine Distribution u € D)y so, dafl

X EWF(u). (3.3)

Entwurf des Beweis. Wir wahlen eine Phase wie in nexter Aussage. Sei
(2e,0,) der Punkt, der im A umwandelt. Fiir beliebige glatte homogene
Amplitude ¢ = a(x,0) die im Punkt (z,,0,) verschwindet nicht, gilt (3.3) fiir
u = 1(¢,a). Wir bezeichnen

r(A) =rankdr : T\(A) = T.(X), v = w(A). (3.4)

Im Fall #(A) = dim X — 1 benutzen wir den Beispiel 1 und setzen u = hdy,
wobei gilt Y = m(A’) fiir einer Umgebung A’ des Punktes A in A. Dabei ist
Y eine abgeschloflene Hyperflache in einer Umgebung X’ des Punktes x und
h € D(X'). Das ist einfach zu priifen, dal A € W F(u), falls h(x) # 0 gilt.

Im allgemeinen Fall wahlen wir eine Phase ¢ wie in die vorigen Aussage und
eine glatte homogene Amplitude a so, dal a # 0 im Punkt (z,8) = ¢ (V).
Die Inklusion (3.3) gilt fir v = [(¢,a). Wir verfiigen tiber hinreichende

Technik nicht um diese Behauptung im allgemeinen Fall zu prifen. [J
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5.4 Berechnung der Fourier Integrale

Integrierung durch die Strahlen. Man kann ein beliebiges Fourier In-
tegral durch die Integration uber die Strahlen im Hilfsraum O faktorisieren.
Diese Integration ist in der Tat eine Fouriertransformation. Darum kann
man das Fourier Integral umwandeln.

Aussage 5.4.1 Seien ¢ eine beliebige nichtentartete Phase und a eine be-

liebige glatte homogene Amplitude des Grades 1 — N auf © = R™. Dann gilt
die Gleichung

I{(¢p,a)=17"", () /(qb(:z;,w) + 02)Ha(x,w)dw, (4.1)

S

wobei ist S die Finheitsphdre in © und ist (p+01)™* das Urbild der Funktion
(t 4 00)=* bei der Abbildung t = ¢.

Beweis. Wir rechnen das innere Integral in (1.4) mit Hilfe der Sphérische
Koordinaten p = |0|,w = |0]7*0. Wir haben df = p™~ldpdw fiir die Volu-
menform df, dw auf © und S. Folglich gilt die Gleichung

6ma) = [ ateo) ([ exslup(ontoneor o) o

wobei bennenen wir ¢. = ¢ + 1. Das inneres Integral is gleich , (u)(1¢.)™*
nach Kapitel 3,(5.4). Fiir ¢ — 0 bekommen wir (4.1). [J

Folgerung 5.4.1 Fur belicbige ganze Zahl yu > 0 gilt

I{(p,a)+ I(—¢, (—1)a) =207, (u /qb z,w) Ha(r, w)dw (4.2)

1(6,a) = I(=6,(~1)"a) = —2m~**", () / 50D (9(,w) (e, w)do. (4.3)

Fiur beliebige halbganze Zahl p gilt
0v0) + (=0 (1V0) =27, (o) [ olo)Fate)ds (44)

15



Beweis. Fur halbganze Zahl p benutzen wir die Formel
(t+00)7" 4+ (=1)7"(=t + 00)* =2t "

Dann verwenden wir das Urbildoperation bei der Abbildung ¢t = ¢ und inte-
grieren gegen die Dichte adf. Das gibt (4.3). Fir ganze Zahl g > 0 wenden
wir die Formel (3.4) von Kapitel 3 und die Ableitungen dieser Formel. [
Die Lagrangesche Distributionen (4.2)-(4.4) heiflen die paarige Fourier Inte-
gralen.

Verminderung des Hilfsraums. Man kann beliebiges Fourier Integral
zum einem Integral I(&,a) zuriickfiihren so, dafi Differenzial d3¢ in einen
gegebenen Punkt veschwindet. Sei u und v einige Distributionen. Wir wer-
den u = v (mod &) schreiben, falls die Differenz v — v eine glatte Dichte
ist.

Satz 5.4.1 Seien ¢ eine nichtentartete Phase, A € A(¢p) und r = r(A) =
rank D : T\(A(¢)) — 17 (X), x4 = m(X). Die Ungleichung N > n —r gill
und es gibt eine nichtentartete Phase ¢ auf X' x Z, dim Z = n—r, die besilzl
die folgenden Figenschaften:

(i) X' ist eine Umgebung des Punktes x4;
(i) A(v) = A(¢) gilt in einer Umgebung von A;

(iii) es gibt eine kegelsche Umgebung X' x ©' des Punktes (x,,0,) = ¢71(N)
so, daf$ fir beliebige Amplitude a € S*(X' x ©),suppa C X' x 0 gibt
es eine Amplitude b € SY(X' x Z) so, dafl

n—r

I{(¢p,a)=1(p,b) (mod&) v+ 5 :/,L—I-g. (4.5)

qgilt.

Beweis. Sei s der Rang der quadratische Form H = Hessg ¢(xs,0,). Wir
finden lineare Koordinaten 6 = (61, ...,0y) in © so, daf} die Form H diagonal
werdet, wobei nur die Elementen nicht und die Gleichungen.

0*¢(4, 04)

90,00, #0, nurfir 1=75=1,...,s (4.6)



Wegen (4.6) kann man mit Hilfe des Implizitfunktionsatzes die Losungen
01 = m(x, (), ..., 05 = ns(x, () des Systems

o _  _ 9% _
T
finden. Wir bennenen n = (61,...,05); ¢ = (0s41,...,0n). Die Abbildung
n = n(¢) ist auf den Raum X’ x Z bestimmt, wobei ist X’ eine Umgebung
des Punktes x, und 7 eine kegelsche Umgebung des Punktes ((6,). Wir

haben dabei ((6,) # 0, anders gehorte der Strahl n = tn(6,),t > 0, ( =0 zu
C(). Das widerspricht die Gleichung n = n(().

Hilfsatz 3 FEs gilt N —s=n —r.

0 (4.7)

Beweis. Seien i,...,x, einige Koordinaten auf X so, dal die Formen
m*(dxy), ..., 7 (dx, ) auf T\(A(¢)) unabhangig sind. Die Abbildung ¢. : C(¢) —
A(@) ist eines [somorphismus der Mannigfaltigkeiten, die die Gleichung w¢, =
p erfullt, wobei ist p: X x © — X die naturliche Projektion. Dann sind die
Formen p*(dxy),...,p*(dz,) auch auf T(,, 6,)(C(¢)) unabhéngig. Sie bilden
mit der Formen dfs, 1, ..., dfy ein vollstandiges System in T(*x.ﬁ.)(C(qb)), weil
dby, ...,d0s abhangig von diese Differentialen sind. Schliefilich haben wir die
Ungleichung N —s+r > n. In der Fall N — s+ r > n haben wir eine lineare

Gleichung
N

Z Cl]‘d@]‘ + Z bzdl'z =0
s+1 1
auf den Raum T{,,4,)(C(¢)). Dieser Raum ist gleich den Durchschnitt
NY Ker d(9¢/00;). Daher ist die linke Seite gleich eine Summe 3~ ¢;d(9¢/d0;).
Aus (4.6) folgt, daBB a; = 0,5 = s+ 1,..., N. Darum gelten auch b; =
0,7 =1,...,7 nach der Eigenschaft der Koordinaten z,...,z,. Der Hilfsatz
ist beweisen.[]

Wir setzen ¢ (x,() = ¢(x;n(x,(),(). Das ist eine nichtentartete Phase in
X' x 7 gemaB (4.6). Wir setzen auch y(x,0) = &(x,0) — ¢(x,(). Das
eine glatte homogene Funktion so, dafl der Rang der quadratische Form
Hess, x((xs,0,) gleich s ist. Das Integral

bz, () = /Rsexp(lx(x; 1, ¢))a(x;n, ¢)dn. (4.8)

ist eine Losung der Gleichung (4.5), dabei hat das Integral einen Sinn wie in
Abt.5.1. Wir fithren die Koordinaten p = [(|, w = p~'(, 0’ = p~'n in (4.8)
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/eXp(@X(x;mO)a(%@)dn: p““/eXp(wX(x;n’aw))a’(x;n’aw)dw (4.9)

wobei gilt a'(x; 7', () = p~"a(x,0). Das letzte Integral hat ein grof§ Parameter
p und wir wenden der Sattelpunktmethode (siehe Abt.2.5) an. Zuerst finden
wir eine glatte Abbildung v = ~(x;n',w) in eine Umgebung des Punktes
(24,0,) so, daB die Jakobische Matrix J = 0v/0dn" invertierbar ist und die
Gleichung

x(x5m,¢) = B(x;7,¢)

gilt, wobei ist 3 = 1/2Hess,, y(;n(w),w) eine quadratische Form in Bezug
auf . Die Abbildung v konstruieren wir mit Hilfe der Morse Lemma (Kap.2,
Anhang), dabei wenden wir diese Lemma zur Funktion mit Parameter «, (
an. Dann substituiren wir ' = n’(y) in (4.8):

bz, () = p““/exp(@ﬁ(x;%w))a"(x;%w)dv

wobei bennenen wir a”(x;y,w) = '(a;7'(y),w)|J(x;n',w)|. Jetzt gibt der
Satz 2.5.1 fur beliebige nattrliche ¢ die Darstellung

o (2m)2 2 exp(22) 5 " om0\’
b ) = ] Y S0 () b0,
0<y <q
(4.10)

wobei bennent o die Signature von [ und 3* die duale quadratische Form.
Man kann priifen, daB j-te Glied der Summe gehért zur Klasse S#+5/277( X! x
Z) fir j = 0,1,....,¢g — 1 und r, = O(p*T*/3722). Dabei bleibt die letzte
Abschatzung fest auch fir Ableitungen Ly - ... - Lpb,, wobei sind Ly, ..., Ly
beliebige Felder des Grades 0 auf X’ x Z. Deswegen gehort r, zur Klasse
Suts/2=2a  Gehlieflich die ganze rechte Seite ist eines Element von S#+5/2,
Das ist eine Losung der Gleichung (4.5). [J

Bemerkung 1. In der Fall a ist eine homogene Funktion des Grades p hat
die Amplitude b fur beliebige £ die folgende Entwicklung:

b= bu—l—s/? + bp,—|—s/2—1 + ...+ bu—|—s/2—k + Tk,

wobei ist b, eine homogene Amplitude des Grades v und gilt 1, € S#+s/2=k=1
Bemerkung 2. Seien ¢ = ¢(x,0), ¢'(x,6) nichtentartete Phasen so, daf
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A(¢) = A(¢') in einer Umgebung eines Punktes A, dabei hangen die beiden
von n—r(A) Hilfsveranderlichen. Man kann konstruiren eine glatte homogene

Abbildung n des Grades 1 von einer kegelsche Umgebung W des Punktes
&7 (A) auf eine Umgebung W’ des Punktes (¢')7(A) so, daB

Y'(,n(0) = (x,0)
gilt. Deswegen hat man fiir beliebige Amplitude a € S*(X x ©')
[(¢,a) = I(¢,a’) (mod¢&)

in einer Umgebung des Punktes m(A) gilt. Dabei ist die Amplitude a €
S*(X x ©) durch die Formel

det @

e,0) = (e, (0)) |det ]

gerechnet. Darum kann man beliebige Lagrangesche A-Distribution uw und
fiir beliebigen Punkt z € X so, dal 77 *(z) N A = AR, in der Form u =
I{(¢,a) (mod¢) darstellen, wobei ist ¢ eine gegebene Phase, die hangt von
n — r(A) Hilfsveranderlichen.

Folgerung 5.4.2 Seien A eine Lagrangesche Mannigfaltigkeit und © € X
ein Punkt so, daf3 die Menge 7=t N A gleich einen Strahl AR, ist, wobei
gilt r(A) = dim X — 1. Dann hat jede A-Distribution u von Ordnung v die
folgende Darstellung

u= [ explnfa)ate.pdpds (mode)

0

wobei gilt a € S*=V? und ist f eine glatte Funktion, die verschwindet auf
m(A).

Beweis. Das ist ein Fourier Integral mit N = 1, wobei setzen wir f(z) =

P(x,04/10.]).

In der Fall der homogene Amplitude das letzte Integral ist einfach zu rechnen.

Folgerung 5.4.3 Unter Bedingungen der vorigen Folgerung hat das Fourier
Integral w = I($,a) mit einer homogenen Amplitude a die folgende Darstel-
lung

w= (4007 g+ (f4+00) 7w (f 40077 w4y (411)
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Hier sind wy, k = 0,1,... glatte Dichten in einer Umgebung des Punktes x
und hat py, die Ableitungen von Ordnung < k —v —1/2.

Beweis. Wir wenden die Aussage 5.4.1 auf (4.11) an.[d

Im allgemeinen hat eine Lagrangesche Mannigfaltigkeit A eine Stratifika-
tion A = UJ~' Ay, wobei ist Ay = {X € A, r(\) > k. Es gilt die Darstellung
A = U(Ag \ Agt1), wobei ist Fy = m(Ar) C X eine abgeschlolene Menge
der Dimension k. Insbesondere ist die Menge F,,_; \ F,_2 eine glatte Unter-
mannigfaltigkeit, eventuel mit einem Selbstdurchschnitt. Das ist der glatte
Teil der Front m(A). In einem beliebigen Punkt & € F,,_; hat beliebige La-
grangesche A-Distribution u die Darstellung von Fogerungen 5.4.2 oder 5.4.3.
Der Schli der Menge F,_; \ F,_3 enthélt den singular Teil der Front F),_,.
Fiir einen Punkt @ € F,,_5 \ F,_3 braucht man eine integrale Darstellung fiir
u mit einem Hilfsraum O der Dimension 2 und so weiter.

5.5 Anwendung zur Radontransformation

Sei £ ein Euklidischer Raum der Dimension n, F dei Mannigfaltigkeit der
Hyperebenen H in E. Die Radontransformation einer beschrankten Funktion
f mit kompakten Trager ist die Funktion

ritin = [ gavi (5.1)

auf E, wobei ist dVy die Euklidische Dichte auf H. Man gibt eine beliebige
Hyperebene in der Form H = H,, = {x : wx = p auf, wobei gehort w zum
Einheitskugel S in £ und lauft p iiber R. Dabei sind die Hyperebenen H, ,
und H, , identisch. Darum ist die Mannigfaltigkeit E isomorphisch mit dem
"Moébius Blatt” S x R/Z,, wobei wird die Gruppe Zj durch die Involution
(w,p) = (—w, —p) dargestellt. Deswegen ist S” x R fiir eine beliebige Hal-
bkugel S’ C S eine Karte auf E. Man kann einfach das Operator (5.1) auf
den Raum der verallgemeinerte Funktion mit kompatken Trager fortsetzen,
und zwar

Ru(p) = /Su(;/)(w,wx)d\/)dﬂ, p=1vdQANdp e D(E) (5.2)

wobei sind dV, df) die Euklidichen Volumenformen auf F entsprechend auf S.

Dabei ist Ru eines stetiges Funktional auf den Raum D(FE) der Grundichten,

20



d.h. Ru ist eine verallgemeinerte Funktion. Die Transformation (5.2) fallt
mit (5.1) zusammen, falls u eine gewohnliche beschrankte Funktion ist. Das
folgt aus die Formel dV' = dVgdp. Wir benutzen den folgenden geometrische
Konstruktion um die Transformation (5.2) zu untersuchen. Fiir beliebigen
Punkt (x,&) € T*(F) entspricht die Hyperebene H(x,£) € E die enthilt den
Punkt x und ist zu & orthogonal. Diese Hyperebene hat die Koordinaten
we = |&]71¢, pe = wx. Wir bekommen eines Kovektor im Punkt H(z,¢)
folgendeweise. Die Funktion

#(Hy,,) =p—wz

auf E verschwindet im Punkt (wWey pe).  Wir betrachten ihres Differenzial
dt = dp — xdw und setzen

R(x,&) = (we, pe; |€]dT).

Das ist eine homogene Abbildung der Vektorbiindel R : T*(E) — T*(F).
Wir bennenen es die geometrische Radontransformation. Das Biindel T*(E)
ist mit einer kanonischen 1-Form & ausstattet, wobei gilt & = ndw + nodp.
Dabei sind die Koordinaten n = (i, ...,n,) iberzdhlig: fir n = cw ver-

schwindet die Form ndw.
Aussage 5.5.1 Die Abbildung R ibehdlt die kanonische 1-Form bei, d.h.
R*(&) = a.

Beweis. Wir haben R*(&) = ndw + nop, wobei sind n = —|¢|x, no = || die
Koeffizienten der Form d# und

ndw 4+ nodp = —|¢|xdw + |€|d(wdz) = |é|lwdr = Ed.

O
Es folgt daraus, dafl die Abbildung R behalt auch die Volumenform bei:
R*(A"dé&) = N'de, schlieBlich ist R eines Isomorphismus.

Satz 5.5.1 Seien A eine Lagrangesche Mannigfaltigkeit in T*(FE), A= R(A)
und u eine Lagrangesche A-Distribution mit kompaktem Trdger. Dann ist die
Radontransformation Ru eine Lagrangesche A-Distribution.

Die dhnliche Behauptung erfullt fir die inverse Radontransformation.
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Dabei identifitieren wir eine beliebige verallgemeinerte Funtkion u auf £ oder
auf F mit der Distribution udV entsprechend mit der Distribution udQ A dp.
Beispiel 1. Sei u die Indikatorfunktion eines kompakten Gebiets G C E
mit glattem Rand JG. Diese Funktion ist eine A-Distribution fiir konormale
Vektorbiindel A = N3.. Dann ist das Radonbild Ru eine A-Distribution,
wobei gilt A = R(N;,. Die Inklusion WF(Ru) C A folgt aus dem Satz
5.2.1. In der Tat ist das eine Gleichung.

5.6 Hyperbolische Anfangswertproblem

Wir betrachten eine hyperbolische Differenzialgleichung im Zeit-Raum X x
R, X =R"
P(x,t; Dy, Di)u = w (6.1)

m-te Ordnung mit Anfangswerten auf Hyperebene ¢ = 0. Wir schreiben
P =vp, + pn_1+ ...+ po, wobei ist p; ein homogenes Operator des Grades
k. Das Symbol des Operators ist das homogene Polynom p,, (x,t;:£,07). Wir
entwickelen das Symbol in der Form eines Produkt

m

pm(l’,t;f,T) = H[T - T]‘(l’,t;f)],

1

wobei sind 7, ..., 7, homogene Funktion von ¢ des Grades 1. Das Operator
(6.1) heifit strikt hyperbolish, falls I = ... = J7, = 0 und 7, # 7, ¢ # j fur
reelle ¢ gelten.

Das Anfangswertproblem (Cauchy Probleme) fiir ¢t > 0 ist das folgende:

Ju oty
u(x,0) = up(a), E(%O) = uy(x),..., W(Q?,O) = Up—1(2) (6.2)
fir gegebene Funktionen wug, ..., t,;,_1.

Sei Eg/ ED(X xRy),7=0,....,m—1 eine Losung des Anfangswertproblem
mit w = 0, u; = 5551/. Die Folge ES,E;,...,E;”_I der Distributionen auf
X xRy x X heifit das Grundsystem der Lésungen der Gleichung (6.1). Man
kann das Anfangswertproblem (6.2) mit beliebigen Daten losen mit Hilfe
des Grundsystem (wie fiir gewohnliche Gleichung). Auch reduziert die allge-
meine Anfangswertproblem zum Fall w = 0 nach der Duhamelsche Methode.
Dabei kann man das ganze System aus E;”_l auffuhren, falls die Koeffizienten
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des Operators P von Zeit t unabhangig sind: Ej = Gu-1-k(y, D)E ' k<
m —1, wobel ist g; eine Differenzialoperator von Ordnung j. Die Distribution
E, = E;”_l heifit die Grundlosung. Die Grundlosung ist eine Lagrangesche
Distribution. Wir beschreiben diese Losung in einem allgemeinen Kontext.
Sei A € T*(X) beliebige Lagrangesche Mannigfaltigkeit. Wir betrachten
fur einen beliebigen Nummer 5,1 < 5 < m die Hamiltonische Funktion
hj(x,t;7,8) =7 —1j(x,t,&) auf T*(X x R;). Wir "heben” A in die Biindel
T*(X x R) auf und zwar wir betrachten die Mannigfaltigkeit

Wi ={(2,0;¢,7j(2,0)) = (2, ) € A}

Sie gehort zur Hyperflache h; = 0. Jetzt erbauen wir den Hamiltonischen

FluB

dx , dt d¢ dr
DR . — = (h — > Y = —(}h: /
dt ( ])57 dt ( ])7’ ” dt ( ])1’ dt ( ])t?

mit Anfangswerten auf W;. Wir benennen durch A; die Vereinigung der
Trajektorien. Das ist eine Lagrangesche Mannigfaltigkeit in 7*(X x R)
geméBdem Satz 4.5.2. Die Vereinigung A = UT'A; ist auch eine Lagrangesche
Mannigfaltigkeit, eventuell mit einigem Selbstdurchschnitt.

Satz 5.6.1 Seien uog, ..., u,,—1 Lagrangesche A-Distributionen. Dann gibt es
eine Umgebung U der Hyperfliche X x 0 so, daff das Angangswertproblem
mit w = 0 eine und nur eine Losung in D'(U) hat. Dabei ist die Losung eine
Lagrangesche A-Distribution in U.

Fir eines globalen Ergebnis braucht man eine weitere Voraussetzung. Fur
einen beliebigen Punkt (x,t) € X x Ry der Gebiet der Abhéngigkeit A(x,1)
ist die Menge der Punkten y € X so, dal eine bicharakteristische Kurve fur
A von (y,0) bis (x,t) lauft.

Satz 5.6.2 Wir setzen voraus, daff fir beliebigen Punkt (x,t) die Menge
A(x,t) eines Kompaktum ist. Dann gilt die Behauptung des vorigen Satzes
fur U =X x Ry.

Entwurf des Beweises. Wir besprechen in kurzen Worten eine Konstruiren
der Grundosung £, des Anfangswertproblems.
Zuerst 1osen wir die Gleichung

P(x,t; Dy, D) I(p,a) =0 mod £(X x R) (6.3)
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fir eines Fourier Integral mit einer Amplitude @, die hat die folgende Fn-
twicklung

a=a,+a,_1+ ..+ ar+rg,

wobei ist aj eine homogene Amplitude des Grades & und gehort ry, zu S*.
Wir schreiben die linke Seite in der Form

/exp(qu) [byim + byt + . + b +...]dO (6.4)

wobei ist by eine homogene Amplitude des Grades k. Wir rechnen einfach

das Glied des hochste Grades

bypm/x,1;0) = pm(,t;dd)a,(x,1;0).

Das muss wegen (5.3) auf C'(¢) verschwinden. Das bedeutet, dal die Phase
die Eikonalgleichung

P, 15 dp) = 0
auf C(¢) erfiillt. Sei ¢ eine Losung fiir der Eikonalgleichung auf C'(¢). Wir

schreiben die linke Seite in der Form

(x,;0)
Zq]xtHT

wobei sind ¢, ..., gy einige glatte homogene Funktionen des Grades v 4+ m.
Jetzt integrieren wir das Hauptglied in (6.4) teilweise:

/eXp(@cb)pm(x,t;dsb)ay(x,t;@)d@ = @/exp(%ﬁ) >, %(%‘au)d@-

Das ist eines Fourier Integral mit einer Amplitude des Grades v + m — 1.
Folglich muss man die folgende Gleichung

5,
Z w(qjal,) +byym-1 =0 auf C(e) (6.5)

l6sen. Die linke Seite ist gleich

apm aau 8 Pm B
N Z afz awz Z afjafk al‘ axk ay ZZ 80 q] —I_pm—lay =

= —ZU(GU) + Pm-1ay,
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wobei ist v ein tangentiales Feld auf C'(¢). Wir schieben diese Gleichung auf
A = C(¢) und bekommen eine invariante Form der Gleichung (6.5):

Ly,.a, + Qa, =0, (6.6)

wobel ist L,  die Lie Ableitung die Hamiltonischen Feld entlang fiir Hamil-
tonische Funktion p,,(x,t; d¢) und gilt

1 > 92pm(x,t;d¢)‘

Q = pm-1(z,t;do) — % Dz ;0¢;

Wir funden eine Losung der Gleichung (6.6) und substituiren sie in (6.3).
Jetzt verschwinden b,4,, und b,4,,—1 in (6.4). Die Gleichung b,4,—2 = 0 ist
equivalent zur folgende

Lhau—l —|— QCNLU_l - SCNLU, (67)

wobei ist S eine Differenzialoperator zweiter Ordnung. Wir wahlen eine
Losung a,_; und bekommen eine ahnliche Gleichung fiir a,_5 und so weiter.
Eine Gleichung wie (6.6) oder (6.7) heifit die Transportgleichung. Fir die Am-
plituden a,,a,_1, ... die erfullt alle Transportgleichungen, gilt die Beziehung
(6.3). Dabei konnen wir die Anfangswerten fiir Transportgleichungen wahlen.
Fir jede j ist die Mannigfaltigkeit A; gleich die Vereinigung der Trajektorien
der Hamiltonische Feld Hj, mit Anfangswerten 2(0) = y, ¢(0) = 0, 7(0) =
7i(y,0;£),6(0) = £, wobei lauft ¢ iiber den Raum T;(X). Das Hamil-
tonische Feld I, ist zu jede Trajektorie des Felds H}; tangential, aber
die Geschwindigkeiten unterscheiden. Die Projektion A; auf den Zeit-Raum
X x Ry heifit die charakteristiche Flache. Diese Flache schneidet der Raum
X x Ry in einige zusammenhangende Komponenten. Fine Komponente F
enthélt die Anfangsflache X \ {y} x {0}. Die Welle £, ist gleich Null in F.
Die erganzung K = X x R4 \ F heifit das Konoid der Wellenausbreitung
(oder Abhéngigket). Das ist ein echter Kegel, falls das Operator die kon-
stanten Koeffizienten hat.

Wir suchen die Grundlosung in der Form

E = 1(ja()- (6.8)

wobel ist die Phase ¢; eine Losung der Eikonalgleichung
hj(x,t;de;) =0, hj(a, t;7,8) =7 —1(x, ;€), j=1,..,m
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mit den Angangsbedingungen

6,(.0:0) = dol:0) hy(r.0:d6) = 20— ra0:d,0) =0,
Wir finden eine Losing des Angangswertproblem mit Verfahren der Abt. 4.6.
(Andere Methode ist die Aussage 5.3.1 zur Mannigfaltigkeit A; zu anwenden.)
Dann finden wir die Amplituden a(yy, ..., @(,) aus der Transportgleichungen.
Das gibt eine Losung der Gleichung P(x,t; D)E =0, mod £(X x R,).

Wir bestimmen die Anfangsdaten um die Anfangsbedingungen (6.2) zu erfiillen.
Insbesondere setzen wir

dolw,0) =0x = b,
1

d.h. jede Fourier Integral in (6.8) ist fiir £ = 0 eine Fouriertransformation.
Wir rechnen

E(x,0) = / exp(1fx) Z agy(x,0;0)do

! i

d d
5;L(2,0) = [ exp(i0z) Z[T;(%O; O)agiy(@,050) + = ag)(x, 0 0)]d0

J

wobei driicken wir die Ableitung d/9dta;)(x,0;0) durch a;)(x,0;0) aus, dank
der Transportgleichung. Fiir beliebige k& < m ergibt es sich

%E(:p,ﬂ) = /exp(z@x) Z[(Tj(l‘,o; Q)k + orj(x, 0;0)]ag)(x,0;0)dd, (6.9)

J
wobel ist o4;, 5 = 1,...,k eine Summe der homogene Funktion des Grades
< k. Wir substituiren (6.9) in (6.2):
Z[Tf + ojklag) = St e, k=0,..,m—1, e=(2m) " exp(—fy) (6.10)
J
Das ist eine lineare System fiir die Funktionen a), ..., a(,) mit der Matrix
T = |||, Tj = T]k + oy;. Das Hauptglied HT]kH der Matrix ist die Vander-

mondesche Matrix. Das ist inversible. weil die Wiirzel 7, ..., 7, verschiedene
sind (p ist strikt hyperbolish). Deswegen hat (6.10) eine Losung

agy = agyy T a@e-1+... v=1—m
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Dabei haben die Hauptglieder das folgende Aussehen

agy(z,050) = e (H(Tk(x,(); 0) — 7j(x,0; 0))) :

ki

Mit der Phasen ¢; und Amplituden a(;), j = 1,...,m bekommen wir eine A-
Distribution (6.8), die erfiillt die Gleichung (6.1) in einer Umgebung U und
die Bedingung (6.2) modulo £.

Unten der Voraussetzung des Satzes 5.6.2 kann man die Distribuion F weiter
fortsetzen. In allgemeinem kann man nicht £ weiter die Form (6.8) benutzen,
weil fiir eine Zeit t = ¢ wenn einer Punkt X\ € A, t(\) = ¢ auftritt so, daB
r(A) < n. Man fortsetzt diese Losung flir spatere Zeit t > ¢ wie eine A-
Distribution. Dabei findet man die Phasen v, um die Mannigfaltigkeit A
mit den Stiicken A(%),) zu tiberdecken (siehe Aussage 5.3.1) und die Ampli-
tuden a, um alle Transportgleichungen zu erfullen.

Endlich bekommen wir eine A-Distribution in X x Ry, die erfiillt das An-
fanbgswertproblem modulo £. Die heifit ein Parametriz des Angangswert-
problems. Man sucht die echte Grundosung in der Form F, = FE 4 I, wobei
ist I eine glatte Dichte mit dem Trager in K. Man findet eine F' aus eine
Integralgleichung des Volterrischen Typs. [

Beispiel. Die Wellengleichung

mit der Geschwindigkeit ¢(x,t) > 0 ist eine strikt hyperbolische Gleichung,
weil 7 = c(x,t)[E], 2 = —c(x,t)|€] gilt. Wir haben zwei Hamiltonische
Funktionen hy = 7 — e(a,t)|€], ha = 7 + ¢(x,t)|£] und schlieBlich zwei Kom-
ponenten Ay, Ay der Mannigfaltigkeit A fiir beliebige A. Sei A = T7(X)
fur einen Punkt y € X. Die Menge A ist symmetrische bei der Involution
£ — —£. Desewegen gilt die Beziehung ¢o (2, t;0) = —é1 (2, t; —0). SchlieBlich
haben die entsprechende bicharakterische Streifen fir hy und fur hy gleiche
Projektion auf X x R und gilt 7(A;) = m(Ay). Diese Menge ist gleich der
singular Trager der Grundlosung F, in X x R;. Die Menge ssupp F, ist
Hyperflache eventuell mit Singularitaten. Fur ein beliebigen glatten Punkts
P der Flache wird die Grundlosung durch eine der Formel

B, = eod"32p) 4+ F, B, = egpt ™2 4 F, (6.11)
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E, =t 4 F (6.12)
dargestellt. Dabei sind eq, ¢ glatte Funktionen so, dal ¢(x,?) = 0 eine lokale

Gleichung fiir ssupp £, ist (d.h. eine Phase mit N = 0) und Das Restglied
hat die folgende Entwicklung

F = elhl(qb) + eghz(qb) + ceey

wobei sind ey, €9, ... glatte Funktionen und hy, hs, ... sukzessive Primitive des
Hauptprofils hy = 6*=3/2 .. Formel (6.11) gelten fiir gerade n + 1 > 2,
dabei gilt die erste Variante fur den Punkt P, der befindet sich auf einem
Strahl S bevor der erste Kaustik. Nach der erste Kaustik gilt die zweite
Variante (6.11). Nach der zweite Kaustik schaltet die zweite Formel um die
erste und so weiter. Fiir ungerade n + 1 gilt die Annaherung (6.12).

Fir ein singularen Punkt P € ssupp F, kann man die Grundlosung mit
andere spezielle verallgemeinerte Funktion darstellen.
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5.7 Anhang
Lagrangesche Mannigfaltigkeiten im Bild
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Erklarung der Bilden. Die Figuren stellen zwei Losungen uy, uy der Helm-

goltz Gleichung
2

k
Au+—2u:0
c

mit der Geschwindigkeit ¢ = 1 im Kreis K C FE des Radius » = 1 in die
Euklidischen Ebene F dar.

Erstes Bild Die erste Losung erfiillt die Dirichletsche Randwertbedingun-
gen:

u; = lauf das oberen Viertel S des Randes des Kreises, sonst u; = 0,

Die Losung hat der Typus der stehende Wellen, dabei ist der wesentliche
Trager der Welle u; die Vereinigung der Durchmessers D; mit den Ende
s € S. Diese Menge ist die Projektionen einer entsprechende Lagrangesche
Mannigfaltigkeiten Ay C T*(FE). Fiir eine Konstruktion betrachten wir einen
beliebige Punkt s € S und zwei Intervalen DF in T*(FE) namlich

k
Df={zre D, £ =+—¢},
2T

Hier ist e das Enheitvektor des Durchnessers D mit der Richtung von S.
Sei A* die Vereinigung der Intervalen D, s € S. Wir kleben zwei Blatten
A% iiber die gegegnwirtig Bogen —S zusammen. Wir bekommen eine Fliche
Ay C T*(E). Das ist eine Lagrangesche Mannigfaltigkeit. Tatséchlich werten
wir die kanonische Form ¢ = da = d&; A dxy + dé; A dzg auf die tangentialen

Vektoren é,t € T'(A;) aus so, daBl Dm(é€) = e. Wir rechnen

o(é,t)=—(e-d&)(t) = :I:%e -t(e) =0,

weil das Vektor ¢(e) immer zu Einheitfeld e(x) orthogonal ist. Schliefilich ist
die kanoniche Form o = {dx auf A abgeschloflen. Wir fixieren einen Punkt
Ao € AT und bestimmen eine Eikonalfunktion auf A}

o= | fa (1)

und auch auf A7:



wobei substrahieren wir eine Halbe fiir jeden Ubergang des Wegs v durch den
—S (die anderung der Phase bei der Reflektion). Das Integral hangt nicht
von dem Weg ab, weil A; einfach zusammengehangig ist. Die Summe

Uy & ay exp(2mipy(a)) + a_ exp(2mip_(x)) (7.2)

ist eine Annaherung zur Losung des ersten Bilds fir geiegnete Konstanten
a.

Zweites Bild Die Losung u, erfillt die Dirichletsche Bedingung uy = 4y,
wobei ist y der oberen Punkt des Randes. Der wesentliche Trager der wuy ist
das Ring R = {r < |z| < 1}. Wir betrachten alle Strahlen in dem Rand
R, die sind tangentiale zum inneren Kreis |z| = r und gegen die Uhr laufen.
In einem beliebigen inneren Punkt = € R gibt es genau zwei Strahlen Si.
Wir bennenen durch ey die Einheitvektoren dieser Strahlen, wobei hat ey
die Richtung... und setzen

k
fi = gei-

Wir bekommen zwei Blitten AT im Raum 7*(E) die entdecken zweimal den
Ring R. Wir kleben die Blatten uber die Rande zusammen und bekom-
men eine abgeschloflene Mannigfaltigkeit Ay, die ist zum Torus topologisch
equivalent. Das ist eine Lagrangesche Mannigfaltigkeit, folglich ist die Form
o = &dv auf Ay abgeschlolen wie im vorigen Fall. Wir bestimmen zwei

1 1
A= [a P = [ats-1
Y1 Y2

wobei ist y; ein Zyklos in Ay, die ist zu einem Kreis |z| = v/, r <7’ < 1 ho-

Periode

motopisch equivalent. Der Zyklos v, ist equivalent zur Vereinigung der zwei
orientierte Intervalen {z : r < a; < 1, x5 = 0}, wobei kreuzt der Zyklos v
den Zyklos |z| = 1 in dieselbe Richtung wie die reflektierende Strahlen durch.
Die Zahl 1/2 bedeutet wieder die Anderung der Phase wegen die Reflektion
an dem aufleren Rand und die Zahl —1/4 entspricht dem kaustische Verlust
an dem untenen Rand = = r.

Die Quantization Bedingung: die beide Periode sind ganze Zahlen

Pi(A) = p1, Pa(A) = py (7.3)

Das ist eine notwendige Bedingung fur Existenze eine Losung us von Typus
"fliisternde Galerie” (siehe [4]).
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Die beide Bedingungen (7.3) erfiillen fiir Ay mit & = 337/2, p1 = 32, p, = 4.
Dann gilt die Anndherung wie (7.2). Dabei ist ¢4 eine Eikonalfunktionen

wie in (7.1) und
A 11
_(\) = - — .
o= [ g

Die Anndherung (2) ist tauglich im Ring r + ¢ < |z| < 1 fiir ein positives e.
In einer Umgebung der Kaustik |z| = r ist eine andere Anndherung geeignet:

uz(w) & aexp(2m(9(x))) Ailn(|e|)k*7),

wobei gilt ¢ = ¢4 auf die Kaustik und bezeichent Ai die Airysche Funktion
(siehe Kap.2); 6(x) = ra/|z| und n sind die kaustische Koordinate, dabei
verschwindet n(t) fiir ¢t = r.

Danksagung. Die Bilder sind durch einen Algorithmus von Dr. Frank
Wibbeling berechnet. Ich danke Dr.F. Wibbeling fur seine Mitwirkung.
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5.1 Distributionen mit oszillierendem Kern

Wir betrachten eine durch das Integral

1)) = [ [ expliote.0ate.0)p(e)deds, ¢ €DX) (1)

bestimmte Distribution auf eine offene Menge X C R™. Wie im Kapitel 2
heifit die Funktion ¢ die Phase und die Funktion a die Amplitude des Inte-
grals. Sie werden im Raum X x © definiert, wo ist © = R" einer Hilfsraum.
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Die Phase ist eine reelle Funktion und die Amplitude erfullt die Ungleichung
ja(z,0)] < C([0] + 1),

Das Integral iber © ist absolute konvergierbar, falls y + N < 0 gilt. und es
erfullt

W%@WMSC/WWWW (1.2)

Wir benutzen die folgende technische Definition. Sei ¢ > 0 eine ganze Zahl.
Wir sagen, dafl eine Distribution v € D'(X) von Singularordnung < ¢ ist,
falls die folgende Ungleichung gilt:

) £ C@lel 00 =3 [ ] ds

li<q

Die Ungleichung (1.2) impliziert, dal die Distribution (¢, a) von Sungu-
larordnung < 0 ist.

Im allgemeinen kann man einen Sinn flir diviergentes Integral (1.1) verleihen
durch eine Regularisierungsmethode, falls die Phase eine homogene Funktion
von 6 des Grades 1 ist und die Amplitude eine besondere Bedingung erfiullt.
Dabei meint man, dafl eine Funktion f auf die Faserbiindel X x & — X ho-
mogene des Grad deg f = v € R ist, falls die Gleichung f(x,t0) = " f(x,0)
fur beliebige t > 0 gilt. Eines Differentialoperator A auf X x © ist homogenes
des Grads «, falls die Funktion Af homogene des Grades v + « fir beliebige
homogene Funktion f des Grades v ist. Insbesondere sind die Felder

b(x,@)%, 1=1,...,n, c(x,@)%, j=1,...N
7 J

homogene Operatoren des Grades —1, falls die Funktionen |0|b(x, ), ¢(x,9)
homogene des Grades Null sind.

Definition. Sei y,p € R,0 < p < 1. Die Klasse 5% = S/(X x 0©) ist
die Menge der Funktionen, in X x O, die erfillen die folgende Reihe der
Ungleichungen

Ly Lya(z,0) < C0] + 1) k=0,1, ... (1.3)

erfillt, wobei sind Ly, ..., L beliebige Felder des Grades —1 und hangt die

Konstante (' von z, # nicht ab.
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Beispiel 1. Eine beliebige glatte homogene Funktion a des Grades p auf
X x © gehort zur SY.

Definition. Wir sagen, dafl eine Amplitude ¢ asymptotisch homogene ist,
von Ordnung p, falls die folgende Entwicklung:

a=0a,+ apy-1+ ... +au_qg+ry,

fur beliebige ¢ gilt. Hier jede Glied a,, ist eine glatte homogene Amplitude des
Grades v und r, € Sf_q_l. Sei S* der Raum der asymptotisch homogenen
Amplituden von Ordnung pu.

Wir regularisieren das diviergente Integral (1.1) folgendeweise:

o)) =l [ [ expluota,0) = clplae.O)(a)dsds. (1.4

Der Integrand ist offenbsichtlich summierbar fur beliebige ¢ > 0.

Satz 5.1.1 Seien ¢ eine beliebige glatte homogene reelle Funktion des Grades
1 ohne kritischen Punkten in X x (© \ 0) und eine beliebige a € S¥. Dann
evistiert die Grenze (1.4) fir eine beliebige Grundfunktion . Dabei ist 1(¢p, a)
eine Distribution in X von Singularordnung < k, so daff die Ungleichung
i+ N < kp gilt.

Unter diesen Bedingungen bennenen wir das Funktional (1.4) Fourier-Distribution.
Beweis. Wir wahlen eine Funktion y € D(0), so dafi y(8) =1 fir |0] < 1.

Wir stellen das Integral in (1.3) wie eine Summe der zwei Integrals mit dem
Faktor y, entsprechend 1 — y dar. Das erste ist ein eigenes Integral und die
Grenze fiir € — 0 ist gleich die Distribution [lodx](¢)), wobei ist

o) = [ exple.0))n(D)ate. 0)d0
supp x
eine gewohnliche glatte Funktion von Ordnung < 0. Sei L eines Feld des

Grades —1, so daB L¢ = —u. (Hilfsatz 1). Wir schreiben das zweite Integral

in der Form

| [ esteo-clonn—avdeds = [ [ Lexplio) ex(—=lp)(1-xjardeds

und integrieren teilweise:
[ [ peptuonexpi—<lolya - xjavdeds =
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[ [ esteottespi=clopin - xjav)dsas,

wobei L* das konjungierte Differenzialoperator bezeichent (siehe (1.10)). Das
ist eines Operator des Grades —1 und

L™ (exp(=e|0])(1 = x)at) = —L{exp(—el0]))(1 — x)ay—

—exp(—¢|0)[L((1 = x)) + div(L)(1 = x)]arp—
—exp(—el0])(1 — x)L(a) — exp(—¢[0])(1 — x)aL(¢).

SchlieBllich ergeben wir uns

//exp 16:)(1 — x wdxde_//exp 16

wo bezeichnen wir ¢. = ¢ + |0, und

aoth + Z a7 ] dudb,
(1.5)

a0 = ao(;2,0) = [—e Y |Z b} L(1 = x) 4+ div(L)(1 = \)]a + L(a), (1.6)

a;=ab;, 5 =1,....,n

Die Amplitude a;, 3 = 1, ..., n gehort offenbar zur Klasse S;‘_l, weil die Funk-
tion b; glatte homogene des Grades —1 ist. Jetzt abschatzen wir die Am-
plitude ag. Die Summe im ersten Glied (1.6) ist eine homogene Funtion des
Grades 0, schlieBlich ist sie auf © beschrankt. Das Produkt e exp(—¢|d|) ist
durch C'|0|~! majoriert, weil ist die Funktion £|0| exp(—¢|f|) gleichmaBig fiir
e > 0,0 € O beschrankt. Deswegen erfullt die Amplitude die Abschatzung

|aol exp(—eld]) < C10]*~"

gleichmdfsig in Bezug auf ¢ > 0. Wir konnen auch die Ableitungen von ag
gleichweise abschatzen und bekommen, dafl die Funktion a¢ die Ungleichun-
gen (1.3) mit g — p statt p gleichmafig in Bezug auf ¢ > 0 erfiillt. Dabei
gilt L(a) € 547*,. Die Funktion div(L) ist homogene des Grades —1 und die
Funktion L(1— x) hat ein kompakes Trager. Falls die Ungleichung p+ N < p
erfilllt, konvergieren die Integralen

/exp(z¢6)|aj|d(9, 7=0,1,....n
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gleichmafig in Bezug auf . Man kann zu Grenze in (1.5) iibergehen. Deswe-

gen bekommen wir endlich die Ungleichung
d —1d
[ el “2/\9% .

Es folgt daraus, dal (¢, a) eine Distribution der Ordnung < 1 ist.
Wir wenden dieselbe Verfahren auf jede Glied (1.5) an und bekommen eine
Darstellung

Hgsa)(w) = [ expleo )3 i+ a0 3%+ S o

wobei gehéren die Amplituden a;; zu S47*” und erfiillen sie (1.3) gleichmaBig
in Bezug auf e. Wir wiederholen diese Verfahren £ mal um die Ungleichung
i+ N < kp erreichten.[

|hm/ /Xexp(qus)a(x,e);/)(x)dxdﬂ <C

e\

Hilfsatz 1 FEs gibt ein glattes Feld L des Grades —1 auf X x ©, so dafs
L(¢) = —u gilt.

Beweis. Wir setzen 5 5
L= b, — =, 1.
Z ! 6:@ + Z ¢ 8(92 ( 7)

wobei

1 Do 1|0]2 96 o |
b]‘: C; = — |I/| 8(97 I/:Z‘— .

1/8:1;]

b |?
+ |9|22‘a—0

gilt und verschwindet der Nenner v nirgends. [

Hilfsatz 2 Seien V' eine beliebige homogene Feld auf X x O des Grades
—1 und Q eine beliebige glatte Form des hochsten Grades auf X x O, die
verschwindet auffer K x O fur eines Kompaktum K C X. Dann git die
Gleichung

/Lv(w) =0 (1.8)

falls Q@ und Ly Q) summierbar sind.
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Das Symbol Ly bedeutet die Lie Ableitung des Felds V entlang (siehe Kap.4).
Beweis. Wir setzen zuerst voraus, dafl die Form ) hat einen kompakten
Trager und bestatigen die Gleichung

[oier= [w (1.9)

fur kleine ¢, wobei ist @, der durch das Feld V' erzeugender Flufl. Tatsachlich
ist das Integral einer Form des hochsten Grades invariant in Bezug auf be-
liebigen Isomorphismus der Mannigfaltigkeit. Wir differenzieren (1.9) und

bekommen (1.8). Fiir gegebene Form () setzen wir Q) = xx§2, wobei xx(8) =
x(k10) gilt. Offenbar strebt das Integral [ € gegen [ Q. Wir berechnen

0 :/LV(Qk) :/V(Xk)ﬂ+/XkLV(Q).

Dabei gilt V(xx) = O(k™') gleichmaBig auf X x ©, weil die Funktionen
V(6:),71 = 1,...., N homogene des Grades —1 sind. Deswegen strebt das
Integral [ V(%) gegen Null. Wir schlieflen daf auch [ xzLv(92) — 0. O
Wir substituiren Q = fgdx A df in (1.8) und bekommen

/V(f)gd:z;d@ = /fV*(g)d:L'd@ (1.10)
wobei gilt
. ) ) _ Ly(dz N df) 802
Vi=-V-divV, divV = “de rdi Zax]

Dabei prifen wir die letzte Gleichung mit Hilfe der Leibnitzsche Formel und
des Satzes 4.3.1:

Ly (fgdx Ndf) =V (f)gde NdO + fV(g)de N dO + fgLy(dx A df)

Ly (dx Adf) = d(V vV (dx A dO)) =Y (=1) " d(bday A ..j... A day A dB)+
J
(=1 d(cide Ady A A dOy) = divVda A db.
J
Bemerkung. Man kann statt die Folge E. = exp(—¢|fd|) andere dhnliche
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folge der Funktionen fiir Regularisierung des Integrals (1.1) benutzen. Z.B.
taugt die Folge E. = exp(—¢|f|*) auch. Dabei bleibt der Limes (1.4) fest.
Nichtentartete Phase Sei ¢ eine Phase in X x ©. Wir betrachten die

Menge

0 0

00 _ 0o
06, 00N
Das ist die kritische Menge der Phase auf jeder Faser p~'(x) des Biindels
p: X x0 = X.
Definition. Die Phase ¢ heifit nichtentartete, falls sie eine glatte homogene
Funktion des Grades 1 ohne kritischen Punkten ist und die Formen

9 9
1(29) (22

linear unabhéngig in jedem Punkt der Menge C'(¢) sind. Sei ¢ nichtentartete
Phase. Die kritische Menge C(¢) ist eine kegelsche Untermannigfaltigkeit in
X x O von Dimension n + N — N = n. Das foglt aus dem Implizitfunktion-
ssatz. Wir betrachten die Abbildung der Bundel

C(é) ={(x,0) : dgop = 0, <>

bo: C(6) = TH(X), (2,0) = (2, dy(z,0)).

und die Abbildung X — T*(X),  — (z,0).

Aussage 5.1.1 Fur beliebige nichtentartete Phase ¢ ist die Abbildung
B s C(8) = TH(X)\ X

gut bestimmt und homogene des Grades 1. Dabei ist das Differential Do,
eine Bijektion in jedem Punkt.

Beweis. Die Phase hat kein kritischen Punkt, deswegen verschwindet die
Form d,¢ nirgends auf C'(¢). Die zweite Behauptung bedeutet die Gleichung
dyd(x,10) = tdyé(x,0), t > 0. Sie gilt, weil ¢ und schlielich die Form d,¢
homogene des Grades 1 ist. Die letzte Behauptung ist equivalent zur folgende
Implikation:

v € T(2.0(C(9)), Dou(v) =0 = v =0.

Wir schreiben v =t 4+ 7, t € T,(X), 7 € Ty(©O) und rechnen

0= Do.(v) = (t;v (%f) e (;f)) € T,(T*(X)) (1.11)
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wo bezeichnen wir w = (z, x,0)) und benutzen ein natiirliches Isomor-
~

e
phismus T,(T*(X)) = T, ( )@ TrHX T.(X) @& R" Wir schliefen aus

(1.11), daBl ¢ =0 und
0¢ .

gelten. Jetzt bedeutet die Inklusion 7 € T'(C(¢)) die folgende System

0¢ .
T<60i> =0,:=1,...., V.

Diese Gleichungen zusammen mit (1.12) impliziert, da§ > 7d(9¢/06;) = 0
wobei 7 = > 71;0/00; gilt. Darum gilt 7 = 0, weil die Phase nichtentartete
ist. O

Aussage 5.1.2 Die Menge A(¢) = ¢.(C(o)) ist eine kegelsche Lagrangesche
Mannigfaltigkeit, falls die Bedingung ¢.(p) # ¢(p') fir beliebige p # p’ erfillt.

Beweis. Das Bild des jeden kleinen Stiick C" C C(¢) ist eine glatte Mannig-
faltigkeit A" = ¢.(C”’) der Dimension n. Das folgt aus Aussage 5.1.2 dank
dem Implizitfunktionssatz. Nach der obigen Voraussetzung ist die Vereini-
gung A(¢) der Stiicke A’ auch eine Mannigfaltigkeit. Jetzt priifen wir, daf
alA(¢) = 0 gilt. Sei w ein tangentiales Vektor auf A(¢) in einem Punkt
(x,€). Dabei haben wir & = d,¢(x, 8) fiir einen Punkt (x,0) € C(¢) und gilt
w = Do, (v) fiir eines Vektor v € T{, 4)(C(¢)). Die letzte Inklusion bedeutet,
da v(f) = 0 flir beliebige Funktion f € Z, wo bezeichnet Z der Raum (das
Ideal) der Funtkionen f € £(M) die verschwinden auf C'(¢). Wir berechnen

aw) = Eda(t) = dd(t) = H(6) = ()

wo bedeutet ¢ die Projektion des Vektors w auf X. Es folgt aus die Beziehung
T ¢, = p, daB} ¢ gleich die Projektion des Vektors v ist. Die Gleichung
t(¢) = v(o) erfiillt wegen die Gleichung (v —t)¢ = > ¢;0¢/00; = 0. Endlich
bemerken wir die Eulersche Indentitat ¢ = > 0,0¢/00;, die impliziert dafi ¢
zum Raum 7 gehort. Deswegen gilt die Gleichung v(¢) = 0. I
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5.2 Wellenfront der Distribution

Definition. Eine Distribution u € D'(X) heift glatte in einem Punkt « € X,
falls w mit einer beliebig oft differenziebare Funktion f in einer Umgebung
von x zusammenfallt. Die Menge der Punkten z, so dafl u nicht glatte
ist, heifit der Singulartrager der Distribution u. Man beteichnet der Singu-
lartrager durch ssupp u. Das ist eine abgeschlolene Menge. Insbesondere ist
der Singulartrager leer dann und nur dann, wenn u eine glatte Dichte ist.
Mit Hilfe des Begriffs der Wellenfront kann man ein ”Mikroanalisys” der Sin-
gularitat einer Distribution durchfiithren.

Definition. Sei X C R" eine offene Menge, v € D'(X) und w = (zg, &)
ein Punkt in 7%(X) \ X. Wir sagen, dafl die Distribution u im Punkt w
mikroglatte ist, falls fiir eine Umgebung X’ des Punktes xq eine kegelsche
Umgebung U des Punktes & und beliebige Funktion h € D(X’) die Fourier-

transformation
F(hu)(€) = u(h(z) exp(—2mta))
schnell auf Unendlichkeit verschwindet. Das bedeutet, da} die Abschatzung

F(hu) = O([¢]™), [€] =00, £ €U (2.1)

fiir jede ¢ gilt. Die Distribution u ist auch in jedem Punkt ' € X' x U
mikroglatte. Daher ist die Menge G der Punkten, wo « mikroglatte ist, eine
offene Untermenge von T*(X). Die Erganzung

WE(u) = T5(X)\ (GUX)

heifit Wellenfront der Distribution u. Das ist eine abgeschloflene kegelsche
Menge.

Aussage 5.2.1 Das Bild der Projektion m : W F(u) — X fallt mit ssupp u

zusamimen.

Beweis. Fiir eine beliebigen Funktion h € D(X \ ssuppu) ist das Produkt
hu eine beliebig oft differenzierbare Dichte. Deswegen erfiillt (2.1) fiir ganze
U = R™. SchlieBlich ist u mikroglatte in jedem Punkt (x, ), @ € X \ssupp u.
Umgekehrt, sei z9 € X \ #(WF(u)), d.h. w ist in jedem Punkt (zo,¢)
mikroglatte. Wir prifen, dafl w in z¢ glatt ist. Es gibt fur jede £ eine
kegelsche Umgebung U(¢), wo (2.1) gilt. Die Menge {U(£)} ist eine kegelsche
Uberdeckung von R™\ 0. Man kann eine endliche Uberdeckung {U(), 1=
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1,...,J} wahlen. Seien X;, 7 = 1,...,.J die entsprechende Umgebungen des
Punktes 2¢. Der Durchschnitt X’ = N.Xj; ist auch eine Umgebung. Schlieflich
gilt (2.1) fiir jede h € D'(2') in ganze Raum R™.[J

Beispiel 2. Fiir beliebige Mannigfaltigkeit X und y € X gilt WF(4,) =
Tr(X).

Beispiel 3. Sei f eine holomorphe Funktion in einem Streifen 0 < y < y, in
komplexe Ebene und [f(x 4 01)dx] € D'(R) ihr Grenzwert auf reelle Achse
(siehe Ab.3.3). Die Inklusion

WEF([f(x +0)dx]) C R x R

gilt. Ahnlich gilt WF([g(z — 0:)dz] C R x R* fiir beliebige holomorphe
Funktion ¢ in einem Streifen y, < y < 0, die der Grenzwert auf reelle Achse
hat. Dabei ist der Grenzwert glatt in einem offenen Interval I C R, falls
die Funktion f, entsprechend ¢ eine analytische Fortsetzung durch [ hat.
Insbesondere gilt

WFE(z£0)* ={0} xR, A€ C, A #£0,1,2, ...

Beispiel 4. Fiir die Ebenewelle (wz + 02)*, w € R"\ 0 in X = R" (siche
Ab.3.8) ist die Wellenfront gleich {0} x {tw,? € R, }.
Beispiel 5. Fiir beliebige n gilt

WF(|Jz[") = T3 (R™), A £ 0,2,4, ...

Der Satz 3.8.1 entspricht der Zerlegung der Faser T (R™) in Strahlen {tw,t €
R, }, wobei w iiber die Einheitskugel lauft.

Satz 5.2.1 Seien ¢ eine nichlentartete Phase und a € S¥.  Wir haben
WE(I(6,0)) C A().

Beweis. Sei w = (20, ) einer Punkt auBerhalb A(¢). Wir beweisen, dafy die
Funktion (¢, a) mikroglatte in w ist. Es gibt eine Umgebung X’ des Punktes
xo und eine kegelsche Umgebung U des Punktes &y, so dal der Schluf} der
Menge X’ x U leer Durchschnitt mit A(¢) hat. Wir priifen (2.1) fiir beliebige
g und h € D(X’). Dafiir benutzen wir eine vollstandige Induktion in Bezug
auf reelle pr und naturliche g.

Wir nehmen zuerst ab, dal ¢+ N + ¢ < 0 gilt. Dann gilt die Gleichung
v(I(¢p,a)) = I(,b) fiir beliebige glatte Feld v auf R™, wobei b = w(¢)a+v(a)
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gilt. Das Produkt v(¢)a gehort zur S#+! und die Amplitude v(a) zur engeren
Klasse S#+1=7. Tolglich gilt b € S4*! und auch

DZ[(¢7 Cl) = [(Qb, ai)v a; € S;H_q
fiir beliebige i = (i1,...,%,), || = @1 + ... + 1, = ¢. Die rechte Seite ist
eine Distribution ist von Ordnung < 0 (siehe den Anfang der Ab.5.1). Das
gilt auch fiir die Distribution D*(hl(¢,a)) fiir beliebige h € D(X’). Wir
betrachten die folgende Gleichung fiir I = I(¢, a):

D' (h1)(exp(—2milz)) = (—1)|i|[(hDi(eXp(—2m§:1;)) =

(2#@)|i|§ihl(exp(—2m§:1;)) = (27T@)|i|§iF(h[)(§).
Die linke Seite ist beschrankt gemaf (1.2). Das impliziert die Abschatzung
(2.1) fir u = I(¢, a).
Jetzt setzen wir voraus, dafi die Abschatzung (2.1) fir g, ¢—1 und fiir p—p, ¢
gilt und beweisen sie fur p, q. Wir schreiben

F(hI) /// exp(1®(x,0,&))a(x,0)(1 — x(8))h(x)dOdz, (2.2)

wobei ®(x,0,£) = ¢(x,8) — 2réx gilt und das Faktor exp(—¢|f]) fiir Knap-
pheit weglasst w1rd Die Phase ® ist homogene des Grades 1 in Bezug auf
Veranderlichen (6, ¢). Wir erbauen eines Feld V in X’ x © x R™ des Grades
—1, 80 da} V(@) = —1. Wir suchen V in der Form (1.7), wobei gilt

@acp 2|02 09 aP |? o |?
SRS - ATD 9

bi = 1/8 v 00,
Die Funktion v = 1/(:1;, 0, &) verschwindet in dem Schliffi der Menge X' x© x U
nicht. In der Tat impliziert die Gleichung 9®/00 = 0, dafi (x,0) zur Menge
C(¢) gehort. Im vorliegenden Fall verschwindet die Form d,®(x,0,¢) =
dyd(x,0) — 27 nicht. Das folgt aus der Wahl von Umgebungen X', U.
SchlieBlich sind die Koeffizienten b;, ¢; glatte und homogene im Gebiet |6] +

€] > 0, wobei gilt degb; = —1, dege; = 0, degdiv(V) = —1. Wir stellen
eXp(Z(I)) V(exp(:®)) in (2.2) unter und integrieren teiweise (siehe (1.10)):
F(hI) //exp (1®) ha)(1 — x) + ah(V(x) — div(V))] do0dz. (2.3)

Hier haben wir ha € S) und V(a) € S47°, weil V eines Feld des Grades
—1 ist. Auch gilt div(V)a € S4~'. Schlieflich lasst die linke Seite die Ab-

schatzung (2.1) nach der Induktionsvoraussetzung. [
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5.3 Lagrange-Distributionen

Definition. Seien X eine Mannigfaltigkeit und A eine Lagrangesche Mannig-
faltigkeit in 7*(X). Eines Element v € D'(X) heifit Lagrange A-Distribution
(oder einfach A-Distribution), falls es eine Darstellung

u=Y I(¢j,a;)+w (3.1)
mit der folgenden Figenschaften zulasst:
I ist ¢; fiir jede j eine nichtentartete Phase,
IT gilt A(¢;) C A fiir jede j,

I gehort jede Amplitude a; zur Klasse S# (X xR™7), d.h. a; asymptotisch
homogene ist;

IV ist die Summe (3.1) lokal endlich auf X;
V ist w eine glatte Dichte auf X.

Eine verallgemeinerte Funktion w wird A-Funktion bennent, falls das Pro-
dukt v = wdV mit einem glatten Mafl dV eine A-Distribution ist.
Fur einen Punkt # € X bennent man die Zahl

N,
—~, x € supp [(¢;,a;)}

v = max{y; + 5

die Ordnung der Lagrange-Distribution (3.1) in . Wir erklaren in Ab.5.4,
warum benutzt man die Summe g; + N;/2 um die Ordnung der Fourier-
Distribution zu rechnen.

Beispiel 6. Sei dy die Delta-Distribution auf einer abgeschloflenen Unter-
mannigfaltigkeit Y C X. Sie ist eine A-Distribution fur A = Ny-. Mit Hilfe
einer glatten Zerlegung der Einheit kann man diese Behauptung zur Mannig-
faltigkeit X’ reduzieren, wobei ist X’ eine kleine Karte in Umgebung eines
Punkts zg € Y. Mit Hilfe einer Variablensubstitution fihrt mann die Be-
hauptung zum Fall Y = {2y = ... = 24, = 0}, 1 < k < n zurlick. Jetzt
schreiben wir

k
dy = /exp(Zm@x')d@ = I(&,1), ¢(x,0) = b2’ = Z(%:L'j
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Beispiel 7. Wir setzen X = R" und v = I(¢,a), a € S*,

qb(x;el?e?) = P(Ual')e% n=_-,

wobei
p(777 $) = 77n+1 —I_ 51?177n_1 —I_ —I_ Tp—11 —I_ Tn

eines Polynom von 7 ist. Im kegelschen Gebiet © = {f; # 0} ist das System
0 /00, = dp/00 = 0 zum System p = dp/dn = 0 equivalent. Deswegen gilt

C(qb):{p:%:(), § € 0} (3.2)

Ui
und d.d(x,0) = Oyd,p(x,0) = 02(n"',....;n,1) Daher gilt die Gleichung
A(¢p) = p(C(¢)) und schliflich die Inklusion w(A(¢)) C Diskrp, wobei
Diskr p die reelle diskriminante Menge des Polynoms p bezeichnet, d.h. die
Menge der Punkten x so, daB das Polynom p = p(n, x) zumindest eine reelle
mehrfache Nullstelle n hat. Phase ist in X x O nichtentartete. Schliellich
gilt die Inklusion
ssupp u C Diskr p.

fur beliebige A-Distribution wu.

Sei n = 1. Wir haben Diskrp = {z; = 0} und ¢(x,0) = (n? + x,)0. Wir
wenden der Satz 2.5.1 fur das Fourier-Distribution v an und bekommen eine
Entwicklung

U = u—p,—l/? —|— UM_|_1/2 —|— —|— U_M_1/2_|_k —|— Tk, k = 0, 1,

wo ist u, fur jede A eine homogene Distribution des Grades A und hat das
Restglied r; stetige Ableitungen bis zur Ordnung k& — [p] (siehe Folgerung
5.4.3).

Insbesondere gilt v = (cpz
Konstanten cy.

Sei n = 2. Dann ist die Menge Diskr p gleich die Kurve

3/2

+ c_:z::3/2 + rp)dx fir ¢ = 1 mit einigen

d(z) = 427 + 2723 = 0.

Die heifit ”Schnabel” (cusp) Kurve. Die Distribution « hat die fogende En-
twicklung in der Nahe der Kurve:

w = tu_y,_3/2(d)wo + uy_12(d)wy + ...+ 7y,
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wobei sind wy, w1, ... glatte Dichten und ist u;, fur beliebige & eine homogene
verallgemeinerte Funktionen auf R des Grades k. Das Restglied ist glatt wie
nach oben. Das gilt auBerhalb der Spitze (0,0) der Schnabel (siehe Folgerung
5.4.3). Die Singularitét in der Spitze ist mehr kompliziert.

Sei n = 3. Dann heifit der Menge Diskr p der ”Schwalbeschwanz”.
Eigenschaften. Wir bennenen durch D) die Menge der A-Distributionen
fur eine Lagrangesche Mannigfaltigkeit A. Das ist einer Vektorraum. Fur
beliebige u € D), ist eine beliebige Ableitung D'u und das Produkt hu, h €
E(X) auch A-Distributionen. Die Inklusion W F(u) C A folgt aus dem Satz
5.2.1. Die Vereinugung der Mengen W F'(u) ist in der Tat gleich A.

Aussage 5.3.1 Sei A eine Lagrangesche Mannigfaltigkeit und X € A. Es
gibt eine nichtentartete Phase ¢ so, dafi X\ € A(¢) C A gilt.

Beweis. Wir bezeichnen
r(A;A) =rankdr : Th(A) = T.(X), 2 = w(A). (3.3)

Nach dem Satz 4.6.2 es gibt eine erzeugende Funktion fur A im Punkt A. Sie
hat die folgende Form f(a2',£") = =377 &aj(2', "), mit die Bezeichnungen
o= (21, x0), & = (&g, een &), 7 = 1r(X) Wir setzen

b(x,0) = 02" + f(a',0) Ze (2/,0)), 0 = (0,41,....0,)
r+1

Das ist eine homogene Funktion des Grades 1 in Bezug auf Veranderlichen
f, wobei
_ " _ 9]
C(qb) = {:1; = 0}

gilt und

ox'

Es folgt daraus, dal durch f erzeugende Mannigfaltigkeit ist gleich A in einer
Umgebung von A. [

dl’qb = (dl"fv dx”f) = (

Satz 5.3.1 Fiur eine beliebige Lagrangesche Mannigfaltigkeit A und einen
beliebigen Punkt A € A gibt es eine Distribution u € D} so, daff X € W F(u).
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Entwurf des Beweis. Wir wahlen eine Phase wie in nexter Aussage. Sei
(20,0p) der Punkt, der im A umwandelt. Dann gilt A € WF(I(¢,a)) fiir eine
beliebige glatte homogene Amplitude a = a(x,0) so, da} a(xo,6p) # 0. Im
Falle #(A) = dim X — 1 benutzen wir den Beispiel 2 und setzen v = hdy,
wobei gilt Y = m(A’) fiir einer Umgebung A’ des Punktes A in A. Dabei ist
Y eine abgeschloflene Hyperflache in einer Umgebung X’ des Punktes x und
h € D(X’). Das ist einfach zu priifen, dafi A € W F(u), falls h(x) # 0 gilt.
O

5.4 Berechnung der Fourier-Distributionen

Integrierung tiber die Strahlen. Man kann ein beliebiges Fourier-Distribution
durch die Integration tber die Strahlen im Hilfsraum © faktorisieren. Diese
Integration ist in der Tat eine Fouriertransformation. Darum kann man das
Fourier-Distribution umwandeln. Wir fiihren eines Skalarprodukt in ©@ = RV

ein und bezeichnen durch ¥ die Einheitsphare.

Aussage 5.4.1 Seien ¢ eine beliebige nichtentartete Phase und a eine be-
liebige glatte homogene Amplitude des Grades u— N. Dann gilt die Gleichung

I(¢p,a)=17", (M)/ (p(x,w) 4+ 00)  a(x,w)dw, (4.1)

£)

wo bedeutet (¢ + 01)™* das Urbild der Funktion (t 4 00)™* bei der Abbildung
1= o.

Beweis. Wir rechnen das innere Integral in (1.4) mit Hilfe der Polarkoordi-
naten p = |[0],w = |0|710. Wir haben df = p"~!dpdw fiir die Volumenformen
df, dw auf © und S. Folglich gilt die Gleichung

6m0) = [ ateoo) ([ exstoplontonenorip) e

mit der Bezeichnung ¢. = ¢ + 1. Das inneres Integral ist gleich , (u)(1.)™*
nach Kapitel 3,(5.4). Fiir ¢ — 0 bekommen wir (4.1). [J
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Folgerung 5.4.1 Fur belicbige ganze Zahl u > 0 gilt

1(ra) + (. (~1)a) = 27%, () / br.w) Halr,w)de  (42)

1{6v0) = 1(=00 (~1a) = =207, (1) | S0 o) alswpdo. (43

b
Fiur beliebige halbganze Zahl p gilt

Hva) 4 1=, (~1fa) =27, () [ dlo.)Palelds (44
b
Beweis. Fur halbganze Zahl p benutzen wir die Formel
(t+00)7" 4+ (=1)7"(=t + 00)* =2t "

Wir verwenden das Urbildoperation bei der Abbildung ¢t = ¢ und integrieren

gegen die Dichte adf. Das gibt (4.3). Fiir ganze Zahl p > 0 wenden wir die

Formel (3.4) von Kapitel 3 und die Ableitungen dieser Formel. [

Die Lagrange-Distributionen (4.2)-(4.4) heiflen paarige Fourier-Distributionen.
Verminderung des Hilfsraums. Man kann beliebiges Fourier-Distribution

zum einem Integral (¢, a) reduzieren so, daBl Differenzial d3¢ in einen gegebe-

nen Punkt veschwindet. Sei u und v einige Distributionen und Y eine offene

Menge in X. Wir schreiben v = v (mod £(Y)), falls die Differenz u — v eine

glatte Dichte in YV ist.

Satz 5.4.1 Fiur eine beliebige nichtentartete Phase ¢ und einen beliebigen
Punkt X € A(¢) gilt die Ungleichung N > n —r mit r = r(A A(¢)). Fs
gibt eine nichtentartete Phase ¢ auf X' x Z, dimZ = n — r, die besitzt die
folgenden Figenschaften:

(i) X' ist eine Umgebung des Punktes xo;
(i) A(v) = A(¢) gilt in einer Umgebung von .
(iii) Es gibt eine kegelsche Umgebung X' x ©' des Punktes (xq,8p) = ¢71(N)

so, daf$ fir eine beliebige Amplitude a € S*(X' x ©) so, dafy suppa C
X' x O gibt es eine Amplitude b € SY(X' x Z) so, dafs
n—r

I(6.0)= 1(6.0) (mod (X)) v+ "L =yt D ()

qgilt.
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Beweis. Sei s der Rang der quadratische Form H = Hessg ¢(xg,00). Wir

finden lineare Koordinaten 6 = (64, ...,0y) in O, die diagonalisieren die Form
H, wobei
2 0
%80:9;) #0, nurfir 1=j5=1,...,s (4.6)

gilt. Wegen (4.6) kann man mit Hilfe des Implizitfunktionsatzes die Losungen
01 = m(x, (), ..., 05 = ns(x, () des Systems

06 06

finden. Wir bezeichnen n = (64,...,05); ¢ = (0s41,...,0n). Die Abbildung
n = n(¢) ist im Raum X’ x Z bestimmt, wobei X’ eine Umgebung des
Punktes xg und Z eine kegelsche Umgebung des Punktes ((6y) ist. Wir
haben dabei ((6y) # 0, sonst gehorte der Strahl n = tn(6y),t > 0, ( = 0 zu
C(). Das widerspricht die Gleichung n = n(().

Hilfsatz 3 FEs gilt N —s=n —r.

Beweis. Seien xy, ..., 2z, eines Koordinatensystem in X so, dafl die Formen
m(dxy), ..., 7*(dx, ) auf T\(A(¢)) unabhangig sind. Die Abbildung ¢. : C(¢) —
A(¢) ist eine invertierbare Abbildung der Mannigfaltigkeiten, die die Gle-
ichung 7 - ¢.(x,0) = a erfiillt. Dann sind die Formen p*(dzy), ..., p*(dx,)
auch auf T{,, 6,)(C(¢)) unabhangig. Sie bilden mit der Formen df,4, ..., d0x
ein vollstandiges System in T(*l,oﬁo)(C(qb)), weil dfy, ..., df; abhangig von diese
Differentialen sind. Schliefilich haben wir die Ungleichung N —s+r > n. Im
Falle N — s +r > n haben wir eine lineare Gleichung

N

Z Cl]‘d@]‘ + zr: bzdl'z =0
1

s+1

auf den Raum 7T\, g,)(C'(¢)). Dieser Raum ist gleich den Durchschnitt der
Hyperebenen Kerd(d¢/d0;), i = 1,..., N im Raum T, 5,)(X x ©). Daher
ist die linke Seite gleich eine Summe Y ¢;d(0¢/00;). Aus (4.6) folgt, daf
a; = 0,7 =s+1,...,N. Darum gelten auch b; = 0, ¢ = 1,...,r dank der
Eigenschaft der Koordinaten zq, ..., z,. Der Hilfsatz ist beweisen.[]

Wir setzen ¢ (x,() = ¢(x;n(x,(),(). Das ist eine nichtentartete Phase in
X' x 7 gemaB (4.6). Wir setzen auch y(x,0) = &(x,0) — ¢(x,(). Das
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ist eine glatte homogene Funktion so, dafi rank Hess, x((xo,00) = s. Das
Integral

bz, () = /Rsexp(lx(x; 1, ¢))alz;n, ()dn. (4.8)

hat einen Sinn als eine Fourier-Distribution wie in Ab.5.1. Sie wird eine
Losung der Gleichung (4.5). Wir kénnen voraussetzen, dafl die Amplitude
a homogene des Grades p ist und fithren die Koordinaten p = ||, w =

p~t¢, n =p~'nin (4.8) ein:
b(x, () = p““/exp(wx(x;n’,w))a’(x;n’,w)dw, (4.9)

Wir bezeichnen hier a'(x; 7', () = p~"a(x,8). Das letzte Integral hat ein grof
Parameter p und wir wenden der Sattelpunktmethode (Ab.2.5) an. Zuerst
finden wir eine glatte Abbildung v = y(x;7’,w) in eine Umgebung des Punk-
tes (x9,60) so, dal die Jacobische Matrix J = dv/0dn" invertierbar ist und
die Gleichung

x(x5m,¢) = B(x;7,¢)

gilt, wobei 8 = 1/2Hess., y(z;n(w),w) eine quadratische Form in Bezug auf
Koordinaten v ist. Die Abbildung ~ konstruieren wir mit Hilfe der Morse
Lemma (Ab.2.6), dabei wenden wir diese Lemma zur Funktion mit Parameter
x,¢ an. Dann substituiren wir ' = n’(y) in (4.8) und bekommen

bz, () = p““/exp(@ﬁ(x;%w))a"(x;%w)dv

mit der Bezeichnung a”(x;v,w) = d'(x;n'(v),w)|J(x;n',w)|. Jetzt gibt der
Satz 2.5.1 die Darstellung

Lo (2m) )2 exp(Z2) " 2m1\’
b(x, () = p* /zm Z 30/ 0y) a"(w;0,w) 7 +ry(, ¢),
0<y <q
(4.10)

flir ¢ = 0,1,2,..., wo bezeichet 0 = o(f3) die Signature und * die duale
quadratische Form. Man kann einfach priifen, dafl j-te Glied der Summe
gehort zur Klasse S#+/273 (X' < 7) fiir j = 0,1, ...,g—1und r, = O(pr+s/2=21),
Dabei bleibt die letzte Abschatzung fest auch fiir Ableitungen Ly - ... - Ljb,,
wobei sind Ly, ..., L beliebige Felder des Grades 0 auf X' x Z. Deswegen
gehort r, zur Klasse SM—S/Z %4 SchlieBlich die rechte Seite von (4.10) ist eines
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Element von S#+5/2, [

Bemerkung. Seien ¢ = ¢(x,0), ¢'(x,0) nichtentartete Phasen so, daf
A(¢) = A(¢') in einer Umgebung eines Punktes A, dabei hangen die beide
Phasen von n — r(A) Hilfsveranderlichen. Dann existiert eine glatte homo-

gene Abbildung n des Grades 1 von einer kegelsche Umgebung W des Punktes
&7 (A) auf eine Umgebung W’ des Punktes (¢')7(A) so, daB

P'(w,n(0)) = (e, 0)
gilt. Deswegen hat man filir eine beliebige Amplitude a € S*(X x ©') die
Vergleichung
I(¢,a) = 1(¢,a") (mod (X))
in einer Umgebung X’ des Punktes m(\) gilt. Dabei ist die Amplitude a €
S*(X x ©) durch die Formel

dn

a(z,8) = a'(x,n(0))|det %‘

berechnet. Darum kann man eine beliebige A-Distribution u als eine Fourier-
Distribution mit einer gegebenen Phase ¢, die nur von n—r() Hilfsverdnderlichen
abhangt, darstellen: u = I(¢, a) (mod £(X"’)). Das ist moglich, falls der Kegel

Ty (X) N A enthdlt nur einen Strahl R €.

Folgerung 5.4.2 Seien A eine Lagrangesche Mannigfaltigkeit und
A = (20,60) € A ein Punkt so, daff Ty (X)NA =R & und r(A) = dim X —1
gelten. Dann hat eine beliebige A-Distribution u von Ordnung v die folgende
Darstellung

u = /OOO exp(ipf(x))a(x, p)dpdr (mod €) (4.11)

in einer Umgebung des Punktes xo mit a € S*=Y?. Die Phase f ist eine
glatte Funktion in X, die auf m(A) verschwindet.

Beweis. Das ist eine Fourier-Distribution mit N = 1 mit einer Phase f(x) =

Yp(x,1). O

Folgerung 5.4.3 Unter Bedingungen der vorigen Folgerung hat die A-Distribution
(4.11) von Ordnung v die folgende Darstellung

u=(f~40)""" V0, w=wo+ fwy + ...+ flw, + 1, (4.12)
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falls —v — 1 #0,1,2,... gilt. Dabei gilt wo(x) = ¢ a(x,1) und sind wy, ws, ...
eintge glatte Dichten in einer Umgebung des Punktes xo. Das Restglied r,
hat stetige Ableitungen von Ordnung < q.

Im Falle —v —1/2 =0,1,2,..., gibt es eine dhnliche Darstellung

u=(f+ 0@)_”_1/2 log(f + 0)w
mit etner Dichte w wie nach oben.

Beweis. Wir wenden die Formeln Kap.3 (5.4), (5.5) auf (4.11) an. Das gibt
uns die Darstellung (4.12). Fiir besondere Félle —v — 1/2 = 0,1,2, ... muss
man Fouriertransformation der nichtnormalisierten Hadamardschen Kernes
xid:z;, A=—1,-2,.... berechnen. [

Im allgemeinen hat eine Lagrangesche Mannigfaltigkeit A eine Stratifikation
A = Up~' Ay, mit abgeschlofenen Straten Ay = {\ € A, r(\) > k. SchlieBlich
gilt die Darstellung A = U(Ag \ Agy1), wobei F =7(Ap) C X, E=0,1,2, ...
eine abgeschloflene Menge der Dimension £ ist. Insbesondere ist die Menge
Fo._1 \ F,_2 eine glatte Untermannigfaltigkeit, eventuell mit einem Selbst-
durchschnitt. Das ist der glatte Teil der Front m(A). In einem beliebigen
Punkt x € F,,_; hat beliebige A-Distribution u die Darstellung von Fogerun-
gen 5.4.2, 5.4.3. Der Schlifi der Menge F,_; \ F,_5 enthélt den singular
Teil der Front F,_,. Fiir einen Punkt @ € F,_5 \ F,_3 braucht man eine
Darstellung von Muster (1.1) fiir « mit einem Hilfsraum © der Dimension 2
und so weiter.

5.5 Anwendung zur Radontransformation
Sei F ein Euklidraum der Dimension n, E die Menge der Hyperebenen H in

E. Die Radontransformation einer beschrankten Funktion f mit kompakten
Trager ist die Funktion

ritit) = [ gavim) (5.1)

H
auf I, wobei dV(H) die Euklidische Volumenform in H bezeichent. Wir
geben eine beliebige Hyperebene in der Form H = H,, = {z : wz = p}

auf, wo gehort w zum FEinheitskugel S in I und lauft p uber R. Wir stellen
die Euklidische Volumenform folgendeweise dV = dp A dV(H,,,) dar. Damit
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konnen wir die Transformation (5.1) auch fiir gewohnliche Dichten fdV bes-
timmen:

R(fdV) = / 1V (5.2)

wodp’

wo bedeutet der Bruch eine Dichte g so, dal dp A g = fdV gilt.
Man kann die Transformation (5.2) auf Distributionen mit kompaktem Trager
fortsetzen. Die Menge E homeomorph zum ”Mobius Blatt” § x R /Z,, wobei
die Gruppe Zy durch die Involution (w, p) — (—w, —p) auf S x R dargestellt
wird (die Hyperebenen H_,, _, und H,, sind identisch). Dabei wird £ mit
der Struktur der glatte Mannigfaltigkeit ausgestattet. Insbesondere, ist S"xR
fiir eine beliebige Halbkugel S’ C S eine Karte auf £.

Sei D(E) der Raum der Grunddichten in F. Wir schreiben eine beliebige
Grundichte in der Form

p =do A\dp € D(E), (5.3)

wo bedeutet do,dp die Euklidichen Volumenformen in S entsprechend in
R. Man setzt das Operator (5.2) auf den Raum £(F) der Distributionen
Funktion mit kompatken Trager fort:

Ru(p) = / u(Y(w,wr))do, p=1pdo Adp
s

Dabei ist Ru eines stetiges Funktional auf den Raum D(E) der Grundichten,
d.h. Ru ist eine verallgemeinerte Funktion. Die Transformation (5.3) fallt
mit (5.2) zusammen, falls u eine gewohnliche Dichte ist.

Wir benutzen den folgenden geometrische Konstruktion um die Transforma-
tion (5.3) zu untersuchen. Fir beliebigen Punkt (z,€) € T*(FE) entspricht
die Hyperebene H(x,€) € E die enthilt den Punkt z und ist zu & orthog-
onal. Diese Hyperebene hat die Koordinaten wy = |£]71€, po = wz. Wir
bekommen eines Kovektor im Punkt H(x,¢) folgendeweise. Die Funktion

#(Hy,,) =p—wz

auf I verschwindet im Punkt (wo,po). Wir betrachten ihres Differenzial
dt = dp — xdw und setzen

R(l‘,f) = (w07p0; |§|d‘%)
Das ist eine homogene Abbildung der Biindel R : T*(E) — T*(E). Wir

bennenen es geometrische Radontransformation. Das Biindel T*(E) ist mit
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einer kanonischen 1-Form & ausstattet, wobei & = ndw + nodp gilt. Dabei
sind die Koordinaten n = (11, ..., n,) tiberzahlig: fiir n = cw verschwindet die
Form ndw.

Aussage 5.5.1 Die Abbildung R behdlt die kanonische 1-Form bei, d.h.
R*(&) = a.

Beweis. Wir haben R*(&) = ndw + nop, wobei n = —|&|x, no = || die
Koeffizienten der Form dz sind. Wir berechnen

ndw 4 nodp = —|€|xdw + |€|d(wdz) = |{|wdx = Ed.

O
Es folgt daraus, dal die Abbildung R behalt auch die Volumenform bei:
R*(A*dé&) = N*da, schlieBlich ist Abbilding R invertierbar.

Satz 5.5.1 Seien A eine Lagrangesche Mannigfaltigkeit in T*(E), A= R(A)
und u eine A-Distribution mit kompaktem Trager. Dann ist die Radontrans-
formation Ru eine A-verallgemeinerte Funktion.

Die ahnliche Behauptung erfullt fir die inverse Radontransformation.

Beispiel 8. Sei u eine Indikatorfunktion eines kompakten Gebiets G C E
mit glattem Rand 0G. Die Dichte udV ist eine A-Distribution fiir konormale
Biindel A = Nj,. Dann ist das Radontransformierte Ru eine Lagragesche
verallgemeinerte Funktion fiir Lagrangesche Mannigfaltigkeit A = R(N:e.
Die Inklusion W F(Ru) C A folgt aus dem Satz 5.2.1. In der Tat ist das eine
Gleichung.

5.6 Hyperbolische Anfangswertproblem

Wir betrachten eine hyperbolische Differentialgleichung m-te Ordnung im
Zeit-Raum X x R, X =R”

R — . a a J—
Pz, t; D)u=P (x,t, P §> U= w (6.1)

mit Anfangswerten auf Hyperebene ¢ = 0. Wir schreiben P = p,, 4+ p_1 +
...+ po, wobei pg, £ = 0,1, ... ein homogenes Operator des Grades k ist. Man
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bennent Hauptsymbol des Operators das homogene Polynom p,,(x, ;1€ 17).
Wir entwickelen das Hauptsymbol in der Form eines Produkt

pol,t:6,7) = [[Im = (e, 6],

1

wobei 71, ..., T, homogene Funktion von ¢ des Grades 1 sind. Das Operator
(6.1) heift strikt hyperbolish, falls Sy = ... = S7,, = 0 und 7, # 75, ¢ # 7 fur
reelle ¢ gelten.
Das Anfangswertproblem (Cauchy Probleme) fiir ¢t > 0 ist das folgende:

Ju o™ty
u(w.0) = wo(e). 2220 = (@) O 00) = () (62)
wo sind ug, ..., u,,—1 gegebene Funktionen.
Sei Ej € D/(X x ]R_|_) 7=0,. — 1 eine Losung des Anfangswertproblems

mit w =0, u; = §4,. Die Folge EO B, ..., 7" der Distributionen auf X x
R4 x X heifit das Grundsystem der Losungen der Gleichung (6.1). Man kann
das Anfangswertproblem (6.2) mit beliebigen Daten mit Hilfe des Grundsys-
tem 16sen (wie fiir gewohnliche Gleichung). Auch reduziert das allgemeine
Anfangswertproblem zum Fall w = 0 nach der Duhamelsche Methode. Dabei
kann man das ganze System aus E;”_l auffuhren, falls die Koeffizienten des
Operators P von Zeit ¢ unabhangig sind: Ej = Guo1-k(y, D)E 'k <
m — 1, wobei ¢; eines Differenzialoperator von Ordnung j ist. Die Distribu-
tion £, = E*~" heiBt die Grundlésung. Die Grundlésung ist eine Lagrange-
Distribution. Wir beschreiben diese Losung in einem allgemeinen Kontext.
Sei A € T*(X) beliebige Lagrangesche Mannigfaltigkeit. Wir betrachten
fur einen beliebigen Nummer 5,1 < 5 < m die Hamiltonische Funktion

hj(x,t;7,8) =7 —7(x,t, &) auf T*(X x Ry). Wir "heben” A in dem Biindel
T*(X x R) auf und zwar betrachten wir eine Mannigfaltigkeit

Wi =A{(2,0;¢,7;(2,0)) : (, &) € A}.

Sie gehort zur Hyperflache h; = 0. Jetzt erbauen wir den Hamiltonischen
FluB
dx , dt d¢ dr
(R B =1 == (B 2= (B

dt ( J)f? dt ( ])T ” dt ( ])x dt ( ])tv
mit Anfangswerten auf W;. Wir bezeichnen A; die Vereinigung der Trajek-
torien. Das ist eine Lagrangesche Mannigfaltigkeit in 7%(X x R) geméfdem
Satz 4.5.2. Die Vereinigung A = UT'A; ist auch eine Lagrangesche Mannig-
faltigkeit, eventuell mit einem Selbstdurchschnitt.
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Satz 5.6.1 Seien ug,...,u,—1 A-Distributionen. Dann gibt es eine Umge-
bung U der Hyperfliche X x 0 so, daff das Angangswertproblem mit w = 0
eine und nur eine Lésung in D'(U) hat. Dabei ist die Losung eine A-
Distribution in U.

Fur eines globalen Ergebnis braucht man eine weitere Voraussetzung. Sei
(x,t) € X x Ry. Der Gebiet der Abhéangigkeit A(x,t) ist die Menge der
Punkten y € X so, daB eine bicharakteristische Kurve® fiir A von (y,0) bis
(x,t) lauft.

Satz 5.6.2 Wir setzen voraus, daf$ fir beliebigen Punkt (x,t) die Menge
A(x,t) eines Kompaktum ist. Dann gilt die Behauptung des vorigen Salzes
furU =X x Ry.

Entwurf des Beweises. Wir besprechen in kurzen Worten eine Konstruiren
der Grundosung F, des Anfangswertproblems.
Zuerst 1osen wir die Gleichung

Pz, t; D)I(¢,a) =0 mod £(X x R) (6.3)

fur eines Fourier-Distribution mit einer nichtentarteten Phase ¢ und einer
Amplitude a € S, die hat die folgende Entwicklung

a=a,+ a1+ ...+ a_p+rg,

mit einige homogene Glieder aj; und einem Restglied rp, € SY7%7'. Wir
schreiben die linke Seite (6.3) in der Form

/exp(qu) [bytm + byt + oo + by + 1 ]dO (6.4)

wobei b auch eine homogene Amplitude des Grades k ist. Wir berechnen

einfach das Glied des hochsten Grades
bypm(x,t;0) = 1" pp (.t dysd)ay(x,1;0).

Das muss wegen (6.3) auf C'(¢) verschwinden. Das bedeutet, dal die Phase
die Eikonalgleichung

an(l'v 1 dx,tqb) =0

lgiehe Ab.4.6

108



auf C'(¢) erfiillt. Sei ¢ eine Losung fiir der Eikonalgleichung. Man kann die

linke Seite folgendeweise darstellen

:L't'@)
P (@, 15 dy ) = Zq]xte 6(9

weill die Phase ¢ nichtentartete ist. Hier sind ¢, ..., gv einige glatte homogene
Funktionen des Grades v + m. Jetzt integrieren wir das Hauptglied in (6.4)
teilweise:

0
[ expteopn e tidesdlononti0)d0 =1 [ expiuo) 3 il

Das ist eines Fourier-Distribution mit einer Amplitude des Grades v+ m — 1.
Folglich muss man die folgende Gleichung

0
Z a—ej(qjay) +bpm_1 =0 (6.5)

auf C'(¢) losen. Nach Berechnung des Gleids b,4,,—1 bekommt man die fol-
gende Gleichung:

apm aau 8 Pm B
_ZZ 0% 6:1;2 Z 31U a:l?]axkay + ZZ 90, (gjav) + pm—ra, =0

Das ist eine Differetialgleichung erste Ordnung auf C(¢). Man tragt diese
Gleichung nach Lagrangesche Mannigfaltigkeit A beim Isomorphismus ¢,
C(¢) — A iiber, wo kann man sie in eine invariante Form darstellen:

Ly, @, + Qd, = 0. (6.6)

Hier ist L, , die Lie Ableitung in Bezug auf das Hamiltonischen Feld fir die
Hamiltonische Funktion p,,(x,; d,$) und gilt

*p(x,t: d,
Q= sl tid0) - 5 3 Pttt
J J

Die Unbekannte ist eine Halbdichte &, in A. Eine Halbdichie in A ist einer
Ausdriick @ = ay/|dy; A ... A dy,41], Wwo ist a, eine Funktion und y =
(Y1, -0y Ynt1) eines symplektische Koordinatensystem auf A (siehe Ab.4.7).
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Dabei wechselt die Funktion a, beim Ubergang zum symplektische Koordi-

natensystem z = (zy, ..., z,41) folgendeweise
dy

a. = ayyf|=|.
Y\ |0~

Die Invariante Gleichung (6.6) hat die folgende wichtige Eigenschaft: sie setzt
auf ganze Mannigfaltigkeit A fort, wihrend die Gleichung (6.5) nur auf einen
Stlick ¢.(C(¢)) gilt. Wir 16sen (6.6) wie eine gewohnliche Gleichung langst
jedem bicharakteristische Streifen (Trajektorie) mit einem Anfangswert und
substituiren die Losung in (6.3). Jetzt verschwinden b,y, und b,4,-1 in
(6.4). Die Gleichung b,4,,—2 = 0 ist equivalent zur folgende

Lhdu—l —|— QCNLU_l - SCNLU, (67)

wobei S eines Differenzialoperator zweiter Ordnung ist. Wir wahlen eine
Losung a,_; und bekommen eine ahnliche Gleichung fiir a,_, und so weiter.
Eine Gleichung wie (6.6) oder (6.7) heifit die Transportgleichung. Fir die
Amplituden a,, a,_1, ... die erfiillt alle Transportgleichungen, gilt auch (6.3).
Dabei konnen wir die Anfangswerten fur Transportgleichungen wahlen.

Fir jede 7 ist die Mannigfaltigkeit A; gleich die Vereinigung der Trajektorien
der Hamiltonische Feld Hj, mit Anfangswerten 2(0) = y, t(0) = 0, 7(0) =
75(y,0;€),£(0) = &, wo lauft ¢ iiber den Raum T¥(X). Das Hamiltonis-
che Feld H,, ist zu jede Trajektorie des Felds Hj, tangential, aber die
Geschwindigkeiten unterscheiden. Die Projektion der Mannigfaltigkeit A im
Zeit-Raum X x R, heifit die charakteristiche Flache. Diese Flache schneidet
der Raum X x R in einige zusammenhéangende Komponenten. Eine (aflere)
Komponente F' enthalt die Flache X'\ {y} x {0}. Die Welle E,, ist gleich Null
in F. Die Erganzung K = X x Ry \ F' heifit das Konoid der Wellenausbre-
itung (oder der Abhéngigkeit). Das ist ein echter Kegel, falls das Operator
die konstanten Koeffizienten hat.

Wir suchen die Grundlosung in der Form

E = zm: 1(¢W, aD)y. (6.8)

wo ist jede Phase ¢, eine Losung der Eikonalgleichung
hj(z,t;dp @) =0, hy(x, t;7,6) =7 — (2, 156), j=1,...,m
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mit den Angangsbedingungen

D)
dt

(2, 0;0) = go(;0)  hy(x,05d,16) = — 7i(2,0;dyV)) = 0.
Wir finden eine Losing des Angangswertproblems mit Verfahren aus Ab.4.6.
(Andere Methode ist die Aussage 5.3.1 zur Mannigfaltigkeit A; zu anwenden.)
Dann finden wir die Amplituden o™, ..., a(™ aus der Transportgleichungen.
Das gibt eine Losung der Gleichung P(x,¢; D)E =0, mod £(X xRy). Wir
bestimmen die Anfangswerten fur Transportgleichungen um die Anfangsbe-
dingungen (6.2) zu erfiillen. Insbesondere setzen wir

dolx,0) = 0x = O,
1

d.h. jede Fourier-Distribution in (6.8) ist fiir ¢t = 0 eine Fouriertransforma-
tion. Wir berechnen

E(x,0)= /nexp(zﬁx)Za(j)(x,O;G)dG

J

0 , a ..

il - , 0 ) . = 0) :
atE(:Jc,O) = /exp(z@x) zj:[rj(x,(), f)a'(x,0;0) + 5" N, 0;0)]do
wobei wir die Ableitung d/dta")(x,0;0) durch a'(z,0;6) dank der Trans-

portgleichung ausdriicken. Fur beliebige k& < m ergibt es sich
Al . )
wE(:L‘,O) = [ exp(1fx) Z[(Tj(x,O; )" + oxi(x,0;0)]a"(x,0;0)dd, (6.9)

J

wobel o;, 7 = 1,..., k eine Summe der homogenen Funktion des Grades < k

ist. Wir substituiren (6.9) in (6.2):

Z[Tf + o)a) = e, k=0,...,m—1, e=(2m) " exp(—0y) (6.10)
J

™) mit der Matrix
T = ||mll, 7ej = T]k + oi;. Das Hauptglied HT]kH der Matrix ist die Van-
dermondesche Matrix. Das ist invertierbar, weil die Wurzel =, ..., 7, ver-
schiedene sind (p ist strikt hyperbolish). Deswegen hat (6.10) eine Losung

Das ist ein lineares System fiir die Funktionen o, ..., a
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v+ affjl +... v=1—-—m,y=1,...,m mit Hauptglieder:

a(x,0;0) = e (H(m(%O;@) - Tj(xa();@))) :

ki

Mit der Phasen ¢ und Amplituden ¢, j = 1,....,m bekommen wir eine
A-Distribution (6.8), die erfiillt die Gleichung (6.1) in einer Umgebung U
und die Bedingung (6.2) modulo &.

Unter der Voraussetzung des Satzes 5.6.2 kann man die Distribuion F weiter
fortsetzen. Im allgemeinen kann man nicht £ weiter die Form (6.8) benutzen,
weil fiir eine Zeit ¢ = ¢ wenn einer Punkt A € A, t(A) = e auftritt so, daB
r(A) < n. Man fortsetzt diese Losung fiir spatere Zeit ¢ > ¢ wie eine A-
Distribution. Dabei findet man die Phasen ¢, um die Mannigfaltigkeit A
mit den Stiicken A(t,) zu tiberdecken (siehe Aussage 5.3.1) und die Ampli-
tuden a, um alle Transportgleichungen (6.6),(6.7) zu erfiillen.

Endlich bekommen wir eine A-Distribution in X x Ry, die erfiillt das Anfan-
bgswertproblem modulo £. Die heifit ein Parametriz des Angangswertprob-
lems. Man sucht die echte Grundoésung in der Form F, = E + F' mit einer
glatten Dichte F' so,dafl supp F' C K. Man findet eine F' aus eine Integral-
gleichung des Volterrischen Typs. [
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5.7 Anwendung zur Wellengleichung

Grundlosung. Sei X ein n-dimensionaler Euklidraum. Die Wellengleichung

2 2 2
g—;;—cz(x,t)Au:w, A:a——l—...—l—a—

in Zeit-Raum X x R mit einer Geschwindigkeit c(x,t) > 0 ist eine strikt
hyperbolische Gleichung, weil 7 = e(x,t)[¢], 2 = —c(x,1)|£] gelten. Wir
haben zwei Hamiltonische Funktionen o = 7+ ¢(a,t)|¢] und schlielich zwei
Komponenten Ay der Mannigfaltigkeit A fiir beliebige A. Sei A = T7(X)
fur einen Punkt y € X. Die Menge A ist symmetrische bei der Involu-
tion & — —&. Desewegen gilt die Beziehung ¢_(x,t;0) = —oy(x,1;—0).
SchlieBlich haben die entsprechende bicharakterische Streifen fur S C A4
gleiche bicharakteristische Kurven (Strahlen) S in X x R. Die Menge 7(A)
ist gleich der singular Trager der Grundlosung F, in X x R;. Die Menge
ssupp F, ist eine Hyperflache eventuell mit Singularitaten. Fir einen Teil
Ay der Lagrangesche Mannigfaltigkeit, wo gilt die Gleichung r()\) = n (siche
(3.4)), ist die Projektion H = W(/N\o) eine glatte Hyperflache. Fiir einen
beliebigen Punkt P € H wird die Grundlosung durch eine der Formeln

B, =eod" O+ F, B, = e/ 4 F, (7.1)

E,=e® " + F (7.2)

dargestellt. Dabei gilt ®, ey glatte reelle Funktionen in einer Umgebung des
Punktes P so, dal ®(x,¢) = 0 eine lokale Gleichung fiir ssupp F, ist. Das
Restglied hat die folgende Entwicklung

F = elhl(q)) + eghg(q)) + ceey

wobei sind ey, €9, ... glatte Funktionen und hy, hs, ... sukzessive Stammfunk-
tionen des Hauptprofils hy = 6*=3/2 ... Formel (7.1) gelten fiir gerade
n+ 1 > 2, dabei gilt die erste Variante fiir den Punkt P, der befindet sich
auf einem Strahl S bevor der erste Kaustik. Nach der erste Kaustik gilt die
zweite Variante (7.1). Nach der zweite Kaustik schaltet die zweite Formel
um die erste und so weiter. Fiir ungerade n + 1 gilt die Annéherung (7.2).
Fir ein singularen Punkt P € ssupp E, kann man die Grundlosung mit an-
dere spezielle verallgemeinerte Funktion darstellen.
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Erhaltung der Energie. Jetzt betracten wir die Wellengleichung

2

g—;: —A(x)Au=0 (7.3)
mit einer zeitunabhéngigen Geschwindigkeit ¢(x) > 0. Sei A C T*(X) eine
beliebige Lagrangesche Mannigfaltigkeit, die symmetrisch in Bezug die In-
volution (z,&) — (x,—¢) ist. Sei AC T*(X x R) die durch A erzeugende
Lagrangesche Mannigfaltigkeit wie im Satz 5.6.1 und u eine Lésung von (7.3),
die eine A-Funktion von Ordnung 0 ist. Die Distribution u ist glatte auBer
der Hyperflache H = W(/N\), die im allgemeinen Singularitaten hat. Sei Hj
ein regularer Teil von H. Nach Bemerekung 2 Ab.5.4 hat die Funktion in

Umgebung von Hy eine Darstellung

U = [(¢+7a+) + [(qb—va—)

mit C(¢+) C Ax. Die zwei Glieden entsprechen zwei symmetrischen Teilen
At von A.

Sei dV die Euklidische Maf} in X. Sie ist gleich |dxy A ... A dx,| fiir beliebige
Euklidische Koordinatensystem. Wir betrachten die Halbdichte

U="2Vav.

c

Im allgemeinen gehort das die Dichte |U|* nicht zu L. in Umgebung von
H. Wir bestatigen aber, dafl eine singulare Teil der Dichte ist konstante bei
der Ausbreitung der Welle. Die Ausbreitung ist eine Bewegung den Strahlen
entlang, die aus dem Hamiltonische Flul W¥; in X herkommt, die durch
Hamiltonische Funktion o4 oder o_ erzeugent wird.

Fir eine exakte Behauptung betrachten wir eine Annaherung fir die Losung

Ue = Uye + U_egy Ute = [(qb:tsva:t)v

mit Phasen ¢.(x,0) = ¢(x,0) 4 12]0]. Das Integral

J

konvergiert fir ein beliebigen Kompaktum K C X x R, dabei gilt

J

Ue |2

c

dv

Ue

2
dV:—loge/Z—l—O(l), e — 0.
%

c
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fiir eine singulare Dichte ¥ = X(|U]?) in Zeit-Raum. Wir heiflen die Dichte
Y(|U|?) der singulire Teil der Dichte |U|* = |u/c|*dV. Wir haben supp ¥ C
H, weil ssuppu C H gilt (siehe Satz 5.2.1).

Aussage 5.7.1 Der singular Teil ¥ behdlt bei der Bewegung die charakter-
istische Kurven bei, d.h.

/ Y(U) = Konst
W (K)

fur ein belicbiges Kompaktum K C H gilt.

Beweis. Wir setzen zuerst voraus, dafl u = uy gilt. Dabei gilt ¢4 (z,t;7) =
+7(t — ¢(x)), wo ist ¢ = ¢(x) eine Eikonalfunktion (Aussagen 4.8.1 und
5.3.1). Die Amplitude a ist eine Losung der Gleichung (6.6):

mea + Qd = 07 Pm = 7—2 - 02|§|27 Q = —Zgrad Cf,

fiir eine Halbdichte @ in A. Nach dem Satz 4.7.1 kann man das symplektische
Koordinatensystem xy, ..., z,, 7 in einer Umgebung des Bundels B benutzen.
Daher kann man schreiben

a = a(z,7)\/|dr Adey Ao A dz,| = a(z, T)Vdr AdV. (7.4)
Geméaf (7.4) haben wir
—2c¢*¢ grad & + 2cgrad cfa = 0.

Dabei bleiben die Koordinate 7 und die Form dr fest, weil d7/dt = —(o4); =
0 nach dem Hamiltonssystems. Darum erfullt die Gleichung auch fur die

Halbdichte agv/dV', ao(x) = a(x,1). Sie ist equivalent zur folgende Gleichung
¢ grad 22V/aAV = 0.

c

Das bedeutet die Erhaltung der Halbdichte aq/cv/dV beim Hamiltonischen

FI. Der Bruch
(273} dV
—4 | = 7.5
A/ 0 (7.5)

Ld/dt(dg) = d(de(d/dt)) = d(grad é(o4)}) = d(2¢*|grad §f2) = d2 = 0,

ist auch eine Invariante, weil
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wegen die Gleichungen ¢ = grad ¢(x), c¢(x)|grad ¢(a)| = 1 (siehe Ab.4.6).
Dank der Folgerung 5.4.3 bekommen wir die Gleichung

w = Coft — () + 00 fag(ir) + (¢ — 8z )ar e, £) + (¢ — 8(z) Pan(, 1)+ ),
(7.6)
dabei sind ay, az, ... einige glatte Funktionen und hangt die Konstante Cy von

u nicht ab. Schlieflich gilt
u. = Co(t — o+ 5@)_1/2(% +({t—o+e)ar+ ...),

dabei gibt nur das Glied mit ag einen Beitrag in X. Sei B C H eines Bundel
der Strahlen so, daB der Durchschnitt F;, = BN {t = s}, s > 0 immer
eines Kompaktum ist. Wir betrachten die Familie der Kompaktumen K; =
Bn{t<¢<t+e}, t>0. Wir integrieren mit Hilfe des Fubinische Satzes:

U |2 2 _1]ao0|?
[l av =i [1a=or e |2 av+o0) -
K
2
:|00|2/ s + 1|~ (/ o d—v> ds + O(1). (7.8)
0<s<e Fi_« c dqb

Das innere Integral hangt nicht von ¢ ab, weil (7.5) eine Invariante ist. Das
Kern |s 4 e2|7! hangt auch nicht von Bewegung ab und gibt das Hauptglied
C'loge der Asymptotische Entwicklung, mit einer Konstante (. Das pruft
die Aussage fur den gegebene Fall.

Im allgemeinen Fall haben wir v = uy + u_, wobei ¢, t;7) = —7(—¢(z)).
Daher gilt die Darstellung wie (7.6) fiir u_ mit —e statt e. Wir betrachten
das Integral

/F L v = | /(t — o+ L2V +0(1)

C C

Das Integral ist beschrankt fir e — 0, weil die Familie der Distributionen
(t—o+ 5@)AdV fiir beliebige A einer Limes hat. Daher bekommen wir

2 2 2
/ d dV:/ e dV+/ =1 av + o)
K'C K'C K!c
schlieBlich
u |2 Uy |2 U_ |2
2(— dV):Z(— dv>+2<— dV).
c c c
B
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Aussage 5.7.2 Sei v eine beliebige Losung von (7.3) die eine Lagrange-
Funktion von Ordnung —1. Der singulire Teil (|| grad, ,v|[*dV') ist eine
Invariante beim Hamiltonischen Flif$. Dabei setzen wir

2

+ |l grad, v|?

U/
lgrad,  of|* = |-

Beweisist wie fiir vorige Aussage. Dabei benutzen wir die Gleichung | grad ¢| =
c .0

Die Dichte ||grad,  v||*dV" heiit die Energiedichte der Lésung. So driickt
diese Aussage den Gesetz der Erhaltung der Energie fir eine singulare Losung
der Wellengleichung aus.

Erkenntlichkeit. Dr.T.Dirkes und Dr. H.Siedlhof haben mir bei der
Vorbereitungs der Vorlesungensskripta geholfen. Ich danke Tomas Dirkes
und Helmut Siedlhof fiir gedeihliche Mitwirkung.
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Anhang:

Lagrangesche Mannigfaltigkeiten
im Bild

Die folgende Figuren bilden zwei Losungen wuy, uy der Helmholtz Gle-

PE PE 12
Z 4= Y u=0
(8:1;% + 8:1;%) vt
mit der Geschwindigkeit ¢ = 1 im Einheitskreisscheibe K in einer Euklidis-
chen Ebene F.

ichung






Erste Figur. Die erste Losung erfiillt die Dirichlet-Randdaten:
uy = lauf einen oberen Viertel B des Kreises |x| =1, sonst u; =0,

Die Losung hat der Typus der stehende Wellen, dabei ist der wesentliche
Trager der Welle u; gleich die Vereinigung zwei Sektoren = die Vereinigung
der Durchmessers Dy mit den Ende b € B. Diese Menge ist die Projek-
tion einer Lagrangesche Mannigfaltigkeit A; C T*(F). Fiir einen beliebigen
Punkt b € B betrachten wir zwei Intervallen in 7*(F) und zwar

Df ={(z =1tb, £ = 1256),—1 <t <1}
m

Sei AF die Vereinigung der Intervallen D, b € B. Beide sind Lagrangesche
Mannigfaltigkeiten. Tatséchlich, ist jedes Intervall D¥ gleich einer Stiick
einer Nullstreifen der durch Hamiltonian

k2

W) =—5E+8)+ (1)

1
2
erzeugende Fluf:

dx d¢

TR TR
mit der Anfangmannigfaltigkeiten W* = {(z,¢): z € B,{ = i%l‘} Offen-
bar gilt die Gleichung a = 0 auf W und verschwindet die kanonische Form
o, weil dimW#* = 1. SchlieBlich ist A eine Lagrangische Mannigfaltigkeit
dank dem Satz 4.6.1.
Wir kleben zwei Blatten AT iiber die gegenwirtig Bogen — B zusammen. Wir
bekommen eine Flache Ay C T*(F) mit dem Rand W+ U W~. Das ist eine
Mannigfaltigkeit mit der singulare Kante tiber —B. Wir fixieren einen Punkt
Ao € AT und bestimmen eine Eikonalfunktion auf A}

o= :a )

und auch auf A7:



wobei addieren wir eine Halbe fur jeden Ubergang des Wegs v durch die
Kante —B. Das ist notwendig wegen anderung der Phase bei der Reflek-
tion am Rand. Das Integral hangt nicht von dem Weg ab, weil A; einfach
zusammengehangig ist. Die Summe

Uy % @ exp(2micy(2)) + a_ exp(2mib_(x)) (3)

ist eine Annaherung zur Losung des ersten Bilds fir geeignete Konstanten

a.
Zweite Figur Die Losung u, erfiillt die Dirichlet-Bedingung

Ug = (Sy,

wobei y der oberen Punkt des Randes bedeutet. Der wesentliche Trager der
Losung uy ist das Ring R = {r < |2| < 1}. Wir betrachten alle Strahlen im
Ring R, die tangentiale zum inneren Kreis |z| = r sind und gegen die Uhr
laufen. In einem beliebigen inneren Punkt « € R gibt es genau zwei Strahlen
St. Wir bennenen durch ey die Einheitsvektoren dieser Strahlen, wobei e
die Richtung zum aufleren Rand des Rings hat und e_ zum Beruhrungspunkt
mit dem inneren Rand ist. Wir setzen

k
§+ = —ex.

2m

Wir bekommen zwei Blitten AT im Raum T*(E), die zweimal das Ring
R entdecken. Wir kleben die Bléatten iber die Kreise |z| = 1, |z] = r
zusammen und bekommen eine abgeschloflene Mannigfaltigkeit Ay, die ist
zum Torus homeomorph. Das ist eine Mannigfaltigkeit mit einer singularen
Kante || = 1, dabei ist der klein Kreis |x| = r kein singular Teil von As,.
Das ist eine Lagrangesche Mannigfaltigkeit, weil die Strahlen die Trajekto-
rien des Hamiltonischen Flif§ fiir Hamiltionan (1) sind. Folglich ist die Form
o = Edx auf Ay abgeschloflen. Wir bestimmen zwei Periode

1 1
P1(/\2):/047 Pz(/\z):/ a+§_1’
Y1 Y2

wobei 1 ein Zyklos in Ay, die zu einem Kreis |z| = v/, r < ¢’ < 1 homotopisch
equivalent ist. Der Zyklos 7, ist gleich die Vereinigung der zwei Bogen, die
tiber eines Intervall {z : r < zy < 1, 23 = 0} liegen. Dabei liegt einer Bogen
auf A7 und anderer auf A;. Der orientierte Zyklos 7, kreuzt den Zyklos
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|z| = 1 in dieselbe Richtung wie die reflektierende Strahlen durch. Die Zahl
1/2 bedeutet wieder die Anderung der Phase wegen die Reflektion an dem
aufleren Kreis und die Zahl —1/4 entspricht dem kaustische Verlust an dem
untenen Kreis z = r.

Die Quantization Bedingung: die beide Periode sind ganze Zahlen

P1(A):p1,P2(A):p2 (4)

Das ist eine notwendige Bedingung fir Existenze eine Losung us von Typus
it "flisternde Galerie” (siehe [1]).
Die beide Bedingungen (4) erfiillen fiir Ay mit k = 337/2, p; = 32, py = 4.
Dann gilt die Annaherung wie (3). Dabei ist ¢, eine Eikonalfunktionen wie
in (2) und

AU B
¢_(A)_/Aoa+2_4'

Die Annaherung (3) ist tauglich im Ring r 4+ ¢ < || < 1 fiir ein positives e.
In einer Umgebung der Kaustik || = r ist eine andere Annéherung geeignet:

uz(x) = aexp(2mi(0(x))) Ai(n(|« K1),

wobei gilt @ = ¢4 auf die Kaustik und bezeichent Ai die Airysche Funktion
(siehe Ab.2.4); O(x) = ra/|z| und 5 sind die kaustische Koordinate, dabei
verschwindet n(t) fiir ¢t = r.

Erkenntlichkeit. Die Bilder sind durch einen Algorithmus von Dr. Frank
Wibbeling berechnen. Ich danke Dr.F. Wibbeling fiir gedeihliche Mitwirkung.
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