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Kapitel 1
Uberblick

Fourier Methoden spielen in zahlreichen Bereichen der angewandten Ma-
thematik und der Physik eine gewichtige Rolle. Einer der Griinde fiir die
Bedeutung dieser Techniken liegt in dem Umstand begriindet, dafl die trigo-
nometrischen Funktionen e*** Eigenfunktionen des Differentialoperators 8%
sind und sich somit gut zur Modellierung von Losungen von Differentialglei-
chungen eignen.

Einen weiteren bedeutenden Schub bekamen die Fourier-Techniken durch
die Entwicklung der schnellen Fourier-Transformation (FFT, fast fourier
transform), die Mitte der 60er Jahre von J. W. Cooley und J. W. Tukey [7]
entwickelt wurde. Diese beruht auf einer einfachen Uberlegung. Man kann

eine Fourier-Transformation der Lange N = 2" wie folgt umformen:
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Das bedeutet, dafl sich eine Fourier-Transformation der Linge N durch zwei
Fourier-Transformationen der Linge N/2 darstellen 1afit: die eine auf den
Daten mit geradem Index, die andere auf den Daten mit ungeradem Index.
Der entscheidende Vorteil ist nun, daf§ sich dieser Vorgang rekursiv anwenden
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1a8t. Auf diese Weise ist es moglich, (1.1) in O(N log N) Rechenoperationen
auszuwerten, gegeniiber O(N?) bei direkter Berechnung.

Der Unterschied zwischen O(N?) und O(N log N) bewirkt bereits bei mode-
raten Werten von N wie N = 1024 eine Beschleunigung um mehr als den
Faktor 100, und fiir groBe N wie N = 22 macht dies eine FFT-Rechenzeit
von unter 2 Sekunden gegeniiber etwas iiber einem Tag bei direkter Berech-
nung aus.

Diese effiziente Rechner-Implementierung hat dazu gefiihrt, dafl Fourier-
Methoden in zahlreichen weiteren Bereichen Anwendung gefunden haben,
wie z.B. in der Medizintechnik, der Astronomie oder natiirlich der Signalver-
arbeitung.

Fir die Aufteilung von (1.1) in zwei Summen ist es notwendig, dafi die
Stiitzstellen #quidistant sind, d.h. daB nur Fourier-Moden e*™*/N mit
j.k € 7 auftreten. Fiir beliebig verteilte Stiitzstellen e**i gelingt eine
solche Aufteilung nicht, und man gelangt auf diese Weise nicht mehr zu
einer schnellen Fourier-Transformation. Fiir viele Anwendungen stellt die
Forderung nach Aquidistanz der Stiitzstellen eine zu starke Einschrinkung
dar, vergleiche zum Beispiel auch [25]: ,,Another significant limitation of all
FFT methods is that they require the input data to be sampled at evenly
spaced intervals.”

Das Problem der effizienten Berechnung der Fourier-Transformation bei
nichtdquidistanten Daten hat in den letzten Jahren einige Beachtung ge-
funden. Zahlreiche Autoren haben zur Losung konkreter Probleme auf ih-
rem Gebiet Methoden zur effizienten Berechnung nichtéquidistanter Fourier-
Transformationen entwickelt. In dem SiAM REVIEW Artikel von Ware [38]
findet sich ein Uberblick iiber die derzeit gebriuchlichen Verfahren.

Im ersten Teil dieser Arbeit wird eine neue einheitliche Theorie entwickelt,
mit der sich die unterschiedlichen, bei der Approximation von Fourier-
Moden auftretenden Aspekte beschreiben lassen. Besonders hervorzuheben
ist hierbei die Beschreibung des Aliasing-Effektes in Abschnitt 2.2.4.

Mit diesen Erkenntnissen wird dann ein verbesserter Algorithmus zur schnel-
len Fourier-Transformation bei nichtdquidistanten Daten hergeleitet.

Das Ziel ist es, einen Algorithmus zu entwickeln, der robust, einfach und
schnell genug ist, um in moglichst vielen Bereichen einsetzt werden zu
konnen. Aulerdem werden die Algorithmen vom zumeist betrachteten eindi-
mensionalen Fall auf den mehrdimensionalen Fall erweitert und die entspre-
chenden Schwierigkeiten einer Implementierung untersucht.
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Im Bereich der Computer-Tomographie wurden die Auswirkungen des Feh-
lens schneller nichtédquidistanter Fourier-Transformationen besonders deut-
lich. Das Fourier-Slice Theorem (vergleiche z.B. [21]) liefert unmittelbar einen
einfachen und naheliegenden Ansatz zur effizienten Inversion der Radon-
Transformation und damit zur tomographischen Rekonstruktion. Leider tre-
ten hierbei Daten auf einem zweidimensionalen Polargitter auf, die mit einer
Standard-FF'T nicht behandelt werden kénnen. Der zunéchst naheliegende
Ansatz, die entsprechenden Daten durch Interpolation zu gewinnen, fiihrt
leider nicht zum Erfolg. Trotz zahlreicher Vorschldge zur Behandlung dieses
,,Interpolations-Problems”, vergleiche z.B. Referenzen [1]-[11] in [6], fiihrte
diese Problematik dazu, daf in allen derzeit kommerziell gebauten Computer-
tomographen mit der Methode der gefilterten Riickprojektion rekonstruiert
wird. Die gefilterte Riickprojektion benotigt zwar einen deutlich hoheren Re-
chenaufwand als die effizienten Fourier-Methoden, néimlich O(N?) gegeniiber
O(N?log N), in medizinischen Anwendungen ist die Rekonstruktionsqualitét
aber natiirlich das ausschlaggebende Kriterium.

Mit der schnellen nichtdquidistanten Fourier-Transformation aus Kapitel 2
werden wir in Kapitel 3 einen schnellen Algorithmus zur tomographischen
Rekonstruktion entwickeln und anhand von numerischen Beispielen die
Rekonstruktionsqualitit dieses Algorithmus untersuchen.

Der Algorithmus ist bereits fiir moderate Rekonstruktionsgebiete mehr als 30
mal schneller als die gefilterte Riickprojektion und liefert eine gleichwertige,
in Spezialféllen sogar {iberlegene Rekonstruktionsqualitét.

Die Radon-Inversion ist somit ein eindrucksvolles Beispiel dafiir, dafl die Be-
rechnung von Fourier-Transformationen bei nichtaquidistanten, im Gegen-
satz zu dquidistanten, Stiitzstellen nicht nur eine Frage der ,,Bequemlichkeit”
ist, sondern daf sich auf diese Weise den Fourier-Methoden auch neue Berei-
che erschlielen, die sich hiermit bisher gar nicht oder nicht effizient behandeln
lieSen.

Ich mochte mich an dieser Stelle bei Herrn Prof. Dr. F. Natterer ganz herzlich
fiir die Anregung zu dieser Arbeit und die immer hilfreichen Hinweise und
Diskussionen bedanken.






Kapitel 2

Nichtidquidistante
Fourier-Transformation

Die diskrete Fourier-Transformation wird fiir den eindimensionalen Fall
dquidistanter Stiitzstellen durch die folgende Formel beschrieben:

N/2—1
fi= > freMN e j=-N/2...N/2—1, (2.1)

k=—N/2
wobei { f kN:/ 2__]\}/2 € C" den komplexwertigen Datenvektor und { fj}jvz/i;vlﬂ €
C" die Fouriertransformierte bezeichnet.
Dies kann per FFT schnell in O(N log N) Rechenoperationen ausgewertet
werden. Gebréuchliche Programmpakete berechnen die FF'T zumeist in einer
leicht abweichenden Formulierung, bei der die Indizes von 0 bis N — 1 statt
wie hier von —N/2 bis N/2 — 1 laufen. Da man sowohl f als auch f als
N-periodisch auffassen kann, stellt dies allerdings lediglich eine Frage der
Notation dar. Falls N ungerade ist, ist die Summe in (2.1) entsprechend als
Summe von —[N/2] bis [N/2] aufzufassen.
Dies kann man auf zwei Arten auf den Fall nichtdquidistanter Stiitzstellen
erweitern:
Zum einen kann man sich die Daten fj auf einem dquidistanten Gitter vorge-
ben und dann die Fouriertransformierte dieser Daten auf einem nichtaquidi-
stanten Gitter mit freiverteilten Stiitzstellen {z;}}1g" C [—m, 7] auswerten.
Gesucht ist somit die Fourier-Transformation der Daten f; an den nicht not-
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wendigerweise dquidistanten Stiitzstellen z;:

N/2—1

k=—N/2

Man beachte, dafl wir hierbei gleich eine weitere, sich aus der FFT ergebene,
Einschréankung aufgehoben haben: Die Anzahl der Daten N und die Anzahl
der Auswertungspunkte M muf} nicht mehr identisch sein.

Der andere Fall ergibt sich, wenn die Eingangsdaten {gj}j]\ial auf einem

nichtdquidistanten Gitter {z;}5" C [—m,7] vorliegen und anhand dieser
Werte die Fouriertransformierte auf einem #quidistanten Gitter berechnet

werden soll:
M-1 )
=Y g™  firk=-N/2...N/2—1. (2.3)
j=0

Diesen Fall bezeichnen wir im folgenden als ,nichtédquidistante Daten” (ned-
nonequispaced data), wihrend wir (2.2) als ,nichtdquidistantes Ergebnis”
(ner-nonequispaced result) bezeichnen. Schreibt man die beiden Transforma-
tionen in Operatorschreibweise

f=Fne(f) fiir (2.2)  baw.  §= Fpealg) fiir (2.3),

so sieht man leicht, dafl
Frea = FT

ner

(2.4)

gilt, der eine Operator also lediglich der transponierte des anderen ist. Man
kann folglich hoffen, beide Probleme mit denselben Methoden behandeln zu
konnen.

Eine direkte Auswertung von (2.2) bzw. (2.3) erfordert O(NN - M) Rechenope-
rationen. Dies ist erheblich aufwendiger als der dquidistante Fall mit N = M
sowie z; = 2mj /N, der mit Standard-FFT-Routinen in O(N - log N) Rechen-
operationen ausgewertet werden kann. Im zwei— und drei-dimensionalen Fall
wird das Verhiéltnis sogar noch ungiinstiger, im zweidimensionalen beispiels-
weise O(N?) gegeniiber O(N?log N). Damit wird der Aufwand fiir die direkte
Berechnung dann unter Umsténden prohibitiv grof3.

Wenn man annimmt, daf§ die Stiitzstellen keinerlei Symmetrien unterliegen,
erzielt man mit den bei der Standard-FFT so erfolgreichen algebraischen
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Methoden zur Einsparung von Rechenoperationen (Cooley-Tukey FFT, Wi-
nograd FFT) keine Erfolge. Stattdessen versucht man, mit geeigneten Appro-
ximationen eine ausreichende Genauigkeit, nach Moglichkeit im Rahmen der
Maschinengenauigkeit, bei gleichzeitiger effizienter Auswertung zu erreichen.
Man sucht also nach geeigneten Wegen, sich auf eine #quidistante FFT
zuriickziehen zu konnen.

2.1 Bestehende Verfahren

Das grundsétzliche Prinzip zur Berechnung der nichtéquidistanten Fourier-
Transformation beruht auf der Approximation der nichtéquidistanten Fou-
riermoden

etk ke€Z,x €|—m,
durch dquidistante Fouriermoden e*™*/N [ j e 7.!

Wir wollen in diesem Abschnitt drei bestehende Methoden zur Berech-
nung der Fourier-Transformation bei nichtdquidistanten Daten beschreiben,
némlich die Verfahren von O‘Sullivan [24], von Dutt und Rokhlin [8], sowie
das von Beylkin [1]. Eine weitere Ubersicht liefert Abschnitt 2.10, in dem
wir unser Verfahren mit den bestehenden Methoden vergleichen. Die Vorge-
hensweise der einzelnen Methoden wird hier jeweils nur kurz skizziert, um
die Notwendigkeit einer einheitlichen Theorie darzulegen.

2.1.1 Die Gridding Methode von O’Sullivan

Die Gridding-Methode [24] wurde von O’Sullivan Mitte der Achtziger Jahre
entwickelt, siehe auch [27] fiir eine ausfiihrlichere Beschreibung.

Die Motivation zur Entwicklung dieser Methode lag darin, dafl bei der Inversi-
on der Radon-Transformation mittels Fourier-Methoden eine inverse Fourier-
Transformation auf einem zweidimensionalen Polargitter durchgefiihrt wer-
den muf. Standard-FFT-Routinen erfordern jedoch zwingend ein cartesisches
Gitter. Genau dieses Problem wird auch Gegenstand von Kapitel 3 sein.

'Das bedeutet, wir approximieren Exponentialfunktionen durch Exponentialfunktio-
nen. Dies erscheint zunéchst widersinnig, allerdings ist es genau der Unterschied zwischen
Aquidistanz und Nichtaquidistanz, der zwischen Effizienz und Ineffizienz entscheidet.
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Die Gridding Methode 148t sich wie folgt skizzieren: Gegeben seien die Werte
von f auf einem beliebigen Gitter. Ziel ist es, f auf einem cartesischen Gitter
zu erhalten.

Der Faltungssatz (vergleiche z.B. [37]) liefert

~

f=g - w <= f=gxw.
Man verfahrt nun in drei Schritten:
1. Faltung mit einer vorher fest gewahlten Fenster-Funktion w: g = w * f
2. inverse Fourier-Transformation: § — g¢
3. Skalierung: f = g/w

Die Behandlung der nichtdquidistanten Daten erfolgt im ersten Schritt: das
Faltungsintegral wird an den cartesischen Gitterpunkten ausgewertet, unter
Verwendung der nichtdquidistanten Samples von f Durch die glédttende
Wirkung der Faltung mit w ist dieser als ,,Gridding“ bezeichnete Schritt
weniger fehlertriachtig als eine einfache Interpolation.

Zur Berechnung der inversen Fourier-Transformation kann dann eine
Standard-FFT-Routine zum Einsatz kommen.

Fiir das Verfahren bendétigt man eine geeignete Fenster-Funktion w, die im
Orts- und im Frequenzraum um den Nullpunkt konzentriert ist. O‘Sullivan
schldgt hierfiir die Kaiser-Bessel Funktion vor.

Die Gridding Methode hat hauptsdchlich im Bereich der Computer-
Tomographie Beachtung gefunden. Als generelles Hilfsmittel zur Berech-
nung nichtaquidistanter Fourier-Transformationen ist sie bisher nicht be-
kannt geworden. Moglicherweise liegt dies am Fehlen einer geeigneten Feh-
lerabschétzung und der eher heuristischen Begriindung.

2.1.2 Die schnelle Fourier-Transformation nach Dutt
und Rokhlin

Die Methode von Dutt und Rokhlin wurde Anfang der 90er Jahre entwickelt
8].

Sie dient der Berechnung eindimensionaler nichtaquidistanter Fourier-
Transformationen und beruht auf der folgenden Approximation:

10



Satz 2.1.1 (Dutt und Rokhlin)? Seip > 2 eine ganze Zahl,b > 1/2, ¢ reell
und K eine ganze Zahl mit K > 8brw. Dann gilt fir jedes x € [—m/p, 7 /p]:

[d+K 1

icx bx? —(c—k)2/4b ikx
(& — € . (& €
k%:—K <2 Vb )

Die Fehlerabschétzung ist nicht scharf, der beobachtbare Fehler liegt um
einige Groflenordnungen unter dieser Schranke. Der Grund hierfiir liegt darin,
dal der von uns in Abschnitt 2.2.4 beschriebene Aliasing-Effekt bei der
Herleitung des Fehlers nicht beriicksichtigt wurde.

Mit dieser Approximation 1at sich eine nichtdquidistante Fourier-
Transformation

< e e (4b + ).

k=N/2—1

fi= 3 ay el (2.5)

k=—N/2

fir j = —N/2,...,N/2 — 1 wie folgt durchfiihren:

1. Berechne

1 N ’
lezk:ak'%'exp{—<2ﬂ$k—l> /4b}, (2.6)

fir | = —N/2,...,N/2 —1 bei N = pN fest. Bei der numerischen
Auswertung der Summe beschréankt man sich jeweils auf einige wenige
Terme mit x;, ~ [.

2. Fiihre eine dquidistante FFT der Lénge N durch:

k=N/2-1 B
Ul _ Z T - e27rzkl/N

k=—N/2

3. Skaliere das Ergebnis:
f = CTUNY

2Corollar 2.9 aus [8] mit leicht geéinderter Notation
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2.1.3 Die schnelle Fourier-Transformation nach
Beylkin

Die Methode von Beylkin entstand im Zusammenhang mit einem Verfahren
zur schnellen Berechnung der Fouriertransformierten von Funktionen mit
Singularitdten [1]. Sie liefert aber auch unmittelbar einen Algorithmus zur
schnellen nichtdquidistanten Fourier-Transformation, der dem von Dutt und
Rokhlin dhnelt.

Die Methode basiert auf der folgenden Approximation:

Satz 2.1.2 (Beylkin)? Sei f eine verallgemeinerte Funktion [im Sinne der
Distributionstheorie/, j < 0. Definiere

fo=27 [ p@)s™ (272 — k) de,

wobei B der symmetrische B-Spline der Ordnung m ist.
Dann existiert eine Fehlerkonstante €, so dafs

23/2 A
‘ D fueE— f(27E)| < e

v a ™€) kel

qilt. Hierbei ist

=2 |

l

£+l].

Die explizite Fehlerabschitzung findet sich in [8].
Eine Methode zur schnellen Berechnung von

M—1

~ 2mix k

g =Y g™
=0

wird daraus, wenn man f(z) = ¢ XMt g,6(x — x;) wihlt, so daB g, = f(k)
gilt.
Die Berechnung erfolgt wiederum in drei Schritten.

3Aus [1] Theorem III.1
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1. Berechne

M-1 B
fr=> g™ (N -z —k)

=0

mit N > N.

2. Fihre eine FFT durch:
fj _ Z fkefQMkJ/N
k=0

3. Skaliere das Ergebnis

R 1 ;

j = 1
SNCEIS

Die drei besprochenen Verfahren weisen deutliche Ahnlichkeiten auf. Die Be-
rechnung erfolgt stets in drei Schritten: zuerst eine Faltung bzw. Interpo-
lation, danach die Berechnung der dquidistanten FFT und schliellich eine
Skalierung.

Die mathematischen Beschreibungen der drei Verfahren weichen jedoch stark
voneinander ab: O‘Sullivan beschrinkt sich auf die angegebene heuristische
Begriindung.

Rokhlin leitet Satz 2.1.1 zur Approximation von Fourier-Moden her, liefert
aber keine weitere Motivation fiir die Wahl der Approximationskoeffizienten
bzw. die verwendete GauB-Glockenkurve e=*"/4. Geeignete Werte fiir den
Parameter b werden lediglich experimentell ermittelt, auf die Auswirkungen
dieses Koeffizienten wird nicht nidher eingegangen.

Beylkin leitet sein Verfahren als Methode zur Berechnung von Fourier-
Integralen von Funktionen mit Singularitdten her und beschreibt seine
Vorgehensweise als ,,Projektion solcher Funktionen auf einen Unterraum
einer Multiskalen-Analyse”. Dies ist leider fiir den Fall der nichtdquidistanten
Fourier-Transformation wenig erhellend, da hierbei die Skala j einmal fest
gewahlt wird und dann konstant bleibt.
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2.2 Herleitung der Approximation

2.2.1 Resampling

Bei der Vorstellung der bestehenden Methoden im vorherigen Abschnitt
haben wir den Fall nichtdquidistanter Eingangsdaten behandelt.

Fiir die Herleitungen in diesem Abschnitt wollen wir jedoch den Fall aquidi-
stanter Daten und und nichtéquidistanter Auswertungspunkte (ner) betrach-
ten. Dieser 148t sich etwas einfacher behandeln, weil sich die auftretenden
Effekte dann sehr gut mit dem Vokabular der Signalverarbeitung beschrei-
ben lassen. Die Ubertragung auf nichtiquidistante Daten wird Aufgrund der
Dualitét (2.4) keine Schwierigkeiten bereiten.

Die nichtéquidistanten Stiitzstellen bezeichnen wir jetzt mit §; bzw. einfach
nur mit £ und skalieren sie statt auf [—m, 7] auf [—-N/2, N/2].

Das Problem stellt sich somit als effiziente Berechnung von

N/2-1

fQ) = > fuedm (2.7)
k=—N/2
fiir beliebige Werte von & € [—N/2, N/2]. Wir wollen somit die N-periodische
Funktion f an verschiedenen Stellen &; auswerten.
Die per FF'T schnell berechenbaren Werte

N/2—-1

g= > fre®™MN 1= _N/2... N/2-1 (2.8)
k=—N/2

entsprechen dann gerade den Werten von f an den (dquidistanten) Punkten
l=—N/2,...,N/2 — 1. Da f(§) N-periodisch ist liefert die FFT sogar alle
Werte f(1) fiir | € Z. Es ist somit naheliegend zu versuchen f(€) fiir beliebige
¢ aus den f(I), | € Z zu ermitteln.

Dazu entwickeln wir e2¢/N als Funktion von k in eine Fourier-Reihe im
Intervall [-N/2, N/2]:

e27rik§/N _ Z 0,1(5)627rikl/N. (29>
l

Man fat e?™*¢/N deshalb als Funktion von k auf, damit die Abhingigkeit
von ¢ sich in den Koeffizienten o; und nicht in den Ansatzfunktionen e>7*/N
wiederspiegelt.
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Die Fourier-Koeffizienten ergeben sich wie folgt:

O-l(g) _ /N/2 27ri5§/N6—27rils/N ds

_ / 27rzs/N &= ds
N/2

= N/N/Zcos (2ws/N - (€ —1)) ds

= sinc(w(§ —1))
Mit der sinc-Funktion:
sinc(x):{ 71 ;7_&0
Die Fourier-Reihenentwicklung
e2mike/N — Z sinc (w(€ — 1)) 2miRUN (2.10)
1€,

gilt allerdings nur fiir k €] — N/2, N/2][, nicht fiir k = £N/2, da > &/N als
Funktion von k nicht N-periodisch ist: es gilt eV¢/2 £ e7N¢/2 fiir ¢ ¢ 7Z.
Deshalb nehmen wir fiir den Moment an, dal f_y/; = 0 gilt und somit der
Fall |k| = N/2 nicht ins Gewicht fallt. Dann ergibt sich:

N/2—1

f(é:) — Z fk€2m'k£/N

k=—N/2
N/2-1

= > fi Y sinc(m(€ 1)) 2 RN

k=—N/2 1eZ,

N/2 1
— Z SlIlC Z f e27rz/cl/N
1eZ k=—N/2
= Y sinc(n(€ 1) f(1), (2.11)
17,
wobei sich die
N/2—1 A
Z fk627rzk‘l/N (212)
k=—N/2
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per FEF'T berechnen lassen.
Dieses Ergebnis kann man auch auf anderem Wege erhalten: berechnet man
die Fouriertransformierte von f

R 1 N2
Ff)(z)=— > 6&(x—2nk/N), (2.13)
( ) V2T TN
so sieht man, daB Ff seinen Triiger in [—m, 7] hat und somit =-

bandbeschrénkt ist. Das Shannon-Theorem (vergleiche [14]) liefert dann eine
Interpolationsformel zur exakten Berechnung von f(&) aus den f(I):

£(©) =" f()sine (v (£ 1)),
1eZ

was offenbar mit (2.11) identisch ist. Allerdings mufl man auch hier wieder
f-ns2 = 0 fordern, da eine Delta-Distribution am Rande des Trégers von F f
andernfalls Probleme bereitet. Fiir eine genauere Betrachtung des Sampling
Theorems bei Distributionen vergleiche auch [4] oder [14].

Diese Formel ergibt aber noch keinen schnellen Algorithmus zur Berechnung
einer nichtdquidistanten Fourier-Transformation. Dies liegt primér darin
begriindet, dafl die sinc-Funktion fiir x — oo nur wie 1/ abfillt; sie ist noch
nicht einmal absolut integrierbar. Deshalb mufl man bei der numerischen
Auswertung der Summe iiber [ zu viele Terme mitnehmen, so dafl gegeniiber
der direkten Berechnung der Fourier-Transformation nichts gewonnen ist?.

2.2.2 Oversampling

In der Signalverarbeitung ist das Problem, das sich aus dem schlechten
Abklingverhalten der sinc-Funktion ergibt, wohlbekannt. Die gebréuchlichste
Moglichkeit dem abzuhelfen ist das Oversampling:

Dabei geht man davon aus, daB nicht die Funktionswerte f (1) sondern die
Werte f(l/p) mit p > 1,1 € Z zur Verfiigung stehen.

Diese kann man in unserem Falle mit einer FF'T der Lange p/N berechnen.
Deshalb sollte p so gewahlt sein, dafl pN per FFT berechnet werden kann,

4Trotzdem bietet diese Interpolationsformel einen Ansatz fiir effiziente Algorithmen.
Diese werden in Abschnitt 2.10 kurz vorgestellt.
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insbesondere mufl pN &€ IN gelten. Allerdings sind durchaus auch nicht
ganzzahlige Werte fiir p denkbar wie z.B. p = 1.5.

Statt der e™*/N wie in (2.9) nimmt man jetzt e als Ansatzfunk-
tionen und berechnet eine Fourier-Reihenentwicklung auf dem Intervall

2mikl/pN

eQm‘k{/N — Z Ul(§)€2ﬂikl/pN. (2.14)
l

Entscheidend ist aber nun, dal man die Approximation fiir e2™*¢/N nur fiir

k € [-=N/2, N/2] benétigt. Nimmt man eine beliebige C5°-Funktion ¢(k) mit
o(k)=1  fir |k] < N/2 (2.15)

und
supp(¢) C [-pN/2,pN/2] (2.16)

an, so kann man statt e?™*¢/N auch ¢(k) - e2™*¢/N in eine Fourier-Reihe

entwickeln, da die beiden Funktionen fiir |k| < N/2 iibereinstimmen:
¢(k 27rzk:§/N Z oy 27rikl/pN‘ (217)

Die 0;(§) sind natiirlich andere als in (2.9) bzw. (2.14). Sie berechnen sich
nun wie folgt:

O-l(é) — /pN/2 27ri£s/N€727Tils/pN ds
pN pN/2

_ / P () eRTEIN D) g
pN pN/2

_ 27rzs/N &— l/p)d
pN/

= o5t 1/p>) (2.18)

mit ¢ = V27 /pN.

Die Interpolationsformel lautet in diesem Falle:

=c)> ¢ ( l/p)) f(/p), (2.19)
17,
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wobei sich die
N/2—1

l/p Z f 627rzkl/pN

k=—N/2

wieder per FF'T, dieses Mal der Lange p/N, berechnen lassen.

Auch der Fall k = —N/2 macht jetzt keine Probleme mehr, da wir die Fourier-
Reihenentwicklung jetzt auf dem Intervall [—pN/2,pN/2] durchfithren und
hier ¢(pN/2) = ¢(—pN/2) = 0 gilt.

Als Fouriertransformierte einer Cg°-Funktion fillt ¢(z) fiir || — oo schneller
ab als jede Potenz von x. Der Satz von Paley-Wiener [34] besagt, da8, falls
F Fouriertransformierte einer Cg°-Funktion ist, es fiir jedes N > 0 ein C' > 0
gibt, derart dafl

|F(2)] < Cn(p)(L+ J2)~" (2.20)

gilt. Leider kann die Konstante Cy(p) sehr grofi werden. Die Anzahl der
Terme, die man bei der numerischen Auswertung von (2.19) mitnehmen muf,
ist immer noch zu grofl; um einen wirklich effizienten Algorithmus zu liefern.
In [20] wurde diese Methode zur effizienten Interpolation vorgestellt. Bei
der dort getroffenen Wahl von ¢ mufl man beispielsweise etwa 40 Terme
mitnehmen, bevor der erste Summand < 107° wird. Eine Methode, die
Anzahl der Terme zu reduzieren, liegt darin, den Oversampling Faktor p zu
erhohen. Leider geht dieser als Faktor p™ in die Anzahl der Rechenoperationen
ein, wobei n die Anzahl der Dimensionen ist. Bei zwei und mehr Dimensionen
sollte man sich also mit einem moglichst kleinen p, vorzugsweise p < 2,
begniigen.

Das Entscheidende Kriterium fiir die Effizienz ist daher das numerische
Abklingverhalten von é

2.2.3 Modifiziertes Resampling

Wir haben bisher den Weg gewéhlt, zuerst eine FF'T unserer Eingangsdaten
zu berechnen, und dann auf die nichtiquidistanten Punkte zu interpolieren.
Hierbei haben wir noch keinen Gebrauch von der Méoglichkeit gemacht, die
Eingangsdaten vor Berechnung der FFT zu modifizieren. Diese Modifikation
sollte dergestalt sein, da das numerische Abklingverhalten von ¢(x) sich
weiter verbessert. Dieses wird vor allem durch die Forderung (2.15), namlich
o(k) = 1 fir k € [-N/2,N/2], limitiert. Dadurch treten fir N/2 < |k| <
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pN/2 starke Schwankungen der Ableitungen von ¢(&) auf, die eine groBere

Konstante Cy in (2.20) bewirken.

Die entscheidende Verbesserung ergibt sich nun dadurch, dal man die
Forderung nach Konstanz von ¢ in [-N/2, N/2| aufgibt und sich auf die

Forderung
o(k) >0  fir |k| € [-N/2,N/2]

beschrénkt.
Die Fourier-Koeffizienten ergeben sich wieder wie in (2.18):

7€) = b (e~ 1p).

und damit erhalt man die Fourier-Reihe:

. ~ (T .
L) - 2mik§ /N _ —1 27T’Lk‘l/pN.
o) - e eSO E-1m)e

(2.21)

(2.22)

Natiirlich kann man f(€) jetzt nicht mehr aus geeigneten #quidistanten

Werten von f gewinnen.

Fir k € [-N/2,N/2] kann man allerdings (2.22) durch ¢(k) > 0 dividieren

und erhalt ,
i c ~ (2T .
627rzk§/N — W Z ¢ (N(§ _ l/p)> 627rzk:l/pN.
1
Setzt man diese Identitét fiir e27k¢/N
ergibt sich

N/2-1

f(f) — Z fk627rik§/N

k=—N/2
N/2-1

= Z fkqb(ck’) zlzé (iz;(f _ l/p)) p2mikl/pN

k=—N/2
N/2-1

~ (2T C .
= — —1 . 627r7,kl/pN.
;ab(N(f /w) Y he s

e OR)

(2.23)

in die Ausgangsgleichung (2.7) ein, so

(2.24)

Dies ist das wesentliche Ergebnis, dafl nichtdquidistante effiziente Fourier-
Transformationen erméglicht: die Auswirkungen der Interpolation (des
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Resamplings) im Fourier-Raum kénnen vorab durch eine Skalierung im Orts-
raum kompensiert werden. Zum ersten Mal wurde dies bei der Gridding-
Methode von O‘Sullivan ausgenutzt. Interpretiert man die Interpolation als
Faltung, so entspricht die Vorgehensweise einer Anwendung des Faltungssat-
zes:

f=g/w <= g = f.

Wir benétigen also keine FFT der urspriinglichen Eingangsdaten f; mehr,
sondern eine der skalierten Werte ¢ - fi./¢(k). Definiert man

0 : l=-pN/2,...,—N/2—-1
g=9 §i5 - 1=-N/2,... ,N/2—1 (2.25)

0 : l=N/2,....,pN/2 -1,
so kann die Summe iiber & in (2.24) durch

N/2—1 pN/2—1

~ c- Ly T
g = Z 1?“62 kl/pN _ Z gke2 kl/pN
k=—N/2 o (k) k=—pN/2
per FFT der Lange pN schnell berechnet werden.
Man erhalt
R N/2—1 ‘
f&) = 3 fue™
k=—N/2

= Yo(e-1m)a

Ein effizienter Algorithmus wird daraus, wenn man die Summe iiber [ schnell
berechnen kann, weil nur wenige Terme nennenswerte Beitrédge liefern. Die
wesentlichen Anteile von qg sollen also in einem moglichst kleinen Intervall
konzentriert sein. Dies ist das grundlegende Prinzip unseres Algorithmus zur
schnellen Fourier-Transformation bei nichtédquidistanten Daten.

2.2.4 Aliasing

Nachdem wir von den beiden urspriinglichen Forderungen an ¢, ndmlich
o(k) = 1 fir [k|] < N/2 und supp(¢) C [-pN/2,pN/2|, die erste
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schon modifiziert haben, wollen wir auch die Forderung an den Triger
von ¢ abschwéchen. Diese diente dazu, das Intervall bei der Berechnung
der Fourierkoeffizienten von [—pN/2,pN/2] auf die gesamte reelle Achse
auszudehnen, um mit der Fourier-Transformation arbeiten zu kénnen. Dies
allein ist noch keine echte Einschrinkung, da uns ja bei der Berechnung der
Fourier-Koeffizienten ohnehin nur die Werte von ¢(k) fir k € [-pN/2,pN/2]
interessieren; welche Werte die Funktion auflerhalb annimmt spielt fiir die
Fourier-Koeffizienten keine Rolle.

Wir wollen untersuchen, was passiert, falls man den Trager von ¢ iiber
das Intervall [-pN/2,pN/2] hinaus ausdehnt und trotzdem weiterhin die
Fouriertransformierte in der Approximation verwendet.

Dies kann man auch wie folgt interpretieren: Angenommen, ¢ sei so gewéhlt,
daB supp(¢) = [—apN/2,apN/2] mit a > 1 gelte.
Man betrachtet nun die p/N-Periodifizierung von ¢(k)e

g(k) — Z ¢(k _i_le)eQWi(k—H?Nl){/N'
1,

2miké/N .

08

06

0.4

02

Abbildung 2.1: Aliasing bei p =2, « = 1.4, N = 10 und ¢(z) = 003527
Im Intervall [—N/2, N/2] benétigen wir eine Approximation fiir

oiké

Y
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deshalb darf ¢ fir £ € [-N/2,N/2| keine weitere Abhéngigkeit von &
enthalten, da sonst in der Approximation (2.23) ein Exponentialterm mit
einer nichtdquidistanten Frequenz £ auf der rechten Seite auftauchen wiirde.
Diese Bedingung ist erfiillt, falls

¢(k+pNl)=0 firke[-N/2,N/2lund € Z #0

gilt. Insbesondere soll also [-N/2, N/2] & pN Nsupp(¢) = 0 gelten. Da wir
den Tréger von ¢ ja mit [—apN/2,apN/2| angenommen hatten, bedeutet
dies an den Réndern des Intervalls

N/2 < —apN/2+pN bzw. — N/2>apN/2—pN.

Da der Oversampling-Faktor p groler 1 ist, ergibt sich an « die Forderung

a<2-—1/p. (2.26)

Eine kleine weitere Einschriankung ergibt sich, falls ¢ an den Randern des
Trégers nicht stetig ist, ein Fall, der, wie sich zeigen wird, tatséchlich
auftritt. Diese Unstetigkeitsstelle setzt sich durch die pN-Periodifizierung
in den Bereich N/2 < |z| < pN/2 fort. Fir die Wahl @ = 2 — 1/p
liegt die Unstetigkeitsstelle dann genau bei N/2; also an der Grenze des
Intervalls, in dem wir die Fourier-Approximation benotigen. In der Ndahe von
Unstetigkeitsstellen verschlechtert sich die Konvergenz der Fourier-Reihe,
deshalb sollte a etwas kleiner gewihlt werden als (2.26) es erfordert. Fiir
p = 2 ergibt beispielsweise, mit der im folgenden Abschnitt vorgestellten
Gewichtsfunktion, eine Wahl von o = 1.49 gute Ergebnisse.

Abbildung 2.1 verdeutlicht diese Situation fiir p = 2, « = 1.4, N = 10 und
der Funktion ¢(z) = e 935" Dieses ¢ wurde nur als Beispiel gewihlt, in
tatsdchlich auftretenden Féllen liegt der Sprung an der Unstetigkeitsstelle
in der Groflenordnung der Maschinengenauigkeit. Die schraffierten Bereiche
auBerhalb von [—pN/2,pN/2] werden jeweils auf der anderen Seite in das
Intervall hineingeschoben. Der grau markierte Bereich, in dem wir die
Approximation benotigen, bleibt davon jedoch unbeeinfluf3t.

Ein « von 1.49 bedeutet, dal man den Triager von ¢ um fast 50% vergrofiern
kann. Die Funktion wird somit ,,breiter”, was wiederum eine im Frequenz-
raum starker konzentrierte Fouriertransformierte ermoglicht. Somit benotigt
man in der Approximation (2.23) weniger Terme, um eine vorgegebene Ge-
nauigkeit zu erzielen. Dieser Effekt ist durchaus beachtlich, bei vorgegebener
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Anzahl von Termen verbessert sich die Genauigkeit typischerweise um zwei
Dezimalstellen.

Die Fourier-Koeffizienten zur Entwicklung von g(k) in eine Fourier-Reihe im
Intervall [-pN/2, pN/2] berechnen sich durch:

pN/2

ole) = pN/pN/2

pN/2
— Z (b S+le) 2mi(s+pNI1)¢/N 727rzl(s+le /pN ds
pN/pN/2

—27rils/pN ds

_ 7N/ gb(s)627ri5§/N6—27rils/}oN ds
P —00

= pi\f /O:o ¢(3)62ﬂi8/N~(£—l/p) ds
NG
— co(FE-1n)

Dies ist identisch zu 2.18, die Koeffizienten ergeben sich weiterhin aus der
Fouriertransformierten von ¢.

Diese Technik kann man sich als toleriertes Aliasing vorstellen: Durch
Erweiterung des Trégers von ¢ auflerhalb von [—pN/2, pN/2] werden Anteile
aus dem Bereich pN/2 < [t| < (2 — 1/p)pN/2 in den Bereich N/2 <
|t| < pN/2 verschoben (Abbildung 2.1). Da wir die Approximation ja
nur im Intervall [—N/2, N/2| benétigen, bereitet diese Form des Aliasing
erfreulicherweise keinen Verlust an Genauigkeit.

Damit haben wir alle Techniken zur Verfiigung, um einen Algorithmus zur
schnellen Fourier-Transformation aufzustellen. Im néchsten Abschnitt wer-
den die Ergebnisse mathematisch ausformuliert, bevor dann eine geeignete
Funktion ¢ gesucht wird.

2.3 Approximation der Fourier-Moden
Ab jetzt nehmen wir die Stiitzstellen wieder in [—m, 7] an. Es ergibt sich

somit die Forderung nach einer Approximation von e** mit x € [—m, 71]. Der
folgende Satz liefert hierzu die Basis.
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Satz 2.3.1 Sei N € IN, p > 1 mit pN € IN. Sei ¢ eine gerade, in einer
Umgebung von [—m/p,m/p] positive stetig differenzierbare, und ansonsten
stiickweise stetig differenzierbare Funktion mit Trager supp(¢) C [—am, a]
beil<a<2-—1/p.

o(x,l) sei definiert durch

1 ~/pN

Dann gilt fir alle x € R und k € [-N/2, N/2]|:

kT — — S o(a, 1), (2.28)

¢ (k)
Beweis:
Definiere g(t) durch
g(t) = > ¢(t + 2mn)e T2y (2.29)
ned,

fiir beliebiges y € IR. g ist dann offenbar 27-periodisch und es gilt

g(t) = o(t)e™ fir t € [—7/p, 7/p), (2.30)

da fiir diese t t + 27 nicht mehr im Tréger von ¢ liegt. Entwickelt man g im
Intervall [—7, 7] in eine Fourierreihe, so ergeben sich die Koeffizienten durch

1 /= A
o, = —/ g(s)e_”sds
21 J—x
1 /7 ' |
B %/ Z P(s + 27rn)e’(s+2ﬂn)ye—zl(s+2m) ds
Y/
1 1 00 A
\/%\/%/ ¢(S)els(y—l) ds
1 -

= ﬁ‘lﬁ(y —1).

Da g(t) fiir |t| < 7/p stetig differenzierbar ist, konvergiert die Fourier-Reihe
dort punktweise:
ilt

olt) = <=3 oy = D)e
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Setzt man nun ¢t = 2wk/pN so liefert die Voraussetzung k € [—N/2, N/2],
dai t € [-7/p,n/p] gilt. Man kann somit (2.30) anwenden. Substituiert man
auflerdem noch y = pNx /2w, so erhélt man:

- N .
P21k /pN) - '** (pr _ l) o2mikl/pN
T

1 .
Va2

Division durch ¢(27k/pN) # 0 liefert schliefllich die Behauptung.

Zur numerischen Auswertung miissen wir die Summe in (2.28) natiirlich
durch eine endliche Summe ersetzen. Wegen (2.27) liegt es nahe, dazu dieje-
nigen Terme zu verwenden, fiir die pNz /27 ~ [ gilt, d.h. wir approximieren
jede nichtéaquidistante Frequenz x durch die néchstgelegenen dquidistanten
Frequenzen 27l /pN. Nehmen wir eine Approximation aus 2K Termen an, so
ergibt sich:

1 [pNz/27]+K .
- Z 0({[,[)627”“/1)]\[.
¢ (;7]7\]—[]{‘) [pNz /27| —K+1

ikx

Fiir x mit pNx /27 ¢ 7 entspricht dies einer Summation iiber alle Terme [ mit
|[pNz/2m — [| < K. Falls = hingegen mit einer Stiitzstelle der dquidistanten
Berechnung iibereinstimmt, d.h. fiir x mit pNz /27 € Z, wird iiber alle
I : |pNz/2r — 1| < K und iiber | = pNz/2r + K, nicht aber iiber
|l = pNz/2r — K summiert. Der Unterschied ist allerdings hauptséichlich
fiir die Formulierung der Fehlerabschétzung in Abschnitt 2.5 relevant.

Man kann dann einen Approximationsfehler err(¢, o, p, K) wie folgt definie-
ren:

N 1 [pNz/27]+K ik
err(¢, 0, K,p) = max et — —— o(x,)e ™ P
( ) ke[-N/2,N/2),zelR 10} (%k) [pNx/;]:—K—l-l ( )

(2.31)
Hierbei haben wir eine allgemeine Koeffizienten-Funktion o(z,[) angenom-
men. Dies dient dazu, auch Félle erfassen zu kénnen, in denen sich die Ko-
effizienten nicht aus der Fourier-Reihenentwicklung ergeben.
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Satz 2.3.2 Mit den Voraussetzungen von Satz 2.3.1, insbesondere

1 - /pN
)= ——=0¢|=—x—1).
ola ) = =6 (5w 1)
gilt:
1 / ,
err(¢, o, K,p) < max — S o, )R (2.32)
k=[*N/2,N/2]:I€]R ¢ (;7]7\]—[]{/) l:[pNz/2n—l|>K

wobei Y bedeutet, daf fiir x mit pNz /27 € 7 in der Summe zusditzlich der
Summand | = pNx/2m — K auftritt.

Beweis:
Satz 2.3.1 liefert unmittelbar:

' 1 [pNz/27|+K '
ezkx . Z O'(.Z', l)€2mkl/pN
¢ (ﬁk) [pNz/27]—-K+1
1 [pNz /27— K '
— - Z O'(ZL’, l)€2mkl/pN
o(3Fkk) =
+71 Z o(x, l)ekal/pN.

0 (%k) (PN /27 +K+1

Daraus folgt die Behauptung. O

Bisher haben wir uns nur fiir den eindimensionalen Fall interessiert. In einer
zweidimensionalen Fourier-Transformation tritt als Exponentialterm e**ei¥
auf. Dies faktorisiert man naheliegenderweise in eine Approximation fiir e’**
und eine fiir .

Satz 2.3.3 Seien ¢, N und p wie in Satz 2.3.1. Mit I, = [pNz/2x| und
l, = [pNy/2r| sowie Approzimationskoeffizienten o und T gelte

1 K

eikx . ; Z O'(ZL‘, l)ei(lx—i—l)k/pN <E,
O (Zek) =Ko
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sowie

1 . K _
276#@ _ Z T(y, l)ez(ly-‘rl)k/p]\/
o(zk) =R

mit geeigneten Fehlerschranken E, und E,. Dann gilt:

<E,.

1
¢ (k) ¢ (Gcke)

K K

Z Z o(z, )7 (y, lg)ei(l”ll)k/pNei(ly+l2)k/pN
Li=—K+1l=—K+1
< E,+E,+E.E,

e’iklﬂ?eikgy _

Beweis:
Der Beweis ist im wesentlichen eine Anwendung der Dreiecksungleichung.
Zur Entlastung der Schreibweise definieren wir
1 K .
Sp= v Y. oz, ) TR/PN
¢ (%h) Li=—K+1

sowie analog

K
¢ (ka) lo=—K+1

und rechnen damit unmittelbar nach:

S, =

eiklweikgy _ sty‘

thiz jikoy _ ikix ikizg
e"re eSS, 4+ e"rS, SxSy’

< |eite (eikzy _ Sy)‘ 4 ‘(eiklx _ S:):) Sy‘
S ez’lﬂ:}c Ey +Ex Sy . ez’kzy _'_e@'ka
< E,+E,(1+E,)).
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2.4 Die Wahl der Gewichtsfunktion

Satz 2.3.2 148t erkennen, wie man ¢ wahlen muf}; um einen moglichst kleinen
Fehler err(¢, o, p, K) zu erhalten.

Normiert man ¢ durch ¢(0) = 1, so wird der Fehler von zwei Faktoren
bestimmt:

1. den Anteilen von ¢(z) fiir |z| > K sowie
2. dem Minimum von ¢(27k/pN) fir k = —N/2,...,N/2 — 1.

Die zweite Bedingung ist wenig ergiebig: Die Normierung legt mit ¢(0) = 1
eine obere Schranke fiir das Minimum fest, und die erste Forderung ergibt
wie wir sehen werden automatisch Funktionen, die im Intervall [—m/p, 7/p|
ausreichend weit von Null entfernt sind. Unter anderem sorgt der in Abschnitt
2.2.4 beschriebene ,,Aliasing-Trick” dafiir, daf typischerweise ¢(z) > 1/3 fiir
x € [—7/p,7/p] gilt.

Das entscheidende Kriterium ist folglich das erste. Wir suchen also eine
Funktion mit kompakten Tréger, deren Fouriertransformierte moglichst alle
ihre Anteile in einem vorgegebenen Intervall [—K, K| um den Nullpunkt
konzentriert.

Als Maximierungsaufgabe lautet dies dann wie folgt:

maximiere
16 - [, K]
¢ : R

unter

»(0) =1 und  supp(¢) C [—a,q]

||f : V|| bedeutet hierbei [, f(z)f(z)dx, also die Ly-Norm von f, einge-
schrankt auf V.

In der Terminologie der Signalverarbeitung kann man diese Maximierungs-
aufgabe wie folgt interpretieren: Man sucht eine Funktion, die zeitbeschrinkt
ist, also kompakten Trager hat, und die gleichzeitig auch noch ,,beinahe”
bandbeschrinkt ist.’

(2.33)

SEine vollstindig band- und zeitbeschrinkte Funktion ist nach dem Satz von Paley
Wiener eine holomorphe Funktion mit kompakten Triager. Das wird offenbar nur von
f(z) = 0 erfiillt.
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Die Losung von (2.33) ist eine special zero-order prolate spheroidal functi-
on. Diese Klasse von Funktionen tritt bei der Losung des Eigenwertproblems
einer Differentialgleichung zweiter Ordnung auf. Fiir eine umfassende Be-
trachtung dieser Funktionen aus Sicht der Signalverarbeitung siehe [29]. Die
prolate spheroidal functions haben eine Reihe bemerkenswerter Eigenschaf-
ten, einfache Berechenbarkeit gehort aber bedauerlicherweise nicht dazu.
Fir Anwendungen in der Signalverarbeitung werden deshalb stattdessen
hiufig die von J. F. Kaiser in [15] vorgeschlagen Funktionen verwendet,
die sogenannten Kaiser-Bessel-Fensterfunktionen. Diese besitzen die fiir uns
wichtigen Figenschaften der prolate spheroidal functions, némlich kompakten
Trager im Ortsraum bei gleichzeitiger Konzentration im Frequenzraum.
Zudem sind sie leicht berechenbar.

Die von uns im folgenden verwendete Kaiser-Bessel-Fensterfunktion lautet:

Prp(T;a, K) = X—aq(2)Io(KVa? — z2).

Hierbei bezeichnet I,(t) die modifizierte Bessel-Funktion nullter Ordnung.
Ihre Fouriertransformierte kann man ebenfalls unmittelbar angeben (vgl.
beispielsweise [23]):

. sinh(av K? — 2?)
rcn(e) = \f2/m
Man beachte das unterschiedliche Verhalten fir |z| < K und |z| > K. Fiur

|z| < K wird das Verhalten durch den Sinus Hyperbolicus dominiert, die
Funktion #hnelt e=*°. Im Nullpunkt wird das Maximum mit

(bKB(O) _ \/2/7 (eaK + e—aK)

(2.34)

2K

angenommen. Fiir |z| > K hingegen wird die Wurzel und damit sowohl der
Zahler als auch der Nenner rein imagindr. Die Funktion wird dort daher
korrekterweise durch:

. B sin(avz? — K?)

definiert. Statt des Sinus Hyperbolicus tritt fiir [z > K der Sinus auf. Die
Funktion verhélt sich fiir grofe x wie sinz/z, insbesondere gilt |pxp(z)| <

\/ 2/ fiir |z] > K.
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Abbildung 2.2 zeigt éxp(z) und dxp(z) bei einer typischen Wahl von
a = 1.497 und K = 5. Das linke Bild zeigt die Gewichtsfunktion ¢ p(z). Das
mittlere und das rechte Bild zeigt die Fouriertransformierte qASKB(x), in der
Mitte in derselben Skalierung wie links. Im rechten Bild wird das Verhalten
fir |x| > K dargestellt. Man beachte, daf die Skalierung dort in etwa um
den Faktor 10° kleiner ist, als in den anderen beiden Bildern.

1.4e+09
é/ \ 5e+0;{*\\
1.2e+09 7 |\ / \
/ \
1e409 | e84 |
! \ /
/ \ /
8er081 | 3¢/+08
66+08 | / 80100
\ gesos| |\
/Ae+08 B \\ // \
/ \ / ]
/ 26408 1 \ / 1e+08 \\\
,/ \ / \_
4 2 0 2% 4 - 2 0 2% 4

Abbildung 2.2: Kaiser-Bessel-Fensterfunktion ¢xp und qBKB in zwei Skalie-
rungen

2.5 Fehlerabschitzung

Die Kaiser-Bessel-Gewichtsfunktion erfiillt exakt unsere Voraussetzungen:
moglichst grofie Massenanteile von ngSKB im Intervall [—K, K] und nur
verschwindend kleine Anteile auflerhalb dieses Bereichs. Auflerdem gilt
orp(r) > 0 fir x € [—a,al.

Deshalb wollen wir fiir die Kaiser-Bessel Funktion eine Fehlerabschéitzung
entwickeln. Wie Satz 2.3.2 zeigt, benttigen wir hierzu eine Abschétzung fiir
die Summe

Z sin(av/{? — b2>627rikl/pN.
PV

Fiir grofie | verhilt sich der Summand wie sin(l)/l. Leider ist die Summe
nicht absolut konvergent, so daf§ die naheliegende Vereinfachung, sich durch
Ubergang zu Absolutbetrigen der e2™*!/PN zu entledigen, nicht maglich ist.
Stattdessen schétzen wir die Terme gegen sin(l)/l ab, da fiir die sinc-Reihe
eine Summenformel existiert.

(2.36)
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Die folgenden Lemmata sind eher technisch als schon, die wesentliche Aussage
dieses Abschnittes ist die Fehlerabschitzung in Satz 2.5.13.

Fiir den Rest des Abschnitts sei @ > 0 € IR und b € IN. Das erste Lemma
liefert eine Abschétzung, falls man /1?2 — 0? in (2.36) durch [ ersetzen will:

Lemma 2.5.1 Firl > b> 0 gilt mit

R(l) :=1—VI?—b? (2.37)
denn

L= /1=0/1)?) (1+ /1= (6/1)?)

|
o~
/N

14 /1= (b/1)?
B U M s
1+1— /02~

|

Die einfachen Beweise der folgenden beiden Lemmata finden sich in jedem
giangigen Analysis-Lehrbuch, beispielsweise in [10].

Lemma 2.5.2 Sei f : [c,d] — R eine stetig differenzierbare Funktion. Fiir

k € IR gilt dann
d

lim f(z)sinkxdz = 0.

|k|—o0 Je

Lemma 2.5.3 Fir x €]0,2x] gilt

i sin(kr) m—2x
=k 2

Lemma 2.5.4 Fir alle x € IR, b € IN gilt:
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Beweis:
Da der Sinus 27-periodisch ist, liefert Lemma 2.5.3 fiir alle x € R\27Z:

3 sin(kx) < /2

ok

Fir € 277 verschwindet der Sinus, und die Aussage gilt trivialerweise.
Damit hat man

o0

sin kx
2

k=b+1

Lemma 2.5.5 Fira >0, und R(l) wie in (2.37) definiert, gilt:

oo

>

I=b+1

sinaR(1)
l

‘ <1+ Inab.

Beweis:
Die Abschétzung fiir R(l) aus Lemma 2.5.1 liefert

o0

2.

I=b+1

< 3

I=b+1

mer) o

max{l,abz/l}‘
l

N > ab?
> 7+t X T
I=b+1 I=[ab?]+1

ab? (¢ , [ dt .
/b T+ ab Lb2t7:1n(ab)—1n(b)+1

IN
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Lemma 2.5.6 Mit a > 0 und R(l) wie oben gilt:

2b4
|cosaR(l) — 1| < min {2, a}

2[2
und
o 1
3 COS‘LR(Z)| < 21In(ab/2) + 1.
I=b+1
Beweis:

Taylorentwicklung von cosaR(l) um 0 liefert mit Lagrange-Restglied
]1—008@R(l)|:‘1—|—§2/2—1‘ mit 0 < & < aR(]).

Wegen Lemma 2.5.1 gilt aR(l) < ab?/l und damit der erste Teil der
Behauptung. Aufsummieren liefert

o0 . o9 : 214 2
3 cosaR(l) —1 > min {2, a®b*/21*}
I=b+1 l I=b+1 l
[ab? /2] 2 2b4 00 1
< Y Ity -
o ! 2 2
= [ab? /2]+1
< /ab2/2 2 gt a’bt o dt
- b t 2 Japzse t3
2t 4
— 2(In(ab?/2) —1 ar 2
(In(ab?/2) (b)) + -
und damit den zweiten Teil der Behauptung. O

Corollar 2.5.7 Fiir alle v € R gilt:

[e.e]

in/
> P os aR(l)
=1 !

<7/2+1Inb+ 21In(ab/2) + 2.
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Beweis:

S sin lz cosaR(l)| = | {smlx sin [z (cos(aR(l))—l)}
I=b+1 Fra
> sin lz + 3 Jeos(aR(l)) — 1|
I=b+1 ! I=b+1

Schatzt man die erste Summe mit Lemma 2.5.4 und die zweite Summe mit
Lemma 2.5.6 ab, so ergibt sich die Behauptung. O

Damit konnen wir /12 — b2 im Zahler abschétzen.
Lemma 2.5.8 Sei

Ay =sin(aVI? — b2 £ ). (2.38)

Dann gilt

< /2 + In(ab®) + 2In(ab/2) + 3

> A

I=b+1

Beweis:
Wegen der Definition von R(l) gilt

Ay = sin(avi? — b2+ tl)

=sin(l(a £ t) —al + aVI?> — b?)
= sin(l(a £t) — aR(l))
R(l

= sin({(a £1t))cos(aR(l)) — cos (l(a = t)) sin(aR(]))
und damit
i Ali <y sin(l(a £ t)l) cos(aR(1)) |
I=b+1 I=b+1
+lzb:1 cos(l(a it)l) sin(aR(l))‘

< 7/2+1Inb+2In(ab/2) +2 + 1+ Inab.

Hierbei wurde die erste Summe mit Corollar 2.5.7 und die zweite Summe mit
Lemma 2.5.5 abgeschétzt. a

Jetzt bendtigen wir noch eine Abschétzung fiir v/1? — b2 im Nenner.
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Lemma 2.5.9 Firbc IN und
1

T/ 21+ T2+ 1)) (2:39)
qgilt:
i L < /2
S V=0T v
Fiirb € IN < 20 ist ¢, < 5/2.
Beweis:
Firl > b+ 1 gilt:
(R S S O — (b/1)?
Fro L i \/ ~ (/12
A 1+4/1— (b/1)2)
- <1 o > (Wl—(b/l)Q(Hﬁ—(b/Z)?)
b? 1
B - (/02
o
< 3
und damit
%0 1 , [odt
e IR

Lemma 2.5.10 Fira > 0,b€ N, t € R und Ay wie in (2.38) gilt:

i sin(a\/ll2 —b?)

I=b+1
< /2 +In(ab?) + 21In(ab/2) + 3.

- costl
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Beweis:

Wegen 2sin a cos f = sin(a — ) + sin(a + ) gilt

< sin(av/1? — b?) cos(tl)

>, sin(av{? — b? — tl) + sin(av/{? — b? + tl)

2 z
I=b+1
= |2
I=b+1
o0 A7 oo
< Z o + Z
I=b+1 I=bt1

Ay
21

21

< m/2 +In(ab?) + 21n(ab/2) + 3,

gemafl Lemma 2.5.8.

Damit ergibt sich:

Satz 2.5.11 Fira > 0,b € IN,t € R und ¢, wie in (2.39) gilt:

sin(av/1? — b?)
NP

>

[1|>b

Beweis:

> sin(av/I? — b?)

IA

20> l

I=b+1

IN

- cos(tl) + sin(av{? — b?) cos(tl) (

- cos(tl)

+2 )

I=b+1

36

VE-R
2 (/2 + In(ab®) + 2In(ab/2) + 3 + ¢,/2).

1 1

e < 1+ 2In(ab?) + 41n(ab/2) + 6 + cp

1

lQ_bQ

)

(2.40)



Hierbei haben wir in (2.40) fiir die erste Summe Lemma 2.5.10 und fiir die
zweite Summe Lemma 2.5.9 angewendet. O

Uns interessiert der Fall ¢ = ar mit « <2—1/p <2 und b = K < 15. Setzt
man diese Konstanten in die Abschitzung aus Satz 2.5.11 ein, so ergibt sich
insgesamt:

Corollar 2.5.12 Fiir1 <b <15 und a < 2w gilt:

3 sin(ay/[? — b?)
|1|>b VI — b

e <9295,

Der genaue Wert dieser Konstante ist nicht allzu relevant, da die Groflen-
ordnung des Fehler durch das Verhalten von ¢xp bestimmt wird, wie der
folgende Satz mit der endgiiltigen Fehlerabschéitzung zeigt:

Satz 2.5.13 Seip>1,1<a<2-1/p,N € N. Sei

CbKB(x) = X[-am,ar) ($)]0(K (0471')2 - x2)

und o .
(1) = E@(B <2Wx — Z) )
Dann gilt
oo K) = Wfo(KW\i)/)ZZ—W)’

also

otk _ R [PNz/firHK oz l)egm'kz/pN < 36  (241)

¢ (;TT\rfk) [pNz/2r])—K+1 7 ~ wly(Kny/a? —p?2)

Beweis:

Die Definition von o ergibt

o(e.l) = sinh(om\/K2 — (pNz/2m —1)?) (2.42)
7 ﬂ\/KQ—(le‘/QW—l)Q '
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Setzt man die Summen-Abschétzung aus Corollar 2.5.12 in Satz 2.3.2 ein, so
erh&lt man

err(¢KB7 g, Kvp)

1 / '
_ max - Z O'(ZE, l)€27rzkl/pN
k=[-N/2,N/2zcIR | ok g (%k‘) l|pNz/2n—1|>K
1

< max ————— 295+ ¢xp(K 2.43
= k=EN2N/ 1o (j—]’;k) ‘ o B( )‘ (2.43)
1
= — 295+ am
mxp (T/p) | |
< 36
~ 7moks (7/p)

Die Definition von ¢xp ergibt schliefilich die Behauptung. Der zusétzliche
Term ¢ p(K) in (2.43) tritt aufgrund der Definition von Y-’ in (2.32) auf. O

Abbildung 2.3 zeigt einige Werte dieser Fehlerabschatzung fiir p = 1.5,
p = 2 sowie p = 4. Es sind die Fehlerabschitzungen aus (2.41) sowie der
numerisch ermittelte tatsédchliche Fehler, jeweils in Abhéngigkeit von K,
aufgetragen. Auflerdem ist die IEEE Maschinengenauigkeit bei einfach und
doppelt genauer Arithmetik markiert.

Man sieht deutlich das exponentielle Abfallen des Fehlers mit zunehmendem
K, fir p = 2 beispielsweise bewirkt eine Erhohung von K um eins zwei
zusétzliche Dezimalstellen Genauigkeit.

Der tatséchliche Fehler stimmt recht gut mit der Fehlerabschéitzung iiberein,
ab 107!2 ergibt sich jedoch aufgrund der beschrinkten Maschinengenauigkeit
keine wesentliche Verbesserung mehr. Dies liegt unter anderem auch an der
beschréankten Genauigkeit, mit der die Bessel-Funktionen berechnet wurden.
Bemerkenswert ist, daB der Einflul der Oversampling-Rate p geringer ist,
als der der Interpolations-Lénge K. Deshalb ist es nicht erforderlich, einen
Oversampling-Faktor grofler als p = 2 zu verwenden, auch mit einem Wert
von p = 1.5 laBt sich eine zumeist ausreichende Genauigkeit erzielen. Man
kann in der Praxis p daher so wihlen, da8 sich fiir N = pN mit 1.5 < p < 2
ein Wert ergibt, fiir den eine effiziente FFT-Routine existiert.
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Abbildung 2.3: Approximationsfehler und Fehlerabschitzung bei Oversamp-
ling p = 1.5;2;4 in Abhéngigkeit von K.

2.6 Diskrete Betrachtungsweise

Betrachten wir nochmals die Definition des Approximationsfehlers:

1 [pNz /27| +K
e 3 o (x, 1)e2mik/PN
¢ (]TN/?) [PNa/2n]— K +1

err(¢p, 0, K,p) = max etk

ke[-N/2,N/2),zelR

Dies kann man auch wie folgt interpretieren: Seien die Gewichtsfunktion
¢ und die Konstanten K und p vorgegeben. Zu jeder nichtaquidistanten
Stiitzstelle zg sind dann diejenigen 2K Koeffizienten o;(x¢) gesucht, so dafl
der Approximationsfehler

1 [pNzo/27|+K

Z O'(l‘o, l)627rikl/pN

eikaco o
¢ (;T@k) [pNzo/27]—K+1
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fir k¥ = —N/2,...,N/2 — 1 moglichst klein wird. Dies kann man als
tiberbestimmtes Gleichungssystem mit N Gleichungen (k = —N/2,..., N/2—
1) fiir 2K Unbekannte (die o(zo,l)) auffassen. Das Gleichungssystem ist
massiv iiberbestimmt (typischerweise gilt N > 100 und K < 15), aber man
kann mit der Methode der kleinsten Quadrate natiirlich eine Losung finden,
die

N/2-1 1 [pNzo /27| + K 2

Z eikzo _ ¢7( ~ k») Z o(xo, l)€2m'kl/pN

k=—N/2 pN I=[pNzo/27]—K+1
minimiert.
Dazu definiert man einen Vektor b durch
by = e*  fir k=—-N/2,... ,N/2—1

und eine Matrix C durch
1

)

firk=-N/2,....N/2—1undl=-K +1,... K.
Die kleinste Quadrate Losung ergibt sich dann als Losung von

CTCo = C".

. errik( [pNxzo/27)+1)/pN

Auf diese Weise kann man zu jeder beliebigen Gewichtsfunktion ¢ mit
gb(%k) # 0 die Koeffizienten ermitteln. Hierzu ist allerdings fiir jede
einzelne Stiitzstelle ein lineares Gleichungssystem zu losen, was jedesmal
O(NK?) Rechenoperationen erfordert, wenn man die kleinste Quadrate
Losung effizient iiber eine QR-Zerlegung berechnet.

In numerischen Experimenten hat sich herausgestellt, dafl man auf diese
Weise zu der Kaiser-Bessel-Gewichtsfunktion Koeffizienten finden kann, die
zu einem etwa um den Faktor 5 kleineren Approximationsfehler fithren, als
bei Verwendung der Fouriertransformierten.

Wenn man zu jeder beliebigen Gewichtsfunktion ¢ mit ¢ (;—]’\T,k) # 0 die
Koeffizienten ermitteln kann, liegt es nahe, nach Alternativen zur Kaiser-
Bessel-Gewichtsfunktion zu suchen.

Nimmt man allgemein ein gerades Polynom vom Grad < 2P mit ¢(0) = 1
an:

P
¢a(t) = Z akt2k7
k=0

40



mit ap = 1, so kann man zu jedem dieser Polynome die Koeffizien-
ten o per kleinste-Quadrate Losung ermitteln und damit dann nume-
risch den Approximationsfehler (2.31) bestimmen. Somit erhélt man ein P-
dimensionales Optimierungsproblem:

Gesucht sind Koeffizienten aq, ..., ap, so daf3

a ik
€Z x] —

1 [pNz;/27]+K

2mikl/pN
é (24@ Z oa(z;, l)e /P
a \ pN [pNz;/27]-K+1

minimal wird.

Diese Optimierungsaufgabe wurde mit einem simulated-annealing Algorith-
mus behandelt. Die Gewichtsfunktion ¢%*(x), die man auf diese Weise erhélt,
ermoglicht einen um ein bis zwei Zehnerpotenzen kleineren Approximations-
fehler als die Kaiser-Bessel-Gewichtsfunktion mit analytischen Koeffizienten
aus der Fourier-Transformation.

Dies bedeutet, daf§ man auf diese Weise zwar eine Verbesserung der Appro-
ximation erzielt, allerdings nur in einer Gréflenordnung, die man auch durch
Erh6hung von K um eins erreicht.

Kleine Geschwindigkeits-Vorteile bei der Auswertung stehen somit grofien
Nachteilen bei der Initialisierung entgegen, so dafl man in Normalfall der
analytischen Variante den Vorzug geben diirfte. Der Vergleich zwischen
diskreter und analytischer Berechnung zeigt in jedem Fall, daf3 die Kaiser-
Bessel-Gewichtsfunktion bereits sehr dicht am Optimum liegt.

2.7 Detaillierte Beschreibung der Algorith-
men

Damit haben wir jetzt das Riistzeug beisammen, um die Algorithmen
auszuformulieren. Wir gehen von M in [—7, 7| freiverteilten Stiitzstellen z;
aus mit denen wir eine Fouriertransformierte der Liange N berechnen wollen.
Dazu wihlen wir eine FFT-Linge N € IN:

N = pN, p > 1, typischerweise 1.5 < p < 2, N FFT-freundlich (2.44)

Der zweite Parameter, der die Genauigkeit der Approximation bestimmt, ist
K € IN. Dieser Parameter ist in Abhéngigkeit von p zu wéahlen, beispielsweise
durch
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p=2 : wihle K =3 bzw. 6 fiir einfache bzw. doppelte Genauigkeit
p=15 : wihle K =4 fiir einfache und K = 7 fiir doppelte Genauigkeit
(2.45)

Einen Uberblick iiber den jeweiligen Fehler je nach Wahl von p und K liefert
Tabelle 2.6 in Abschnitt 2.9.

2.7.1 Eindimensional, nichtidquidistantes Ergebnis
Ziel ist die Berechnung von:

N/2—1
fi= Y fue™  firj=0...M -1, z;€[-mn (2.46)
k=—N/2
Die benttigten Werte der Gewichtsfunktion speichern wir in einem Vektor
w e RY:

wi:gb(QWi/N) i=—-N/2...N/2-1 (2.47)
Man definiert:
N
,ul:lxp} firl=0,...,.M -1 (2.48)
2

Dies entspricht der néchstgelegenen &dquidistanten Stiitzstelle, skaliert auf
[-N/2,N/2].

Die Koeffizienten o(x;,1) ergeben eine Koeffizientenmatrix o € IRM*2E,
definiert durch ) N
o= 5=b (s = (D). (2.49)
fir j=0,...,M —1undl=—-K+1,..., K. Jede Zeile von ¢ liefert damit
die Approximationskoeffizienten beziiglich einer Stiitzstelle z;. Alternativ
kann man wie in Abschnitt 2.6 erldautert auch die kleinste Quadrate Losung
verwenden.

Fiir den Fehler gilt:

. J g
ikes _ L 3 O_jl627l'k(#j+l)/N < err(¢, o, p, K), (2.50)
Wk ="K 11
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bzw. die Abschéitzung aus Satz 2.5.13. Setzt man diese Approximation fiir
e™i in (2.46) ein, so ergibt sich:

k=N/2—-1 1 K ~
;o i(uj+1)2rk/N
=3 - S o it
k=—N/2 k i=—K+1
=Ug
K k=N/2-1 B
_ W(u;+0)27k/ N
= Y op D wy et (2.51)
I=—K+1 k=—N/2
=0+
K
= Z U +1
l=—K+1

Die eigentliche Berechnung erfolgt also in drei Schritten:
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Eindimensionale Fourier-Transformation bei nichtiquidistantem
Ergebnisvektor:

Gegeben seien die Eingangsdaten « und Parameter w gemifl (2.47),
o gemif 2.49, p gemiB (2.48), N gemif (2.44) und K gemiB (2.45).

Berechne
N/2-1

fi= > ope™  firj=0...M—1 (2.52)
k=—N/2

durch

1. Skalierung der Eingangsdaten
(Rechenaufwand: 2N reelle Multiplikationen)

2. Berechnung von
N/2—1

,7 . 2mikj/N
Uj = Z Uk - €
k=—N/2

per FFT. (Rechenaufwand O(N log N) Rechenoperationen)
3. Interpolation auf das nichtaquidistante Gitter:
3 K
fi= Y ol (2.53)

I=—K+1

(Rechenaufwand: 4K M reelle Multiplikationen und ebensoviele Ad-
ditionen).

Als Fehlerabschétzung ergibt sich:

N/2-1 1 K _
Z ay, ezka:j o Z O_jke27mk:(uj+l)/N
k=—N/2 Wk g="K+1

N/2—1

< er(g,o,p, K) Y |l
k=—N)/2

‘fj - fj‘ =

44



2.7.2 Zweidimensional, nichtiquidistantes Ergebnis

Die Verallgemeinerung auf den mehrdimensionalen Fall bereitet keine grofie-
ren Schwierigkeiten:
Ziel ist jetzt die Berechnung von

N/2—1 N/2-1

= > 3 faetme™ firj=0...M—1 (2.54)
k=—N/21=—N/2

x; und y; sind jetzt die x— bzw. y— Koordinaten der nichtdquidistan-
ten Stiitzstellen. Diese werden nur mit einem Index j versehen, obwohl sie
natiirlich im Allgemeinen eine zweidimensionale Fliche aufspannen, typi-
scherweise gilt M = N2

Die zweidimensionale DFT 148t sich als Tensorprodukt oder Hintereinander-
ausfithrung zweier eindimensionaler DFT's schreiben:

R N/2—1 N/2-1 ‘ ‘
fj _ Z Z flkezkzj ezlyj
k=—N/2 \l=—N/2

N/2-1 [ Nj2-1
= > ( > flkeilyj) e’

Gewichtsvektor w, Stiitzstellen p und Koeffizienten ¢ kann man aus den obi-
gen Definitionen (2.47), (2.48) und (2.49) iibernehmen. Zusétzlich bendtigen
wir jetzt aber auch Stiitzstellen und Koeffizienten fiir die y-Koordinaten.
Dazu definieren wir analog zu (2.48):

N
Vl:[yl-%] firi=0,...,M —1 (2.55)
und analog zu (2.49) Koeffizienten 7 € IRM 2%
1 ~/pN

Auch hier kann natiirlich alternativ wieder die kleinste Quadrate Losung
verwendet werden.
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Satz 2.3.3 liefert fiir den zweidimensionalen Fall:

1 K K _ _
Z O,jl . le e?ﬂk(uj+l1)/N€27Tl(1/j+l2)/N
1 2

—K+41lp=—K+1

eik:pjeilyj o
Wy - Wy L=

< 2err + err?,

mit err = max {err(¢, o, p, K),err(¢, 7, p, K)}. Setzt man diese Approximati-
on fiir e?*®ie'™i in (2.54) ein, so ergibt sich

N2-1 K K
A lk 2rk(ui4+11) /N 27wl (pu2+12) /N
fi = W - W > D O Te e
kl=—N/2 Lk i=—K+1l=—K+1
:Ulk
K N/2-1
_ 2mik(ut4+11) /N _2mil(u2+l2)/N
= Z Tily " Tily Z Uy - € (nj+1)/N 2mil(us+12)/
Ilo=—K+1 k,l=—N/2
::Uu}+l17u?+lz
K
= Z Ojly * Tjly Uﬂjlv+l1,lt?+l2'
l1,lo=—K+1

Die uniibersichtliche Index-Anh&aufung tduscht ein wenig dariiber hinweg, dafl
es sich hierbei um eine vollig kanonische Erweiterung des eindimensionalen
Falles handelt.

Die Berechnung erfolgt weiterhin in drei Schritten:
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Zweidimensionale Fourier-Transformation bei nichtidquidistan-
tem Ergebnisvektor:

Gegeben seien die Eingangsdaten a und Parameter w geméf (2.47), o und
7 gemiB (2.49) und (2.56), p und v gemiB (2.48) und (2.55) , N gemiB
(2.44) und K geméB (2.45). Berechne

. N/2—1 N/2-1 ' '
fi= > > awe™ie™  firj=0...M -1 (2.57)
k=—N/21=—N/2

durch

1. Skalierung der Eingangsdaten

(877}

fiir k0 = —N/2...N/2—1

Uk =
Wy + Wy

(Rechenaufwand: 3N? reelle Multiplikationen)

2. Berechnung von

N/2—-1 ) )
2wikm /N 2mwiln/N
Upn = Z Up - € /N g2miln/
kl=—N/2

per FFT. (Rechenaufwand O((N)?log N) Rechenoperationen)

3. Interpolation auf das nichtdquidistante Gitter:

K

K
fj: Z Tjl Z le2qu+l1,l/j+l2 (258)

lh=—L lo=—K+1

(Rechenaufwand: 8 KM + 4K M reelle Multiplikationen und eben-
soviele Additionen).

Wenn man die beiden Matrizen o;;, und 7;;2 durch
T, = 0517502

in einem einzigen Tensor zusammenfafit, lassen sich bei der Berechnung
von (2.58) 4K'M Additionen und Multiplikationen einsparen. Der Tensor
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benotigt dafiir aber auch M - K? Eintrige, was bei typischen Werten von
M = 5122, K = 5 bereits 200MByte ausmacht. Der geringe Zeitgewinn diirfte
deshalb in dem meisten Anwendungen den immensen Speicherverbrauch und
die langere Initialisierungsdauer nicht aufwiegen.
In jedem Falle ergibt sich als Fehlerabschétzung:

N/2—1

‘fj - f]‘ < <2err+err2) D W 4%
kl=—N/2
2.7.3 Eindimensional, nichtiquidistante Daten

Wie aus (2.4) ersichtlich, ergeben sich die Operatoren fiir nichtiquidistante
Daten durch Transposition aus denen fiir nichtédquidistante Frequenzen.

Die Algorithmen &dhneln sich deshalb — im Wesentlichen ist die Reihenfolge
von Skalierung, FFT und Interpolation umgekehrt.

Ziel ist nun die Berechnung von:

M-1
fi=> fue™  firj=-N/2...N/2—-1 (2.59)
k=0

Die Definitionen fiir w,u und ¢ kénnen wir iibernehmen, der Approximati-
onsfehler lautet:

K
cTk _ 1 3 o2 WAD/N | oy
Wj ="k 41
Setzt man diese Approximation fiir % in (2.59) ein, so ergibt sich:
M-1 1

K _
fi = fi— S ettt/
Wi —"K+1

- S froper TN,
K

Hier ergeben sich die ersten Unterschiede zum Fall der dquidistanten Daten
bei nichtédquidistantem Ergebnis.
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Auch hier will man analog zu (2.51) alle Terme mit gleichem (ux + 1)
zusammenfassen, um eine FFT-Routine anwenden zu konnen. Es soll also

K
Upp+1 = Z from

I=—K+1
gelten. Hierzu fithrt man einen Index m := (u + [) ein und definiert fiir
m=-N/2...N/2—-1:
pN/2—1
U - — Z Okm—p, Xk (260)
k=—pN/2

wobei man fiir m — ux ¢ [~ K, K] 0pm—p, = 0 setzt. In diesem Schritt kann
man sehr gut die formale Ahnlichkeit mit einer Faltung erkennen.

Damit hat man dann:

1 N/2—1

fj — wi Z uke27rijk/N
J k=—N/2

=Uj

Uj
wj

Hierbei wird
N/2—1

o 2mijk/N
Uj = Z Ug€

k=—N/2

per FF'T berechnet.

Die Berechnung erfolgt also wieder in drei Schritten:
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Eindimensionale Fourier-Transformation bei nichtiquidistantem
Eingangsdaten:

Gegeben seien die Eingangsdaten « und Parameter w gemifl (2.47),
o gemif 2.49, p gemiB (2.48), N gemif (2.44) und K gemiB (2.45).
Berechne

M—-1
fi=> ape™  fir j=—-N/2...N/2 -1 (2.61)
k=0

durch

1. Auswertung von (2.60):
u:=>0
firk=0...M —1:

firl=—-K+1...K:

Ut = Upptj + Okt * QU (2.62)

(Rechenaufwand: 4 M K reelle Multiplikationen und ebensoviele Ad-
ditionen.)

2. Berechnung von
N/2-1 o
Uj _ Z up, - 627rzkj/N
k=—N/2

per FFT. (Rechenaufwand O(N log N) Rechenoperationen)

3. Skalierung des Ergebnisses
fi=UjJw;  firj=-N/2...N/2—1

(Rechenaufwand: 2N reelle Multiplikationen)

Als Fehlerabschitzung ergibt sich wieder:

N/2—1 K
T Y
k=—N/2 k g=—K+1
N/2—1
< et Y agl
k=—N/2
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2.7.4 Zweidimensional, nichtdquidistante Daten

Der zweidimensionale Fall ergibt sich wieder als direkte Erweiterung des Ein-
dimensionalen. Deshalb hier nur die zur Berechnung notwendigen Schritte:

Zweidimensionale Fourier-Transformation bei nichtiquidistan-
tem Eingangsdaten:

Gegeben seien die Eingangsdaten o und Parameter w geméf (2.47), o und
7 gemiB 2.49 und 2.56, p und v gemiB (2.48) und (2.55) , N gemiB (2.44)
und K geméif (2.45). Berechne

A N/2—1 N/2—1 o
fi= 3 X apeiei i j=0...M—1 (2.63)
k=—N/21=—N/2

durch

1. Berechne
u:=0
firl=0...M —1:
firj=—K+1...K:
firk=—-K+1...K:

U tjnth = Upptgjank T 01571k - Ok
(Rechenaufwand: 8 K2M reelle Additionen und 12K2M reelle Mul-
tiplikationen)

2. Berechnung von

N/2-1 ~ ~
2mimk/N _2mwinl/N
Umn = Z Uk - € / € /
kil=—N/2

per FFT. (Rechenaufwand O((N)?log(N)?) Rechenoperationen)
3. Skalierung des Ergebnisses durch

Ujk

W, Wy

Fir = fir j, k= —N/2...N/2— 1

(Rechenaufwand: 3N? reelle Multiplikationen)
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Die Fehlerabschéatzung lautet:

‘fjk - f]k’ < (2err + err2) . l__l .

2.7.5 Symmetrische FFT

Wir haben die FFT bisher immer in der folgenden symmetrischen Formulie-

rung verwendet:
N/2—1

fi= > ek (2.64)
k=—N/2
fir j =—-N/2,...,N/2 — 1.
Das Vorzeichen im Exponenten bewirkt eine Fourier-Transformation bzw.
eine inverse Fourier-Transformation. In den meisten FFT-Implementierungen
anzutreffen ist jedoch die folgende Notation:

N-1
fi=" ay - eF2miakiN (2.65)

k=0
fir j = 0,..., N —1. Dieses beiden Formulierungen sind jedoch vollig 4quiva-

lent, da man sowohl die Eingangsdaten oy als auch die Fouriertransformierte
fr als N-periodisch auffassen kann.

Sind « bzw. f auf einem Rechner in einem Array gespeichert, so bedeutet
dies nur, dafl man vor und nach Berechnung von (2.65) die erste mit der
zweiten Halfte des Arrays vertauschen mufl, um (2.64) mittels einer Standard-
FFT-Routine zu berechnen. Entsprechendes gilt fiir den zweidimensionalen
Fall, hierbei sind jeweils halbe Zeilen zu vertauschen, und zwar nach dem in
Tabelle 2.1 skizzierten Schema.

2.8 Betrachtung des Rechenaufwandes

In diesem Kapitel wollen wir den Rechenaufwand fiir die Algorithmen anhand
der Anzahl Rechenoperationen (flops) ermitteln. Ein flop bezeichnet hierbei
eine (reelle) Addition oder Multiplikation. Folglich benétigt eine komplexe
Addition 2 und eine komplexe Multiplikation 6 flops. Eine FFT der Lénge
N erfordert dann bei Verwendung einer Cooley-Tukey FFT Routine mit
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S =N O W
DD W[ | D Do

Tabelle 2.1: Vertauschungsschema bei zweidimensionaler symmetrischer FF'T
der Lange N = 6. Es sind jeweils die Halb-Zeilen mit gleichem Index zu
vertauschen

Radix-2 Faktorisierung 5N log, N flops und bei einer Radix-4 Faktorisierung
4.25N log, N flops (vergleiche hierzu auch [36]).

Zur Berechnung der nichtdquidistanten Fourier—Transformation ist geméaf
Abschnitt 2.7.1 eine FFT der Lange pN, eine Skalierung sowie das Resamp-
ling durchzufithren. Insgesamt ergibt sich hierfiir ein Rechenaufwand von

flops; p(N, p, K) = 4.25pN log,(pN) + (8 K + 2)N, (2.66)

wenn man M = N setzt.
Setzt man dies in Relation zu der Anzahl der Rechenoperationen fiir eine
normale (d.h. dquidistante) FFT, so ergibt sich ein Faktor von

flops,p (N, p, K)
4.25N logy, N
4.25plog,(pN) + (8K + 2)
4.25logy N
4.25logy p + (8K +2)
4.25logy N '

Nl(N7p7 K)

Abbildung 2.4 zeigt einige Werte von N; fiir verschiedene K. Die linke
Abbildung zeigt die Verhéltnisse fiir einen Oversampling-Faktor fiir p = 2,
die rechte fiir p = 1.5.

Bei den numerischen Experimenten in Abschnitt (2.9) ist dieser Faktor
aus den gemessenen Laufzeitwerten berechnet worden. Vergleicht man die
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Eindimensional, p=2 Eindimensional, p=1.5
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Abbildung 2.4: Faktor nichtiquidistante/dquidistante eindimensionale FFT

Eintrége in der Spalte , FFT-Faktor” der Tabellen 2.2 und 2.3 so erkennt
man eine recht gute Ubereinstimmung mit der analytischen Berechnung.

Eine analoge Betrachtung kann man natiirlich auch fiir den zweidimensio-
nalen Fall machen: Zur Berechnung einer zweidimensionalen FFT ist eine
eindimensionale FFT fiir alle Spalten und fiir alle Zeilen durchzufiihren. So-
mit ergibt sich fiir eine zweidimensionale Radix-4 FFT der Linge N x N ein
Aufwand von 8.5N?log, N Rechenoperationen.

Zur Berechnung der zweidimensionalen nichtaquidistanten Fourier—Transfor-
mation ist geméfl Abschnitt 2.7.4 eine zweidimensionale Fourier—Transfor-
mation der Lange p/V, eine Skalierung sowie das Resampling durchzufiihren.
Damit ergibt sich dann insgesamt ein Rechenaufwand von

flops,p, (N, p, K) = 9p* N? log,(pN) + 20K*N* (2.67)

Rechenoperationen, wenn man die Anzahl der nichtédquidistanten Werte mit
M = N? annimmt. Dies gilt fiir den Fall nichtiquidistanter Ergebnisse. Bei
nichtdquidistanten Daten fallen etwas weniger Rechenoperationen an, statt
20K2N erscheint in (2.67) 16K2 + 8K.

Setzt man dies wieder in Relation zu der Anzahl der Rechenoperationen fiir
eine normale (d.h. dquidistante) zweidimensionale FFT, so ergibt sich ein
Faktor von

8.5p*N?log,(pN) + (20K2 4 3)N?

Na(Nop. ) = 8.5N2log, N
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Zweidimensional, p=2

Zweidimensional, p=1.5
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Abbildung 2.5: Faktor nichtdquidistante /dquidistante zweidimensionale FFT

,  8.5p?logyp + (20K2 + 3)
P 8.5log, N ‘

Abbildung 2.5 zeigt wieder einige Werte von Nj fiir verschiedene K und p = 2
bzw. 1.5.

Die vergleichbaren Werte der numerischen Untersuchungen finden sich in den
Tabellen 2.4 und 2.5.

2.9 Numerische Experimente

Fiir die numerischen Untersuchungen wurden die Algorithmen in C imple-
mentiert und auf einer 300MHz Sun UltraSPARC-II getestet. Die Compilie-
rung erfolgte mit dem Sun C-Compiler und der Option ,-fast”, d.h. voller
Optimierung. Fiir die Untersuchung der Genauigkeit wurden die beiden fol-
genden Fehler-Normen verwendet:

max; |J; — yjl

Eoo - —
max; [y;|

und )
X195 —
Ey = =—"———5—
Zj |?JJ’
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Hierbei bezeichnet y die mit unserem Algorithmus berechnete Fouriertrans-
formierte, y die Werte aus direkter Berechnung. Es ist zu beachten, dafl auch
y mit einem Maschinenfehler behaftet ist. Somit sind die Angaben im Be-
reich der Maschinengenauigkeit eher als Richtwerte denn als echte Mefiwerte
zu verstehen; zur Beurteilung der Genauigkeit des Algorithmus reicht dies
aber vollig aus.

Als nichtdquidistante Stiitzstellen wurden gleichverteilte Zufallswerte aus
dem Intervall [—7, 7] bzw. im zweidimensionalen aus [—m, 7] X [—m, 7]
angenommen. Die Eingangsdaten wurden mit gleichverteilten Zufallswerten
aus dem komplexen Einheitsquadrat gefiillt:

0 < Re(oy) <1, 0 <Im(ej) <1

Die (Pseudo-)Zufallszahlen wurden mit der entsprechenden IMSL-Routine
erzeugt. Diese Parameter ihneln denen in dem Ubersichtsartikel [38] von
Ware, so dafl man die Ergebnisse mit den dort ermittelten vergleichen kann.
Der einzige Unterschied liegt darin, dafl Ware die komplexen Eingangsdaten
alle mit Norm eins erzeugt. Dies dient der Konsistenz mit den von ihm zusétz-
lich betrachteten Spezialfillen glatter Funktionen; auf die hier auftretenden
Approximations-Fehler hat der Unterschied keine wesentlichen Auswirkun-
gen.

Zur Berechnung der FFT wurden die Routinen der IMSL-Bibliothek verwen-
det. Diese haben den Vorteil, dafl sie sowohl fiir einfache als auch fiir doppelte
Genauigkeit zur Verfiigung stehen und somit in beiden Féllen als Referenz
dienen koénnen.

Tabelle 2.6 zeigt die Genauigkeit in Abhéngigkeit von der Interpolationslédnge
K. Es wurde jeweils eine Fourier-Transformation der Linge N = M = 1024
berechnet. Die oberen Hilfte der Tabellen zeigt jeweils die Ergebnisse bei
nichtéquidistantem Ergebnis, die untere Hélfte bei nichtaquidistanten Daten.
Man kann sehr gut erkennen, dafl die Genauigkeit mit zunehmenden K
exponentiell wichst, eine Erhchung von K um eins verbessert die Genauigkeit
um zwei Dezimalstellen. Im folgenden werden wir fiir einfache Genauigkeit
K = 4 und fiir doppelte Genauigkeit K = 7 wéihlen, jeweils bei einem
Oversampling von p = 1.5. Damit erhalten wir Fehlerordnungen, die denen
in [38] entsprechen, wo die Grenze fiir einfache Genauigkeit bei E,, < 107°
und fiir doppelte Genauigkeit bei £, < 107! gezogen wird.

Der rechte Teil der Tabelle zeigt die Laufzeit des Algorithmus an. , Fval”
bezeichnet die Zeit zur Berechnung der jeweiligen schnellen nichtédquidistan-
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ten Fourier-Transformation, ,,Faktor” gibt an, wieviel mal schneller dies im
Vergleich zur direkten Berechnung ist. Man erkennt deutlich, dafl diese Be-
schleunigung sich in einer Gréfenordnung bewegt, die fiir den Aufwand zur
Herleitung des Algorithmus entschadigt.

Zu Vergleichszwecken ist in der Tabelle auch die Laufzeit einer FFT-Routine
derselben Linge angegeben, wie man sie bei dquidistanter Daten verwenden
konnte. ,,FFT-Faktor” ist der entsprechend der Quotient aus der Laufzeit
der schnellen nichtdquidistanten Fourier-Transformation und dieser FFT-
Laufzeit. Diese Grofle wird iiblicherweise zur Bewertung der Effizient eines
nichtdquidistanten Fourier-Transformations-Algorithmus herangezogen. Je
kleiner sie ist, desto effizienter ist der Algorithmus. Sie entspricht den in
Abschnitt 2.8 ermittelten Faktoren N; bzw. im zweidimensionalen Ns.

Tabellen 2.2 und 2.3 zeigen dann das Verhalten bei Fourier-Transformationen
unterschiedlicher Lénge, einmal bei einfacher Genauigkeit und einmal bei
doppelter Genauigkeit. Man sieht, dafl sowohl der Approximations-Fehler, als
auch der FFT-Faktor nur leicht von der Lénge der Fourier-Transformation
abhéngt und im wesentlichen konstant bleiben. Der genaue Wert des Faktors
wird durch eine Reihe von Maschinen-Parametern, insbesondere der genauen
Speicherarchitektur des jeweiligen Rechners bestimmt. Weiterhin mufl man
beriicksichtigen, daf§ fiir die FF'T-Routinen eine kommerzielle Bibliothek mit
entsprechend optimierter Implementierung zum Einsatz kam.

Der Algorithmus ist bei nichtdquidistanten Daten etwas langsamer als bei
nichtdquidistanten Frequenzen, obwohl die Anzahl an Rechenoperationen
praktisch gleich ist. Dies liegt daran, daf§ der Interpolationsschritt in (2.53)
jeweils auf aufeinanderfolgende Speicherstellen zugreifen kann, was im Falle
nichtdquidistanter Eingangsdaten in (2.62) nicht moglich ist.

Tabellen 2.4 und 2.5 wiederholen diese Untersuchungen fiir den zweidimen-
sionalen Fall. Hierbei wurde eine Fourier-Transformation der Linge N x N
bei M = N? nichtiiquidistanten Stiitzstellen berechnet.

Hier wird der Geschwindigkeitsvorteil besonders drastisch deutlich: ei-
ne schnelle nichtdquidistante zweidimensionale Fourier-Transformation der
Lénge 1024 benotigt weniger als 40 Sekunden (bei doppelter Genauigkeit).
Direkte Berechnung hingegen erfordert rund vier Wochen.

In den Beispielen ist immer M = N bzw. im zweidimensionalen M = N?
gewahlt worden, N als Zweier-Potenz. Beides ist aber keinesfalls zwingend.
Die Anzahl der nichtdquidistanten Punkte M kann beliebig variiert werden,
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NE| N | K| p | Ey B, Eval | poktor | FFT | FFT

msecs msecs | Faktor
ner | 128 | 4| 1.5 | 6.81e-07 | 1.17e-06 0.113 64 || 0.050 2.2
ner | 256 | 4| 1.5 | 2.43e-06 | 1.73e-06 0.210 124 | 0.071 3.0
ner | 512 | 4| 1.5 || 1.34e-06 | 1.33e-06 0.425 251 || 0.129 3.3
ner | 1024 | 4 | 1.5 || 6.02¢-07 | 1.03e-06 0.838 504 || 0.272 3.1
ner | 2048 | 4 | 1.5 || 5.15e-07 | 8.73e-07 1.693 956 || 0.561 3.0
ner | 4096 | 4 | 1.5 || 3.49¢-07 | 8.12e-07 3.798 1822 || 1.278 3.0
ned | 128 | 4| 1.5 || 4.35e-07 | 8.04e-07 0.127 54 | 0.050 2.5
ned | 256 | 4| 1.5 | 4.20e-07 | 7.09e-07 0.241 108 | 0.071 3.4
ned | 512 | 4| 1.5 | 2.81e-07 | 6.31e-07 0.480 225 || 0.129 3.7
ned | 1024 | 4 | 1.5 || 1.92e-07 | 6.55e-07 0.953 440 || 0.273 3.5
ned | 2048 | 4 | 1.5 || 1.25e-07 | 6.61e-07 2.000 837 | 0.601 3.3
ned | 4096 | 4 | 1.5 || 4.45e-07 | 7.64e-07 4.222 1628 || 1.228 3.4

Tabelle 2.2: Eindimensionale nichtiquidistante Fouriertransforma-
tion bei einfacher Genauigkeit

die Lénge der FFT bleibt in diesem Falle gleich, die fiir den Resampling-
Schritt benttigten Rechenoperationen sind proportional zu M.

Fiir belicbiges N kann man eine geeignete FFT-Linge N wihlen. Dadurch
dndert sich der Oversampling-Faktor p = N/N, der die Genauigkeit des
Algorithmus beeinflult. Tabelle 2.6 zeigt die Genauigkeit fiir p = 1.5 und
p = 2. In der Praxis sollte man N als FFT-freundliche (d.h. bei den meisten
FFT-Algorithmen ein Produkt kleiner Primzahlen, z.B. 2% oder 3 - 2¥) Zahl
so wahlen, dafl in etwa

==

15<p=-—<2

gilt. Bei kleineren Werten von p nimmt die Genauigkeit weiter ab, groflere
Werte von p verlangsamen den Algorithmus unnétig.
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NE| N |K|p | Ey B Eval | poktor | FFT | FFT

msecs msecs | Faktor
ner 128 | 7] 1.5 | 4.50e-11 | 3.20e-11 0.152 47 || 0.051 3.0
ner | 256 | 7| 1.5 | 2.46e-11 | 2.36e-11 0.297 103 || 0.075 3.9
ner | 512 | 7| 1.5 || 7.78e-12 | 1.43e-11 0.564 211 || 0.161 3.5
ner | 1024 | 7 | 1.5 || 3.37e-12 | 1.34e-11 1.133 400 || 0.351 3.2
ner | 2048 | 7| 1.5 || 4.33e-12 | 1.17e-11 2.348 783 || 0.698 3.4
ner | 4096 | 7| 1.5 || 3.11e-12 | 1.28e-11 5.036 1445 | 1.402 3.6
ned | 128 | 7| 1.5 || 6.96e-12 | 1.15¢e-11 0.192 37 | 0.050 3.8
ned | 256 | 7| 1.5 | 6.14e-12 | 1.13e-11 0.383 79 1| 0.075 5.1
ned | 512 | 7| 1.5 | 3.85e-12 | 8.97e-12 0.746 159 | 0.161 4.6
ned | 1024 | 7 | 1.5 || 5.52e-12 | 1.05e-11 1.494 301 || 0.349 4.3
ned | 2048 | 7 | 1.5 || 4.13e-12 | 1.03e-11 3.098 600 || 0.693 4.5
ned | 4096 | 7 | 1.5 || 8.34e-12 | 1.27¢-11 6.493 1121 || 1.404 4.6

Tabelle 2.3: Eindimensionale nichtiquidistante Fourier—Transforma-
tion bei doppelter Genauigkeit

2.10 Vergleich mit anderen Algorithmen

Eine Ubersicht iiber schnelle nichtéiquidistante Fourier-Transformationen

findet sich in [38].

Dort werden unter anderem die folgenden Algorithmen zur schnellen
nichtaquidistanten Fourier—Transformation vorgestellt:

1. Die nichtaquidistante Fourier—Transformation von Dutt und Rokhlin
[8]. Dieser Algorithmus entspricht dem hier vorgestellten, wen man als
Gewichtsfunktion die Gauf3-Glockenkurve

o(x) = e

wahlt. Diese Gewichtsfunktion hat keinen kompakten Tréager. Daraus
entsteht ein zusétzlicher Fehler, der sich aus den Anteilen von ¢ aufler-
halb des Intervalls [—am, ar| der Fourier-Reihenentwicklung ergibt und
somit ungefihr proportional zum Funktionswert ¢(am) ist. Sinnvoller-
weise wihlt man den Parameter b daher so, dafl dieser Fehler von der
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NE| N | K| p | Ey B, Eval | poktor | FHT | FFT-

secs secs | Faktor
ner 64| 41| 1.5 | 3.45e-07 | 9.91e-07 0.029 1161 || 0.01 4.1
ner | 128 | 4| 1.5 | 3.29e-07 | 7.86e-07 || 0.125 4311 || 0.03 4.6
ner 256 | 4| 1.5 | 5.74e-07 | 3.17e-06 0.567 14751 || 0.11 5.1
ner 512 | 4| 1.5 | 5.05e-06 | 8.91e-06 2.947 50361 || 0.51 5.4
ner | 1024 | 4 | 1.5 || 1.69¢e-07 | 4.04e-06 || 13.663 | 173800 || 2.51 5.5
ned 64 | 4] 1.5 1.54e-07 | 1.36e-06 || 0.034 991 || 0.01 4.9
ned 128 | 4| 1.5 || 1.83e-07 | 2.14e-06 0.141 3822 || 0.03 5.4
ned | 256 | 4| 1.5 1.88e-07 | 3.85e-06 || 0.643 13008 || 0.11 5.7
ned | 512 | 4| 1.5 2.07e-07 | 7.45e-06 || 3.157 47011 || 0.51 6.2
ned | 1024 | 4 | 1.5 || 2.43e-07 | 8.21e-06 || 14.806 | 160383 || 2.51 5.9

Tabelle 2.4: Zweidimensionale nichtidquidistante Fouriertransforma-

tion

bei einfacher Genauigkeit

selben Groflenordnung ist wie der Fehler, der sich aus dem Abschneiden
der Fourierreihen-Approximation ergibt.

Dutt und Rokhlin beriicksichtigen bei Ihrer Herleitung nicht den
von uns in Abschnitt 2.2.4 beschriebenen Aliasing-Effekt, und gehen
somit von o« = 1 aus. Allerdings ermitteln sie den Parameter b
experimentell und geben bei einem Oversampling von p = 2 eine
Wahl von b = 0.6 fiir einfache und b = 1.56 fiir doppelte Genauigkeit
an. Nach ihrer eigenen Herleitung ist dies eine schlechte Wahl, da an
den Grenzen des Intervalls die Funktion ¢ mit exp(—0.67%) ~ 0.003
bzw. exp(—1.5672) =~ 0.2 - 107® noch einige Zehnerpotenzen von der
jeweiligen Maschinengenauigkeit von 10~7 bzw. 10716 entfernt ist. Diese
Werte gehen auch in die Fehlerabschétzung ein und liefern somit viel
zu pessimistische Ergebnisse.

Beriicksichtigt man aber die Erkenntnisse aus Abschnitt 2.2.4, so kann
man fiir p = 2 einen Wert von a = 1.5 zulassen. Die entsprechenden
Werte fiir ¢ an den Réndern des des Intervalls [—am, an] sind dann
exp(—0.6(am)?) ~ 1.6 - 107% bzw. exp(—1.56(ar)?) ~ 9 - 1071¢ was
erheblich besser zu einer Approximation pafit, die etwas unterhalb
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NE| N |K|p | Ey B Eval | poktor | FET | FFT-

sec sec | Faktor
ner 64| 7] 1.5 5.98e-12 | 1.54e-11 | 0.066 577 || 0.01 9.4
ner | 128 | 7| 1.5 | 4.52e-12 | 1.69e-11 || 0.293 2230 || 0.03 9.5
ner 256 | 7| 1.5 1.47e-11 | 2.35e-11 1.418 7068 || 0.14 10.4
ner 512 | 7| 1.5 | 7.92e-11 | 3.12¢-11 7.907 22262 || 0.76 10.4
ner | 1024 | 7| 1.5 | 4.50e-12 | 7.49¢e-12 || 34.332 84082 || 3.09 11.2
ned 64| 71|15 3.07e-12 | 1.43e-11 || 0.077 586 || 0.01 9.6
ned | 128 | 7| 1.5 | 1.46e-12 | 1.40e-11 0.324 1960 || 0.03 10.5
ned | 256 | 7| 1.5 9.62e-13 | 1.40e-11 1.533 6517 || 0.14 11.1
ned | 512 | 7| 1.5 6.85e-13 | 1.39e-11 | &8.512 20977 || 0.76 11.2
ned | 1024 | 7 | 1.5 || 2.94e-12 | 1.45e-11 || 36.539 77497 || 3.09 11.9

Tabelle 2.5: Zweidimensionale nichtiquidistante Fouriertransforma-
tion bei doppelter Genauigkeit

der Maschinengenauigkeit liegen soll. Die hier vorgestellte Theorie
liefert also den fehlenden Teil zur Beschreibung der Auswirkung des
Parameters b. Das Fehlen einer solchen Beschreibung war auch in dem
Ubersichtsartikel von Ware in [38] angemerkt worden.

Um dieselbe Genauigkeit wie der hier vorgestellte Algorithmus zu
erreichen, benotigt die von Dutt und Rokhlin getroffene Wahl, fiir ¢
eine Gaufi—Glockenkurve zu verwenden, eine Interpolations-Lénge von
K = 6 bei einfacher und K = 12 bei doppelter Genauigkeit und einem
Oversampling-Faktor von p = 2 — also jeweils die doppelte Léange des
hier vorgestellten Verfahrens.

e~ als Gewichtsfunktion zu verwenden ist eigentlich sehr naheliegend,

wenn man eine im Orts- und Frequenzraum konzentrierte Funktion
sucht. Daher erstaunt es ein wenig, dafl dies hier nicht die beste Wahl
ist. Allerdings sind unsere Anforderungen an das Verhalten der Funk-
tion im Orts- und im Frequenzraum nicht vollstéindig symmetrisch,
so dafl die Kaiser-Bessel Funktion bessere Ergebnisse erzielt. Sie hat
auBlerdem den Vorteil, dafl sich das numerische Verhalten ihrer Fou-
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Abbildung 2.6: Eindimensionale Fourier-Transformation bei einfacher und
doppelter Genauigkeit

riertransformierte ¢ p im Intervall [—K, K] stark von dem auBerhalb
dieses Intervalls unterscheidet und somit genau an eine Interpolation
der Lénge 2K angepaflt ist.

2. Die Methode von Beylkin verwendet B-Splines 3™ der Ordnung m
als Approximations-Koeffizienten. Diese haben einen kompakten Trager
der Breite m, so dal m = K /2 der Interpolations-Lange entspricht. Als

Gewichtsfunktion tritt 1/a(™)(§) mit

Z\ﬁ §+z|

auf.

Diese Wahl von Koeffizienten und Gewichtsfunktion erfordert bei einem
Oversampling-Faktor von p = 2 eine Interpolations-Lange K = 8 bei
einfacher und K = 13 bei doppelter Genauigkeit, verglichen mit K = 3
und K = 6 bei unserem Algorithmus.
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Abbildung 2.7: Zweidimensionale Fourier-Transformation bei einfacher und
doppelter Genauigkeit

Fiir die Beylkin-Methode existiert eine kommerzielle Implementierung
(www.fmah.com), die den ein- und zweidimensionalen Fall abdeckt.

3. Die Gridding-Methode von O‘Sullivan. O‘Sullivan verwendet als Ge-
wichtsfunktion die Kaiser-Bessel Funktion, die sich auch in unseren
Betrachtungen als beste Wahl herausgestellt hat. Allerdings verzichtet
er auf weitergehende mathematische Betrachtungen und eine detail-
lierte Fehleranalyse, da sein Ziel nicht die nichtdquidistante Fourier-
Transformation sondern die Inversion der Radon-Transformation in der
Computer-Tomographie ist.

4. Lokale Interpolation. Zusétzlich zu den hier detailliert vorgestellten
Verfahren existieren zahlreiche Methoden die auf einer Interpolation

der Funktion
N/2-1

f(l') _ Z fk€i27rikx/N

k=—N/2

in einer Umgebung der per FFT ermittelbaren dquidistanten Funkti-
onswerte bei z = 27j/pN aufbauen, um so die Funktionswerte der in
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der Néhe liegenden Punkte x = ¥ + s mit kleinem s zu erhalten. Fiir
eine ausfithrlichere Betrachtung dieser Verfahren sei wieder auf [3§]
verwiesen.

Das einfachste Beispiel fiir eine Interpolations-Methode ist die kubische
Spline-Interpolation, bei der ein interpolierender Spline durch die
dquidistanten Gitterpunkte gelegt wird. Dieses Verfahren wird in
zahlreichen Anwendungen verwendet, ist aber den speziell auf die
nichtdquidistante Fourier—Transformation zugeschnittenen Verfahren
deutlich unterlegen.

Die verschiedenen Interpolationsverfahren funktionieren immer dann
besonders gut wenn die nichtédquidistanten Stiitzstellen in unmittelba-
rer Nédhe der dquidistanten Punkte liegen oder wenn f(x) eine glatte
Funktion darstellt. Dann erreichen sie, zumindest im eindimensionalen
Fall, ann&hernd das Laufzeitverhalten des hier vorgestellten Algorith-
mus. Allerdings mufl man dann spezielle Annahmen iiber die Stiitz-
stellen oder den Eingangsvektor machen. Im mehrdimensionalen Fall
spielt zudem die durch K parametrisierte Lange der Interpolation eine
starkere Rolle als im eindimensionalen Fall, was einen Vorteil fiir die
hier vorgestellte Methode darstellt.

. Eine bemerkenswerte Variante der Interpolationsverfahren stellt das
zweite von Dutt und Rokhlin entwickelte Verfahren [9] zur schnellen
Fourier—Transformation bei nichtédquidistanten Daten dar. Hier wird ei-
ne explizite Resampling-Formel fiir den eindimensionalen Fall hergelei-
tet, die es ermoglicht, beliebig zwischen dquidistanten und nichtaquidi-
stanten Daten zu konvertieren. Direkte Auswertung dieser Resampling-
Formel erfordert O(N?) Rechenoperationen, allerdings kann man mit-
tels einer modifizierten schnellen Multipolentwicklung (FMM, fast mul-
tipole method [5]) die Formel schnell auswerten und somit zu einem
Algorithmus gelangen, der von der Effizienz her nicht ganz an die kon-
kurrierenden Verfahren heranreicht, aber dafiir einige andere Vorziige
hat:

So kann man auf diese Weise ohne zuséatzlichen Aufwand das inverse
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Problem l6sen, bei dem fiir
M-1
g =Y gje* fir k=—-N/2...N/2 -1
=0

zu gegebenem ¢ die Eingangsdaten ¢ gesucht sind. Anders als im
dquidistanten Fall ist die diskrete nichtdquidistante Fourier—Transfor-
mation ndmlich nicht mehr zwangsldufig unitdr, und die Kondition
kann bei ungiinstiger Verteilung der Stiitzstellen unerfreulich schlecht
werden.

Leider 148t sich diese Methode nicht ohne weiteres auf den mehrdimen-
sionalen Fall {ibertragen. Zum einen fallt es hier erheblich schwerer eine
direkte Formel fiir das Resampling anzugeben, zum anderen nimmt die
Komplexitat der Multipolentwicklung weiter zu, so da8 es selbst bei be-
kannter Resampling-Formel nicht leicht fallen diirfte, einen effizienten
Algorithmus zu erhalten.

2.11 Mogliche Erweiterungen

Bisher wurde nur der Fall der diskreten Fourier—Transformation bei kom-
plexwertigen Daten betrachtet. Das Verfahren 148t sich aber ohne weiteres
auch auf reelle Daten und auf Sinus- bzw. Cosinus-Transformationen anwen-
den. Bei Verwendung entsprechend angepafiten Routinen ergibt sich dann
in etwa eine Halbierung der Laufzeit. Im néchsten Kapitel {iber die schnelle
Radon-Inversion wird eine solche Fourier—Transformation reellwertiger Mef3-
werte auftreten. Die hierfiir notwendigen Anderungen stellen in erster Linie
ein Problem der Implementierung dar, fiir das grundsétzliche mathematische
Prinzip der Approximation von Fourier-Moden ergeben sich keine Anderun-
gen. Auch die Erweiterung auf mehr als zwei Dimensionen ergibt sich unmit-
telbar.
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NE| N | K| p | Ey B || P paktor | FFT | FFT

msec msec | Faktor
ner | 1024 | 2| 2.0 || 2.86e-04 | 4.45e-04 || 1.035 435.6 0.3 3.1
ner | 1024 | 3| 2.0 || 2.39e-06 | 4.89¢-06 || 1.112 410.9 0.3 3.3
ner | 1024 | 4| 2.0 || 2.54e-08 | 5.36e-08 || 1.204 370.4 0.3 3.6
ner | 1024 | 5| 2.0 || 2.07e-10 | 5.46e-10 || 1.228 377.9 0.3 3.7
ner | 1024 | 6| 2.0 || 4.99¢e-12 | 7.00e-12 || 1.367 335.7 0.3 4.0
ner | 1024 | 7 (2.0 | 6.42e-14 | 1.02e-13 || 1.416 321.4 0.3 4.0
ner | 1024 | 2| 1.5 || 5.54e-04 | 1.37e-03 || 0.828 546.9 0.3 2.4
ner | 1024 | 3| 1.5 | 3.27e-05 | 4.70e-05 || 0.902 486.8 0.3 2.6
ner | 1024 | 4| 1.5 || 6.01e-07 | 1.00e-06 || 0.982 462.4 0.3 2.8
ner | 1024 | 5| 1.5 || 1.04e-08 | 2.44e-08 || 0.993 457.0 0.3 2.8
ner | 1024 | 6 | 1.5 || 3.29¢-10 | 5.40e-10 || 1.112 403.7 0.3 3.2
ner | 1024 | 7| 1.5 3.37e-12 | 1.34e-11 || 1.136 411.8 0.3 3.4
ned | 1024 | 2| 2.0 || 6.32e-05 | 3.16e-04 || 1.138 | 1728.1 0.3 3.4
ned | 1024 | 3| 2.0 || 5.80e-07 | 3.58¢-06 || 1.250 | 1591.7 0.3 3.6
ned | 1024 | 4| 2.0 || 7.71e-09 | 4.17e-08 || 1.370 | 1437.7 0.3 4.1
ned | 1024 | 5| 2.0 || 1.09¢-10 | 4.85e-10 || 1.487 | 1329.1 0.3 4.4
ned | 1024 | 6| 2.0 || 1.77e-12 | 5.31e-12 || 1.600 | 1230.4 0.3 4.7
ned | 1024 | 7| 2.0 || 1.94e-14 | 7.06e-14 || 1.714 | 1146.7 0.3 5.1
ned | 1024 | 2| 1.5 || 2.13e-04 | 1.07e-03 || 0.929 | 2132.8 0.3 2.6
ned | 1024 | 3| 1.5 || 4.85e-06 | 2.31e-05 || 1.041 | 1903.2 0.3 2.9
ned | 1024 | 4 | 1.5 || 1.84e-07 | 5.77e-07 || 1.155 | 1717.2 0.3 3.2
ned | 1024 | 5| 1.5 || 4.78e-09 | 1.47e-08 | 1.267 | 1681.0 0.3 3.4
ned | 1024 | 6| 1.5 || 1.19¢-10 | 3.67e-10 || 1.388 | 1436.7 0.3 3.9
ned | 1024 | 7| 1.5 || 5.52e-12 | 1.05e-11 || 1.496 | 1313.9 0.3 4.1

Tabelle 2.6: Genauigkeit und Geschwindigkeit der eindimensionalen
nichtiquidistanten Fouriertransformation
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Kapitel 3

Schnelle
Fourier-Rekonstruktion

3.1 Einleitung, Problemstellung

In diesem Kapitel wollen wir die in Kapitel 2 entwickelten Verfahren
anwenden, um zu einem schnellen Algorithmus zur Invertierung der Radon-
Transformation zu gelangen.

Das Interesse an einer effizienten numerischen Invertierung riihrt daher,
da mit der Radon-Transformation der Mefvorgang in der Computer-
Tomographie (CT) modelliert werden kann.

Die Rekonstruktion eines Bildes aus den Mefldaten entspricht dann einer
Invertierung der Radon-Transformation.

Wir werden in diesem Kapitel nur diejenigen Aspekte der Computer-
Tomographie erwihnen, die zur Herleitung und Bewertung des Algorithmus
unbedingt notwendig sind. Fiir eine umfassende mathematische Darstellung
sei auf [21] verwiesen.

3.2 Physikalischer Hintergrund

Dieser Abschnitt gibt eine einfache, fiir unsere Zwecke aber vollstandig
ausreichende Beschreibung der physikalischen Hintergriinde der Computer-
Tomographie bzw. des von uns hierfiir verwendeten mathematischen Modells.
Abbildung 3.1 zeigt das grundlegende Prinzip. Von einer Rontgenquelle
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(Source) wird ein Rontgenstrahl ausgesendet, der das zu messende Objekt
durchquert und dabei teilweise absorbiert wird. Auf der anderen Seite wird
die Intensitdt des austretenden Rontgenstrahls mit einem Detektor gemessen.
Da Rontgenstrahlen sehr energiereich sind, durchqueren sie den Korper auf
einer geraden Bahn, Streueffekte konnen weitgehend vernachlassigt werden.
Die Intensitdt am Detektor ergibt sich dann aus

I:IOexp{—/Lf(x)dm},

wobei [ die Intensitét an der Quelle, L die (gerade) Bahn des Rontgenstrahls
und f(z) den Absorptionskoeffizienten des betreffenden Gewebes an der
Stelle = bezeichnet. Wir skalieren das Problem so, daf§ f(z) = 0 fiir |z| > 1
gilt.

Die Abbildung, die einer Funktion im IR? die Menge ihrer Linienintegrale
zuordnet, ist die Radon-Transformation:

Rf(s,p) =/

z-0=s

flx)de  mit 6= (COS 9”) (3.1)

s1ne

Der Funktionswert R f(s, ) beschreibt den Mefiwert eines Rontgenstrahls,
der das Objekt im Abstand s vom Ursprung und Winkel ¢ zur x-Achse
durchquert hat.

Die Rekonstruktion eines Bildes entspricht mathematisch also einer Inver-
sion der Radon-Transformation. Die Standard-Vorgehensweise zur numeri-
schen Invertierung der Radon-Transformation ist die gefilterte Riickprojek-
tion (FBP, filterted backprojection). Diese liefert eine hervorragende Re-
konstruktionsqualitét, allerdings auf Kosten eines Rechenaufwandes, der bei
O(N?) liegt.

Abbildung 3.6 zeigt den Datensatz einer mit einem Computertomographen
durchgefithrten Messung, d.h. eine Radon-Transformierte, und das daraus
rekonstruierte Bild. Jede Zeile der Radon-Transformierten, in der Medizin
als Sinogramm bezeichnet, entspricht den Messungen beziiglich eines Win-
kels. Die oberste Zeile entspricht den genau von oben einfallenden Strahlen,
wahrend die mittlere Zeile Messungen mit waagerecht von der Seite kom-
menden Strahlen entspricht.
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Abbildung 3.1: Schematische Darstellung der Computer-Tomographie

3.3 Fourier-Rekonstruktion

In diesem Text wird ein Rekonstruktionsansatz untersucht, der auf dem
Fourier-Slice-Theorem beruht. Dieses stellt einen Zusammenhang zwischen
der Radon- und der Fourier-Transformation her. Fiir f € S gilt

f(s.0) = 1) V*Rf(s,¢). (3.2)

Hierbei ist auf der linken Seite die zweidimensionale Fouriertransformation,
auf der rechten Seite hingegen die eindimensionale Fouriertransformation
nach dem ersten Parameter gemeint. Fiir einen Beweis des Satzes siehe z.B.
[21].

(3.2) wird oft auch als Projektionssatz bezeichnet: Die Fourier-Transformierte
der Messungen beziiglich eines Winkels liefert einen eindimensionalen Schnitt
durch die Fourier-Transformierte von f.

Dies liefert unmittelbar einen Ansatz zur Invertierung der Radon-
Transformation: man nimmt die Messungen beziiglich eines Winkels und
berechnet hierfiir die eindimensionale Fouriertransformation. Nachdem man
dies fiir alle Winkel ¢ gemacht hat, liefert eine zweidimensionale inverse
Fouriertransformation die urspriingliche Funktion f.
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In der Praxis wird Rf(s,¢) natiirlich nur an endlich vielen Punkten
(sj,¢r) gemessen. Die Verteilung dieser Mewerte bezeichnet man auch als
Mefigeometrie.

Wir nehmen zur Herleitung unseres Algorithmus die folgende naheliegende
Verteilung an. Es seien die Me3werte

gix = Rf(im/p, k/q)  firj=0,....p—1lund k=—q,...,q¢ (3.3)

gegeben, d.h. wir betrachten Messungen aus p Richtungen und pro Richtung
2q + 1 Messungen. Dies bezeichnet man auch als Parallel-Geometrie, eine
Anordnung die auch in den ersten kommerziell gebauten CT-Scannern zur
Anwendung kam.

Moderne Scanner verwenden hingegen die sogenannte Fan-Beam Geometrie.
Hierbei sendet die Quelle einen ficherformigen Strahl (fan) aus, der auf der
anderen Seite von mehreren nebeneinander liegenden Detektoren gleichzeitig
gemessen wird. Auf diese Weise kann der Mefivorgang beschleunigt werden,
was die Strahlenbelastung fiir den Patienten verringert. Die mathematischen
Unterschiede zur Parallelgeometrie sind relativ gering, wir werden sie kurz
in Abschnitt 3.6 behandeln.

Die Probleme bei auf (3.2) basierenden Rekonstruktionsmethoden entstehen
nun dadurch, dafi man die Fourier-Transformationen per FFT berechnen
will, um so zu einem effizienten Algorithmus zu gelangen. Fiihrt man die
eindimensionalen Fourier-Transformationen auf der rechten Seite von (3.2)
durch, so erhdlt man die Daten f (s,) auf einem Polargitter. Um die
zweidimensionale inverse FFT durchfiihren zu kénnen, benétigt man die
Daten jedoch auf einem cartesischen Gitter. Abbildung 3.2 verdeutlicht diese
Situation.

Dies scheint kein grofieres Problem zu sein. Durch einfache Interpolation kann
man natiirlich die Daten auf dem kartesischen Gitter aus denen auf dem
Polargitter gewinnen. Leider fithrt dies nicht zum Erfolg. Interpolationen im
Fourier-Raum erzeugen im rekonstruierten Bild deutlich sichtbare Artefakte,
Artefakte, die sich auch durch eine Erhohung der Interpolations-Ordnung
nicht beseitigen lassen.

Besonders bei Anwendungen im medizinischen Bereich sind diese Artefakte
nicht tolerabel. Man muf} also nach Methoden suchen, die Rekonstruktionen
hoher Qualitdt erzeugen, und dabei trotzdem effizienter als die gefilterte
Riickprojektion mit ihren O(N?3) Rechenoperationen sind.
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Abbildung 3.2: Polargitter und cartesisches Gitter

Im Laufe der Jahre sind zahlreiche Algorithmen vorgestellt worden, die sich
mit diesem ,,Interpolationsproblem” bei der Radon-Inversion mit Fourier-
Methoden beschéftigen [19, 24, 18, 33]. Besonders hervorzuheben ist hierbei
wiederum die von O‘Sullivan in [24] entwickelte Methode.

Diese beruht darauf, das Polargitter in Abbildung 3.2 als Stiitzstellengitter
einer nichtdquidistanten Fouriertransformation aufzufassen.

Diese kann mit den zweidimensionalen Algorithmen aus dem vorherigen
Kapitel effizient berechnet werden.

Unabhéngig von O‘Sullivan entwickelte Kaveh ein dhnliches Verfahren: die
,,unified fourier reconstruction (UFR)”. Hierbei [17, 18] wird als Gewichts-
funktionen eine GauB-Glockenkurve e " verwendet. Ubertragen auf den
Fall der nichtédquidistanten Fouriertransformation entspricht die Methode
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von Kaveh daher der Methode von Dutt und Rokhlin. Eine ausfiithrliche Be-
trachtung findet sich in [28], dort wird auch die Rekonstruktionsqualitét des
Verfahrens untersucht.

Die Gridding Methode liefert einen schnellen Algorithmus zur tomographi-
schen Rekonstruktion in O(N?log(N)) Rechenoperationen.

Unsere Vorgehensweise dhnelt dem Gridding-Algorithmus. Allerdings nutzt
sie zusétzlich die Erkenntnisse aus [19] aus, wo gezeigt wird, daB die
Probleme bei der Interpolation im Fourier-Raum primér durch Interpolation
in radialer Richtung entstehen, wihrend die Interpolation in Winkelrichtung
vergleichsweise unproblematisch ist.

Die zentrale Idee der in diesem Kapitel vorgestellten Methode zur schnellen
Fourier Rekonstruktion liegt nun darin, in Winkelrichtung lediglich linear
zu interpolieren und in radialer Richtung mit dem im vorigen Kapitel
entwickelten Verfahren zur nichtidquidistanten Fouriertransformation den
(nahezu) exakten Wert zu berechnen.

Auf diese Weise gelangt man zu einem Algorithmus, der die nichtdquidistante
Fouriertransformation nur fiir den eindimensionalen Teil benétigt, wihrend
fiir die zweidimensionale inverse Fouriertransformation eine Standard FFT-
Routine verwendet werden kann. Dies ergibt zum einen ein gegeniiber der
Gridding Methode nochmals deutlich verbessertes Laufzeitverhalten und zum
anderen kann man die eindimensionalen Berechnungen sehr gut parallel
ausfithren, falls man eine weitere Beschleunigung benétigt.

3.4 Schnelle Fourier-Rekonstruktion

Im folgenden bezeichne g(s,¢) = Rf(s,¢) die Radon-Transformierte und
g(r,p) die eindimensionale Fourier-Transformierte von g nach dem ersten
Parameter.

Die Berechnung von f aus g erfolgt in drei Schritten:

1. Eindimensionale nichtdquidistante Fourier-Transformationen zur Be-
rechnung von g.

2. Interpolation in Winkelrichtung auf das cartesische Gitter.

3. Filterung
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4. zweidimensionale inverse FFT.

Die Filterung im dritten Schritt wird einfach durch Multiplikation der
Funktion f mit einer geeigneten radialsymmetrischen Filterfunktion F(r)
realisiert, fir die F/(0) = 1 und F(|r| > 1) = 0 gilt. Eine Filterung bei der
Inversion der Radon-Transformation ist allgemein iiblich, fiir Details sei auf
[21] verwiesen. Fiir die Beschreibung unseres Algorithmus ist die Filterung
allerdings ohne Belang, wir nehmen daher F' einfach als fest vorgegebene
Funktion an.

Durch die Messungen gegeben sind die Werte

g = 9(im/p, k/q) fir j=0,...,p—1lund k= —q,...,q.

Wir wollen fiir die zweidimensionale inverse Fouriertransformation im dritten
Schritt eine Standard-FFT-Routine verwenden. Hierzu benétigen wir folglich
die Daten auf einem cartesischen Gitter.

Allerdings kann man die Anzahl der cartesischen Gitterpunkte, fiir die wir
eine Interpolation benétigen, durch einige elementare Uberlegungen vorab
etwas reduzieren.

Die durch Interpolation gesuchten Daten auf dem cartesischen Gitter entspre-
chen der Fourier-Transformierten von f. Da f reellwertig ist, gilt f(z,y) =
f (—=z,—y), wie man leicht der Definition der Fouriertransformation ent-
nimmt. Fiir den diskreten Fall liest sich das als

N/2—-1 N/2-1
£ 2mwijl/N 2mikm/N
fu = XX S i
I=—N/2m=—N/2
N/2—1 N/2-1

— Z Z flme—Qﬂ'ijl/N . g—2mikm/N

I=—N/2m=—N/2
- f—j,—ku

da fi,, = fim gilt. Dies bedeutet, dafl die Daten auf der oberen Halbebene
ausreichen, um f zu rekonstruieren. Es existieren FFT-Implementierungen,
die diese Symmetrie unterstiitzen und aus den komplexen Werten von f
auf der oberen Halbebene f berechnen. Daraus ergibt sich in etwa eine
Halbierung des Laufzeit- und Speicher-Verbrauchs der FFT Routine.
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Weiterhin werden durch die Filterung alle Werte von f(z) fiir |jz|| > 1
unterdriickt und miissen daher auch nicht berechnet werden.
Man bendtigt also die Funktionswerte f (1, x9) auf den Punkten des carte-
sischen Gitters z = (21, 22) € ~Z° mit ||z|| < 1 und z > 0.

Um die Werte an diesem Punkten durch Interpolation in Winkelrichtung zu
erhalten, benétigen wir die Daten auf den benachbarten beiden Strahlen;
Abbildung 3.3 verdeutlicht dies.

/l+1

g(r,(I+1)tm/p)

SH

g{rtip)

Abbildung 3.3: Interpolation eines Punktes auf dem cartesischen Gitter

Seien [, und (I, + 1) die zu x néchstgelegenen Strahlen. Wir benotigen dann
die Werte von g(r,l, - 7/p) und §(r, (I, + 1) - w/p). Die beiden bendstigten
Werte von ¢ lassen sich mit r = ||z|| wie folgt berechnen:

q .
ar il -m/p) = Y gxe™*
k=—q

q
g(r. (e +1)-7/p) = > gprpe™™.
k=—q

Dies bedeutet, dafl wir die Fourier-Transformation der dquidistant gesampel-
ten Funktion g(-,l,-7/p) bzw. g(-, (I.+1)-7/p) an einer beliebigen (nichtéqui-
distanten) Stiitzstelle r auswerten.

Fiihrt man diese Prozedur fiir alle benotigten Punkte des cartesischen Gitters
durch, so ergibt sich fiir jeden Strahl [ mit 0 < [ < p eine Menge von
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Auswertungspunkten {x}} ;\4:51. Diese Liste der Auswertungspunkte muf vorab
erstellt werden, damit wir im ersten Schritt die eindimensionalen Fourier-
Transformationen direkt an den entsprechenden Punkten mé auswerten
kénnen.

Kleinere Schwierigkeiten ergeben sich nur fiir den Fall, das es sich bei den
beiden néchstgelegenen Strahlen [, und [, + 1 um die Strahlen p — 1 und
p handelt. Die Messungen werden ja nur fiir [ = 0,...,p — 1 durchgefiihrt.
Allerdings liefert die Symmetrie der Radon-Transformation

,R,f(S,(,O + 7T) = Rf(_5790>

sofort, dafl die Messungen ¢(s, I7/p) fiir [ = 0 denen von g(—s, I7/p) fiir | = p
entsprechen, was geometrisch ja auch unmittelbar einsichtig ist. Wir kénnen
deshalb im folgenden annehmen, daf§ die Messungen fiir die Winkel [ - 7/p,
Il =0,...,p vorliegen und man somit fiir den Fall [, + 1 = p keine weiteren
Vorkehrungen treffen muf.

Insgesamt ergibt sich das in Abbildung 3.4 dargestellte Interpolationsschema.
Mit kleinen Kreisen sind diejenigen Punkte des cartesischen Gitters markiert,
auf denen wir die f benotigen, um eine zweidimensionale Standard-FFT—
Routine anwenden zu kénnen. Diese Punkte werden linear aus den Daten
auf den beiden benachbarten Strahlen interpoliert, und zwar aus den Werten
an den durch die ausgefiillten Punkte markierten Stellen.

3.5 Reskalierung

Die numerischen Untersuchungen werden zeigen, dafl insbesondere bei simu-
lierten Daten in bestimmten Féllen Aliasing-Effekte auftreten. Das bedeutet,
die Mefldaten sind nicht ausreichend bandbeschrankt und dadurch entstehen
im rekonstruieren Bild Artefakte, d.h. niederfrequente Fehler. Dies kann man
einfach dadurch umgehen, dal man das Rekonstruktionsgebiet kiinstlich ver-
grofert und auf diesem vergroflerten Gebiet rekonstruiert. Bezeichnet man
den Faktor, um den das Gebiet vergréfert wurde, mit m, so entspricht dies
der folgenden Vorgehensweise:

1. Gegen seien Mefidaten
gk =Rf(jm/p, k/q)  firj=0,....p—1und k= —q,...,q
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Abbildung 3.4: Interpolationsschema der schnellen Fourier-Rekonstruktion

Erzeuge daraus Mefidaten g, fiir ein vergrofertes Gebiet durch

_ ) g fir k=—q,...,q
Iik 0 fiir g < |k| < mk

fir j=0,...,p— 1.

2. Rekonstruiere f anhand von g;;, auf dem vergréBerten Gebiet mN x
mN.

3. Die Einschrinkung von f auf die in der Mitte gelegenen N x N Werte
ist die gesuchte Rekonstruktion f.
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Diese Vorgehensweise bewirkt, dafl im Frequenzraum mehr Frequenzen
beriicksichtigt werden und unterdriickt so bei geeigneter Wahl von m
(typischerweise 1.5 oder 2) die Aliasing-Effekte.

In der praktischen Anwendung ist diese Vorgehensweise vermutlich nicht
notwendig, da die Probleme sich nur aus der Simulation der Mefidaten
ergeben, wie die numerischen Experimente zeigen werden.

3.6 Rebinning

Moderne CT-Scanner liefern die Daten in der sogenannten Féacher-Geometrie
(fan beam geometry). Um unseren Algorithmus anwenden zu kénnen, benéti-
gen wir die Daten jedoch in der Parallelgeometrie. Dieser Abschnitt liefert
eine kurze Beschreibung der fiir diese Transformation notwendigen Schritte,
wir folgen hierbei wiederum der Darstellung in [21]:

Sei A = r(cos (3, sin 3) ein Punkt der Ebene (die Rontgenquelle) mit Abstand
r vom Ursprung. Bezeichnet man die Gerade, die durch A lduft und einen
Winkel o mit der Gerade 0A bildet mit L(3,«), so besteht zwischen den
Koordinaten (3, «) der Fachergeometrie und (r, ¢) der Parallelgeometrie der
folgende Zusammenhang:

s =rsina und p=0+a—"7/2,

also
a = arcsin(s/r) und (3 = ¢ —arcsin(s/r) + 7/2.

Wenn D(5, «) die MeBdaten beziiglich der Féchergeometrie bezeichnet, so
erhalten wir daraus die von uns benotigten Daten der Parallelgeometrie durch

gk = Rf(jm/p, k/q) = D (ym/p — arcsin(k/qr) + 7 /2, arcsin(k/qr)) (3.4)

fir j =0,...,p—1und £ = —¢q,...,q. Da in der Praxis natiirlich auch
D(3,«) nur fiir diskrete Werte D(;, a,,) gegeben ist, erfordert dies eine
entsprechende Interpolation. Fiir gerade p und «,,, = m - 7/p kommt man
allerdings fiir das erste Argument von D mit einer einfachen Umordnung aus
(vergleiche auch [16], Abschnitt 3.4.3). Die Interpolation im zweiten Argu-
ment ist unproblematisch, einfache lineare Interpolation liefert bereits zu-
friedenstellende Resultate. Berechnet man die entsprechenden Approximati-
onskoeffizienten vorab, so kann dieser iiblicherweise ,,Rebinning” genannte
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Abbildung 3.5: Parameter der Fan-Beam-Geometrie und der Parallel-
Geometrie

Interpolations- bzw. Umordnungsvorgang somit in 3pq Rechenoperationen
durchgefiihrt werden, was das Laufzeitverhalten des gesamten Rekonstrukti-
onsalgorithmus nur unmerklich verschlechtert.

Die Rekonstruktionen in Abbildung 3.12 sind aus Mefldaten entstanden, die
zuvor auf diese Weise bearbeitet wurden. Gegeniiber einer gefilterten Riick-
projektion, die direkt auf Fan-Beam Daten aufbaut war kein Unterschied
in der Rekonstruktion festzustellen. Das Rebinning stellt also kein grofleres
Problem dar, wir werden deshalb im folgenden von Parallelgeometrie-Daten
ausgehen.
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3.7 Detaillierte Beschreibung der Algorith-
men

Der Algorithmus zur schnellen Fourier-Rekonstruktion besteht aus zwei
Stufen. Zuerst die nur von der Geometrie abhéngigen Vorberechnungen:

Vorberechnungen:

Vorgegeben seien die Parameter p fiir die Anzahl der Richtungen, ¢ fiir
2q + 1 Messungen pro Richtung, N fiir eine Rekonstruktionsgréfie N x N
und eine geeignete Filterfunktion F' mit F'(0) = 1 und F(1) = 0.

1. Fiir jeden Punkt x = (z1,22) des cartesischen Gitters L7Z* mit
xy > 0und r = |[z|| < 1

(a) Finde die beiden zu x néchstgelegenen Strahlen [, und (I, + 1)
bzw denjenigen Strahl [, der direkt durch x lduft.

(b) Fiige 7 - ||z|| zur Liste {a%} bzw. {z!s*1} der Auswertungs-
punkte fiir die betreffenden Strahlen hinzu.

(c) Berechne die Koeffizienten a, und b, fiir die lineare Interpola-
tion geméaf:
az = F(r) ¢ —lw/pl - p/7

by = F(r) - ¢ = (lo + 1) /p| - p/m.

Hierbei ist ¢ = arctan(zy/z1).

2. Vorberechnung der Daten fiir die nichtdquidistanten Fourier-
Transformationen. Initialisiere fiir jeden Strahl [ = 0,...,p die Ko-
effizienten zur schnellen Berechnung von

q
~ ikl
g1 = Z grie
k=—q

gemif den Vorgaben aus Abschnitt 2.7.1. Dazu ist jeweils ein
Stiitzstellenvektor p! und eine Koeffizientenmatrix ¢! zu erzeugen.
Der Gewichtsvektor w ist fiir alle Strahlen [ identisch und mufl nur

einmal angelegt werden.
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Fiir den eigentlichen Algorithmus sind dann nur noch die folgenden Schritte
durchzufiihren:

schnelle Fourier-Rekonstruktion

1. eindimensionale nichtédquidistante Fouriertransformationen
fiir jeden Strahl [ = 0, . .., p: berechne die eindimensionale nichtaqui-
distante Fouriertransformation

fir j =1,..., M; mit der Methode aus Kapitel 2.

2. lineare Interpolation vom Polargitter auf das Cartesische
Gitter
fiir jeden Punkt des cartesischen Gitters x = (x1,x2) € %ZQ mit

||z]] <1 und 5 > 0: Berechne f(z) durch lineare Interpolation:

f(x) = azgi, j1 + bedi,+1,52

jLund 52 sind die Indizes der zugehorigen nichtéquidistanten Stiitz-
stellen. Die Werte von ¢ entsprechen ¢(rm,l,7/p) und §(rm, (I, +

L /p).

3. inverse FFT
Fiihre eine inverse Fourier-Transformation anhand der Funktions-
werte f(z,y) fiir y > 0 durch. Das Ergebnis ist eine reellwertige
Funktion f, das rekonstruierte Bild.

3.8 Betrachtung des Rechenaufwandes

Wir wollen in diesem Kapitel eine ungefihre Abschétzung des Rechenauf-
wandes angeben.

Alle nur von der Geometrie und dem verwendeten Filter abhéngigen Daten
seien vorberechnet. Aulerdem nehmen wir der Einfachheit halber an, daf3
wir statt 2¢ + 1 nur 2¢ Messungen pro Richtung durchfithren und somit 2pq
Eingangsdaten gegeben sind.
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Zuerst werden die p eindimensionalen nichtdquidistanten Fourier—Transfor-
mationen geméfl der im vorherigen Kapitel, insbesondere in Abschnitt 2.7.1
vorgestellten Methode berechnet. Diese gliedert sich in drei Teile: Als erstes
werden die (reellwertigen) Eingangsdaten skaliert, was p-2q Rechenoperatio-
nen erfordert.

Danach ist fiir jede Richtung eine eindimensionale FFT erforderlich. Die Ein-
gangsdaten der FF'T sind reell, was zu einem in etwa halbierten Rechenauf-
wand gegeniiber der komplexen FFT fithrt. Wir nehmen eine eindimensionale
FFT der Lénge n daher mit 2.5n log n Rechenoperationen an. Wir benétigen
p FFTs, jeweils der Lénge 4¢g, wenn wir fiir den nichtéquidistanten Algorith-
mus ein Oversampling von 2 annehmen. Somit ergibt sich ein Aufwand von
10pqlog(4q) Rechenoperationen.

Fiir jeden Auswertungspunkt ist anschlieend ein eindimensionaler Gridding-
Schritt der Lange K durchzufiihren. Pro cartesischem Gitterpunkt sind das
2-8K Rechenoperationen: 8 X' Rechenoperationen ergeben sich laut (2.66) in
Kapitel 2 pro Auswertung an einer nichtdquidistanten Stiitzstelle, und pro
cartesischem Punkt interpolieren wir linear aus zwei Werten g. Diese lineare
Interpolation ist von der Form:

fik = ajrg1 + bjrgo,

wobei g; und g, die entsprechenden Werte von ¢ sind und a und b die Ko-
effizienten der linearen Interpolation darstellen. Diese werden vorberechnet.
Man kann in sie auch die Filterwerte integrieren, so dafl die Filterung keine
weiteren Rechenoperationen benotigt. a und b sind reellwertig, wahrend ¢,
und g, komplex sind, daher benétigt diese Interpolation 6 Rechenoperationen
(flops).

Wollen wir auf f einem N x N Gitter rekonstruieren, benotigen wir die
Werte von f auf den Gitterpunkten in einem Halbkreis. Dies entspricht in
etwa mN?/8 Punkten. Somit ergibt sich fiir die Interpolations in Winkel- und
und das Resampling in radialer Richtung ein Aufwand von zusammen etwa

TIN?

(6 + 16K)
Rechenoperationen. Die abschliefende zweidimensionale FFT rekonstruiert
eine reellwertige Funktion, weshalb sie nur rund den halben Rechenaufwand

einer komplexen FFT benotigt. Wir nehmen sie deshalb mit 5N%log,(N) an.
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Der gesamte Rechenaufwand lautet somit:
flopsprr(p, ¢, N) & 2pq + 10pglogy(4q) + TN?(6 + 16K) /8 + 5N* log,(N)

FFR steht hierbei fiir fast fourier reconstruction. Um diese Formel weiter zu
vereinfachen, kann man fiir p und ¢ typische Werte annehmen. Mathemati-
sche Betrachtungen der erreichbaren Auflosung (z.B. in [21]) legen es nahe,
zur Rekonstruktion eines Bildes der Grofle N x N die Parameter p und ¢
durch

q=N/2 und p=mq=mN/2

festzulegen. In der Praxis begniigt man sich aus technischen Griinden haufig
mit einer kleineren Anzahl p von Richtungen; wir setzen p = 3¢ = 3N/2 an,
um eine einfachere Formel zu erhalten. Auflerdem wéhlen wir K = 3, was
eine eindimensionale nichtédquidistante Fouriertransformation im Rahmen der
einfachen Maschinengenauigkeit ergibt und somit fiir unsere Zwecke mehr als
ausreichend ist.

Mit 7(6 + 16 K)/8 ~ 22 berechnet sich der Rechenaufwand dann zu:

flopsprr(N) =~ 3N?/2+ 15N?logy(2N)/2 + 22N? + 5N?log, N
3N?/2 4+ 15N%log,(2)/2 + N*logy N (15/2 + 5) + 22N?
31IN? +12.5N%log, N (3.5)

Q

Dies kann man mit der Anzahl der mindestens fiir eine Radon-Inversion
benotigten Rechenoperationen vergleichen. Diese ergibt sich bei direkter
Anwendung des Fourier-Slice-Theorems, d.h. man fiihrt fiir jede Richtung
eine FF'T der Lange 2¢q durch und berechnet dann ohne weitere Interpolation
eine zweidimensionale inverse FFT der Linge N x N. Der Rechenaufwand
hierfiir betrdgt dann

flops,,;, (N) = p(5 - 2qlog,(2q) + 5N?log(N) = 12.5N?log(N)

Man sieht, dafl unser Algorithmus zur schnellen Fourier-Rekonstruktion nicht
wesentlich iiber dieser minimal benétigten Anzahl Rechenoperationen liegt,
insbesondere ist der mit N?log(NN) wachsende Anteil identisch.

Der Algorithmus zur schnellen Fourier-Rekonstruktion bewegt sich damit in
der GroBlenordnung zweidimensionaler FFTs. Wir werden bei den numeri-
schen Experimenten sehen, daf dies ein ein grofler Fortschritt gegeniiber der
gefilterten Riickprojektion mit O(N?3) Rechenoperationen ist.
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Tabelle 3.1 zeigt die Verteilung des Rechenaufwandes auf die einzelnen Schrit-
te exemplarisch fiir N = 256. Neben dem prozentualen Anteil an Rechen-
operationen, sind auch die bei tatsédchlichen Laufzeitmessungen ermittelten
Verhiltnisse eingetragen.

Man erkennt, dafl der Interpolationsschritt auf das zweidimensionale Gitter
in der Praxis etwas lidnger dauert, als es die Anzahl an Rechenoperationen
vermuten liele; dies liegt daran das hierbei auf sténdig wechselnde Speicher-
bereiche zugegriffen wird.

Mehr als drei Viertel der Rechenoperationen entfallen auf FFT-Routinen,
das Laufzeitverhalten wird also primér durch die Geschwindigkeit der FF'T
bestimmt. Die restliche Laufzeit entfallt grofitenteils auf das eindimensionale
Resampling. Hierbei handelt es sich um eine vergleichsweise einfache Routine,
die man zudem gut parallel ausfithren kann, da die Daten fiir jede Richtung
@ =1 - m/p getrennt betrachtet werden.

Dies ist auch ein Vorteil gegeniiber der Gridding-Methode von O‘Sullivan.
Der dazu nétige zweidimensionale Resampling- bzw. Gridding-Schritt ist zum
einen deutlich rechen-aufwendiger als das von uns bevorzugte eindimensio-
nale Verfahren, zum anderen 1483t sich dieser Schritt auch nicht so gut paral-
lelisieren oder mit Hardware-Bauteilen durchfiihren.

’ Abschnitt H ~ flops \ flops \ Laufzeit ‘
Skalieren der Eingangsdaten 2pq 1% 3%
p eindimensionale FFTs 10pq log, 4q 50% 50%
eindimensionales Resampling 21K N2 15% 12%
Interpolation polar nach cartesisch || 3w N?2/4 2% 11%
zweidimensionale inverse FF'T 5N?log, N 32% 24%
Gesamt O(N?log, N) | 100% 100%

Tabelle 3.1: Verteilung des Rechenaufwandes (N = 256, p = 400, ¢ = 128)

3.9 Implementierung und Laufzeitverhalten

Fiir die numerischen Untersuchungen wurde der Algorithmus in C imple-
mentiert und wiederum auf einer 300MHz Sun UltraSPARC-II getestet. Die
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Compilierung erfolgte auch hier mit dem Sun C-Compiler und der Option ,,-
fast”, d.h. voller Optimierung. Als FF'T-Routine wurde die FFTW-Bibliothek
verwendet, da diese spezielle Routinen fiir Fourier-Transformationen reeller
Daten bereitstellt. Die FFTW-Bibliothek ist iiber Netlib (www.netlib.org)
frei verfiigbar.

Die Implementierung berechnet sdmtliche Daten, die nur von der Geometrie
abhéngen, im voraus. Die dazu bendétigte Zeit wurde bei den Laufzeitmes-
sungen natiirlich nicht beriicksichtigt.

Um die Laufzeit mit der gefilterten Riickprojektion zu vergleichen, wurde eine
Standard-Routine zur gefilterten Riickprojektion verwendet. Effiziente Imple-
mentierungen der gefilterten Riickprojektion verwenden fiir den Filterungs-
Schritt FF'T-Methoden. Unsere Riickprojektions-Implementierung tut dies
nicht. Deshalb wurden bei den Laufzeitmessungen nur die Anteile fiir die
reine Riickprojektion gemessen. Eine vollstindige gefilterte Riickprojektion
benotigt also langer als in der Tabelle mit den Laufzeitmessungen angegeben.
Die Riickprojektions-Routine wurde effizient implementiert und natiirlich
mit dem selben Compiler, identischen Compileroptionen und auf dem selben
Rechner bearbeitet.

Damit ergibt sich das in Tabelle 3.2 angegebene Laufzeitverhalten. Die
einzelnen Spalten haben die folgenden Bedeutungen: p und ¢ bezeichnen
wie iiblich die Anzahl der Richtungen bzw. die Messungen je Richtung
(29+1 Messungen pro Richtung). N x N ist die Grofle des Gitters, auf
dem rekonstruiert wird. ,,Size” bezeichnet den Reskalierungs—Faktor aus
Abschnitt 3.5. Bei einer Reskalierung mit dem Faktor 2 wurde also tatséchlich
ein Bild mit einem um den Faktor 2 vergroflerten ¢ und N rekonstruiert.
BP bezeichnet die Zeit, die eine reine Riickprojektion (ohne Filterung)
benotigt. FFR bezeichnet die Zeit fiir eine schnelle Fourier-Rekonstruktion
(Fast Fourier Reconstruction) mit unserem Algorithmus, % FFT gibt an,
wieviele Anteile davon auf FFT-Routinen entfallen. FFT ist die nur zu
Vergleichszwecken angegebene Zeit fiir eine zweidimensionale komplexe FFT
der Lénge N x N. Alle Zeitangaben sind in Millisekunden.

Das wesentliche Ergebnis findet sich in der Spalte Faktor BP/FFR. Diese
Spalte gibt an, wieviel mal schneller der Algorithmus gegeniiber der Riick-
projektion und damit gegeniiber der gefilterten Riickprojektion ist. Der Un-
terschied in der Komplexitit zwischen O(N?log N) und O(N?3) macht sich
wie man sieht deutlich bemerkbar.

Der FFR-Algorithmus benotigt bei einem Rekonstruktionsgebiet der Grofie
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256 x 256 und p = 400 fiir die Rekonstruktion 60ms, ermoglicht also
16 Rekonstruktionen pro Sekunde. Die gefilterte Riickprojektion hingegen
benotigt fiir eine einzige Rekonstruktion bereits iiber 5 Sekunden.

pl q| N|[Size|] BP]| FFR| FFT | %FFT || Faktor

FB/FFR
200 | 64128 1] 652 121 1] 5% 54
200 | 128 | 256 | 1| 2665 | 444 | 19| 45% 61
400 | 128 [ 256 | 1| 5260 | 57.6| 184 | 52% 92
180 | 256 | 512 | 1| 9627 | 205.6 | 144.8 |  44% A7
400 | 256 | 512 | 1 21235 | 225.6 | 1288 |  50% 04
800 | 256 | 512 | 1 43094 | 287.2 | 127.8 |  55% 150
200 | 64128 | 1.5 652 27.4 i 5% 24
200 | 64128 2| 652 449| 39| 45% 15
400 | 128 [ 256 | 1.5 | 5280 | 154.8 | 184 |  58% 34
400 | 128 | 256 | 2| 5247 |221.8| 182 | 50% 24
800 | 256 | 512 | 1.5 43093 | 679.2 | 121.2 |  60% 63
800 | 256 | 512 | 2| 420913 | 1133 | 1254 |  59% 38

Tabelle 3.2: Laufzeitverhalten fiir den FFR-Algorithmus

3.10 Genauigkeit und Vergleich mit der ge-
filterten Riickprojektion

Was die Geschwindigkeit angeht {ibertrumpft der Algorithmus die gefilterte
Riickprojektion also um mehr als nur eine Gréflenordnung.

Der kritische Punkt bei auf Fourier-Methoden aufbauenden Algorithmen ist
allerdings immer die Rekonstruktionsqualitét.

Um diese zu iiberpriifen und mit der gefilterten Riickprojektion zu verglei-
chen, wurden verschiedene Phantome erstellt. Dann wurde die zugehorige
Radon-Transformierte ermittelt, um den Meflvorgang zu simulieren.

Als erstes wurde das in der Computer-Tomographie héufig verwendete Shepp-
Logan-Phantom bemiiht. Dies besteht aus 11 einander iiberlagernden Ellip-
sen, die entsprechenden Daten sind in Tabelle 3.3 aufgelistet. Die Absorpti-
onskoeffizienten sind in sogenannten Hounsfield-Einheiten angegeben, einer
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in der Computer-Tomographie gebréuchlichen Skalierung.
Um etwas realistischere MefSwerte zu erhalten, wurden die Meflwerte nicht
einfach geméf (3.3) berechnet, sondern durch die folgende Formel gemittelt:

S ZQO,EQOW G+UN)Ja, (k4 m/N)rjg)  (3.6)

Die Funktionswerte von Rf wurden hierbei analytisch aus der Superposition
der in Tabelle 3.3 angegebenen Ellipsen berechnet.

Somit setzt sich ein Meflwert aus vielen leicht versetzen Strahlen zusam-
men, was der Realitdat besser entspricht. Verzichtet man auf diese Mittelung,
entstehen in der Rekonstruktion Aliasing-Artefakte aufgrund nicht ausrei-
chender Bandbeschranktheit, die in realen Messungen nicht auftreten.

Bei der Rekonstruktion wurde fiir die gefilterte Riickprojektion ein Shepp-
Logan-Filter und fiir die Fourier-Rekonstruktion ein sinc® Filter gewhlt.
Die unterschiedliche Filter-Wahl begriindet sich dadurch, das bei der ge-
filterten Riickprojektion wéihrend der Riickprojektion interpoliert wird. Die
Auswirkungen dieser Interpolation lassen sich durch einen zusétzlichen sinc?-
Filter bei der Fourier-Inversion beschreiben, so dafl man fiir die Fourier-
Rekonstruktion insgesamt einen sinc® Filter erhélt. Dies entspricht auch der
Wahl der Filter in [27].

Abbildung 3.7 zeigt das durch dieses Phantom beschriebene Bild und zwei
Rekonstruktionen: einmal mittels gefilterter Riickprojektion und einmal mit-
tels schneller Fourier-Rekonstruktion. Wie man sieht liefern beide Algorith-
men eine sehr gute Rekonstruktionsqualitdt. Wie die Querschnitte zeigen,
liegen die Fehler im Bereich von unter einer halben Hounsfield-Einheit. Dies
entspricht weniger als einem halben Promille des Wertebereichs von f.

Fir die FFR-Rekonstruktion wurde fiir diese Rekonstruktion ein
Reskalierungs-Faktor von 1.5 gewéhlt. Die néchste Abbildung zeigt, wieso
diese Reskalierung notwendig ist.

Das linke Bild in Abbildung 3.8 zeigt eine Rekonstruktion ohne Reskalierung.
Obwohl die Artefakte nur eine halbe Hounsfield-Einheit ausmachen, sind
sie schwach als regelméfliges Muster zu erkennen. Diese Artefakte entstehen
allerdings keineswegs als Interpolationsfehler. Rekonstruiert man das Bild mit
vollsténdiger Sinc-Interpolation (z.B. mit der von Stark in [31] entwickelten
Formel) in O(N*) Rechenoperationen, so erhilt man dieselben Artefakte und
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’ Mittelpunkt \ Achse 1 \ Achse 2 \ Rotation H Absorption ‘

0.00 0.00 0.94 0.71 1.5708 980
0.00 0.00 0.92 0.69 1.5708 1000
0.00 | -0.0184 0.874 | 0.6624 1.5708 -980
0.22 0.00 0.31 0.11 1.2566 -20
-0.22 0.00 0.41 0.16 1.885 -20
0.00 0.35 0.25 0.21 1.5708 10
0.00 0.01 0.046 0.046 0 10
0.00 -0.01 0.046 0.046 0 10
-0.08 | -0.605 0.046 0.023 0 10
0.00 0.605 0.023 0.023 0 10
0.06 | -0.605 0.046 0.023 1.5708 10

Tabelle 3.3: Parameter fiir das Shepp-Logan Phantom

denselben Rekonstruktionsfehler. Es handelt sich hierbei also um ein echtes
Aliasing: die hoheren Frequenzen erzeugen einen niederfrequenten Fehler.
In diesem Falle hilft allerdings wie bereits erwdhnt die in Abschnitt 3.5
beschriebene Reskalierung.

Man erweitert die Anzahl der Messungen pro Winkel (den Parameter q)
und fiillt die zusétzlichen Werte durch Nullen auf. Dann rekonstruiert man
das somit vergroflerte Rekonstruktionsgebiet und wihlt anschlieBend den
Ausschnitt, der das urspriingliche Rekonstruktionsgebiet enthélt. Dies fiihrt
zwar zu einer Verschlechterung des Laufzeitverhaltens, ungefahr um den
Faktor 2 bei 1.5facher Reskalierung und um den Faktor 4 bei 2facher
Reskalierung, beseitigt die Artefakte aber zuverlissig, wie Abbildung 3.8
zeigt.

Allerdings ist fraglich, ob dies bei realen Messungen iiberhaupt notwendig ist.
Die Artefakte rithren ndmlich daher, dafl das Phantom in Winkelrichtung eine
zu grofle Bandbreite besitzt, bedingt durch die groffle Flankensteilheit beim
Ubergang zwischen ,,Luft” und ,,Schidelknochen”. In Abbildung 3.9 wurde
das Shepp-Logan-Phantom deshalb nochmals rekonstruiert, diesmal mit
einem Kreis statt einer Ellipse als Schiadelform. Die Querschnitte belegen, dafl
die schnelle Fourier-Rekonstruktion in diesem Falle auch ohne Reskalierung
Ergebnisse liefert, die die Qualitdt der gefilterten Riickprojektion erreichen
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oder sogar iibertreffen.

Interessanterweise lieflen sich die Aliasing-Effekte weder durch eine Erh6hung
der Anzahl von Richtungen p noch durch eine irgendwie geartete Filterung
der Eingangsdaten entfernen; nur der Reskalierung gelingt dies.

Bild 3.10 zeigt ein anderes Phantom. Die darin enthaltenen Rechtecke er-
zeugen gerade Kanten mit hartem Kontrast. Diese bewirken bei der Rekon-
struktion mittels gefilterter Riickprojektion Streifen-Artefakte als Verldnge-
rung der Kanten. Die Artefakte sind im Ausdruck moglicherweise nicht zu
erkennen, zeigen sich aber im unteren Querschnitt. Erfreulicherweise treten
diese Artefakte beim FFR-Algorithmus nicht auf.

Zusétzlich kann man an diesem Phantom die erreichte Auflosung untersu-
chen, da die Rechtecke eine unterschiedliche Breite haben. Der mittlere Quer-
schnitt zeigt, welche dieser Rechtecke noch mit dem vollen Kontrast wiederge-
geben werden. Hierbei ergeben sich Vorteile fiir die gefilterte Riickprojektion.
Allerdings liegt der Grund hierfiir in der unterschiedliche Wirkung der Fil-
ter bei Riickprojektion bzw. Fourier-Rekonstruktion. Bei anderer Filter-Wahl
(z.B. cos-Filter) ergab sich ein teilweise umgekehrtes Verhalten. Im Sinne der
Abtasttheorie konnen Details, die grofier als die Breite des vierten Rechtecks
sind, vollstandig rekonstruiert werden. Dies gelingt beiden Algorithmen.

Das Phantom in Abbildung 3.11 zeigt einen weiteren Problemfall, ein
Objekt mit groflem Kontrast am Rande des Rekonstruktionsgebietes. Das
rot dargestellte Gewebe liegt bei 1000 Hounsfield Einheiten, der weifle Ring
und der schwarze Punkt bei 0 bzw. 2000. Die mittlere Reihe zeigt dieselben
Rekonstruktionen nochmals, diesmal aber mit einem anderen Farbkeil, um
auch im Ausdruck die Struktur der entstehenden Artefakte deutlich zu
machen.

Der Punkt mit dem hohen Kontrast erzeugt bei der gefilterten Riickprojek-
tion kreisformige Artefakte. Die Fourier-Rekonstruktion ist bei Verwendung
der Reskalierung um den Faktor 2 nahezu Artefakt-frei.

Abbildung 3.12 zeigt schlieBlich die Rekonstruktion eines realen Datensatzes.
Gefilterte Riickprojektion und schnelle Fourier-Rekonstruktion liefern hier
praktisch gleiche Ergebnisse. Die Unterschiede entstehen hauptséchlich durch
die Filterwirkung der Interpolation bei Anwendung der gefilterten Riickpro-
jektion.
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3.11 Mogliche Erweiterungen

In diesem Kapitel wurde ein Algorithmus zur schnellen numerischen Inver-
sion der Radon-Transformation entwickelt, der dem derzeitigen Standard-
Verfahren (der gefilterten Riickprojektion) sowohl in Fragen der Rekonstruk-
tionsqualitdt als auch der Geschwindigkeit {iberlegen ist.

Die Unterschiede in der Komplexitit von O(N?log N) bei der schnellen
Fourier Rekonstruktion gegeniiber O(N?) bei der gefilterten Riickprojektion
ermoglichen bereits bei moderaten Rekonstruktionsgrofien Beschleunigungs-
faktoren grofler als 30.

Zu noch groflerer Bedeutung gelangt dieser Geschwindigkeitsvorteil bei der
Erweiterung auf den dreidimensionalen Fall. Hierbei wird die (dreidimensio-
nale) Rontgen-Transformation gemessen. Die Rontgen-Transformation ord-
net einer Funktion die Menge ihrer Linienintegrale zu, was im zweidimen-
sionalen daher bis auf Fragen der Notation mit der Radon-Transformation
iibereinstimmt. Zur Inversion der dreidimensionalen Réntgen-Transformation
kann man die Formel von Grangeat [12] anwenden. Diese Formel transfor-
miert das Problem im Wesentlichen auf die Inversion der Ableitung einer drei-
dimensionalen Radon-Transformation. Fiir die Radon-Transformation gilt
aber auch im dreidimensionalen das Fourier-Slice Theorem: die eindimen-
sionale Fouriertransformation der Messungen beziiglich einer Richtung lie-
fert einen Schnitt durch die jetzt dreidimensionale Fourier-Transformierte
von f. Unser Algorithmus zur schnellen Fourier-Rekonstruktion 148t sich
somit direkt auf den dreidimensionalen Fall erweitern. In [26] wurde die
Gridding-Methode bereits auf diese Weise fiir die Inversion der Rontgen-
Transformation verwendet.
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Abbildung 3.6: Radon-Transformation mit Rekonstruktion
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s - ~ -| -
[ [original i [ [gefilterte Riickprojektion] | ﬂsohnelle Fourier-Rekonstruktion | i
| [} . |

b

A " PL:;—J
I 1999

Parameter p = 400, ¢ = 128, 256 x 256-Rekonstruktion
Links:  Original
Mitte:  gefilterte Riickprojektion mit Shepp-Logan Filter
Rechts: schnelle Fourier-Rekonstruktion mit sinc® Filter,
1.5fache Reskalierung

Abbildung 3.7: Original, gefilterte Riickprojektion und schnelle Fourier
Rekonstruktion 93
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f|FFR ohne leskalierungfi

|JFFI bei 1,5facher leskalierungfi

[WFFR bei 2facher Reskalicrung|1
L - |

980

e e

PLE Y

4999 |

’ Parameter p = 400, ¢ = 128, 256 x 256-Rekonstruktion ‘

Abbildung 3.8: Auswirkung der Reskalierung
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ﬂgeriltoru Riickpro jektion ]_i ﬁsolnello Fourier-Rekonstruktion |_i
i | J |

I 1999

Parameter p = 400, ¢ = 128, 256 x 256-Rekonstruktion
Links:  Original
Mitte:  gefilterte Riickprojektion mit Shepp-Logan Filter
Rechts: schelle Fourier-Rekonstruktion mit sinc® Filter

Abbildung 3.9: Rekonstruktion mit kreisférmigen Rand
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ﬁg-ruurt- Riickpro_jektion HJ |I FFR J ﬂFFR bei 1.5facher Reskalierung HJ
J

Abbildung 3.10: Phantom mit Rechtecken
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[[Fer | ['? ! { [FFR bei 2racher Reskalicrung |

_F95"

Parameter p = 400, ¢ = 128, 256 x 256-Rekonstruktion
Links:  gefilterte Riickprojektion

Mitte:  schnelle Fourier-Rekonstruktion

Rechts: FFR mit 2facher Reskalierung

Abbildung 3.11: Rekonstruktion mit kontrastreichem Punkt am oberen Rand
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[ [schnelle Fourier Rekonstruktion ||

| [gefilterte Rickprojektion

Wyl 14000

13000

, j 7 1]@‘@09, f *-.'-,,\. .
W by U '.I‘I\‘Il B R Y

'I J11000

Parameter p = 180, ¢ = 256, 512 x 512-Rekonstruktion

Links:  gefilterte Riickprojektion mit Shepp-Logan Filter
Rechts:  schelle Fourier-Rekonstruktion (keine Reskalierung) mit sinc® Filter

Abbildung 3.12: Rekonstruktion tatsdchlich gemessener Daten

103




104



Literaturverzeichnis

[1]

2]

G. Beylkin. On the fast Fourier transform of functions with singularities.
Appl. Comput. Harmon. Anal., 2(4):363-381, 1995.

John P. Boyd. A fast algorithm for Chebyshev, Fourier, and sinc
interpolation onto an irregular grid. J. Comput. Phys., 103(2):243-257,
1992.

John P. Boyd. Multipole expansions and pseudospectral cardinal
functions: a new generalization of the fast Fourier transform. J. Comput.
Phys., 103(1):184-186, 1992.

L. L. Campbell. Sampling theorem for the Fourier transform of a
distribution with bounded support. SIAM J. Appl. Math., 16:626-636,
1968.

J. Carrier, L. Greengard, and V. Rokhlin. A fast adaptive multipole
algorithm for particle simulations. SIAM J. Sci. Statist. Comput.,
9(4):669-686, 1988.

H. Choi and David C. Munson, Jr. Direct-fourier reconstruction in
tomography and synthetic aperture radar. Int. J. of Imaging System
and Technology, 9(1):1-13, 1998.

James W. Cooley and John W. Tukey. An algorithm for the machine
calculation of complex Fourier series. Math. Comp., 19:297-301, 1965.

A. Dutt and V. Rokhlin. Fast Fourier transforms for nonequispaced
data. SIAM J. Sci. Comput., 14(6):1368-1393, 1993.

A. Dutt and V. Rokhlin. Fast Fourier transforms for nonequispaced
data. II. Appl. Comput. Harmon. Anal., 2(1):85-100, 1995.

105



[10]

[11]

[12]

O Forster. Analysis I. Vieweg, Braunschweig, 1983.

Karsten Fourmont. schnelle fourier-transformation bei nicht dquidistan-
ten daten. Dipolomarbeit, Universitdat Miinster, 1997.

Pierre Grangeat. Mathematical framework of cone beam 3D reconstruc-
tion via the first derivative of the Radon transform. In Mathematical
methods in tomography (Oberwolfach, 1990), pages 66-97. Springer, Ber-
lin, 1991.

Gabor T. Herman. Image reconstruction from projections. Academic
Press Inc., New York, 1980. The fundamentals of computerized tomo-
graphy, Computer Science and Applied Mathematics.

A.J. Jerri. The shannon sampling theorem — its various extension and
applications: A tutorial review. Proc. IEEE, 65(11):1565-1596, 1977.

J.F. Kaiser. Digital filters. In F. Kuo and J.F. Kaiser, editors, System
Analysis by Digital Computer, pages 218-285. Wiley, New York, 1966.

Avinash C. Kak and Malcolm Slaney.  Principles of computerized
tomographic imaging. IEEE Press, New York, 1988.

M. Kaveh and M. Soumekh. Computer-assisted diffraction tomography.
In Henry Stark, editor, Image recovery: theory and application, pages
369-413. Academic Press Inc., Orlando, Fla., 1987.

M. Kaveh, M. Soumekh, and J.F. Greenleaf. Signal processing for
diffraction tomography. IEEE Transactions on Sonics and Ultrasonics,
SU-31(4), 1984.

Frank Natterer. Fourier reconstruction in tomography. Numer. Math.,

47(3):343-353, 1985.

Frank Natterer. Efficient evaluation of oversampled functions. J.
Comput. Appl. Math., 14(3):303-309, 1986.

Frank Natterer. The mathematics of computerized tomography. B. G.
Teubner, Stuttgart, 1986.

106



[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

Henri J. Nussbaumer. Fast Fourier transform and convolution algo-
rithms. Springer-Verlag, Berlin, 1981.

F. Oberhettinger. Tables of Fourier transforms and Fourier transforms
of distributions. Springer-Verlag, Berlin, 1990. Translated and revised
from the German.

J.D. O’Sullivan. A fast sinc function gridding algorithm for fourier
inversion in computer tomography. [EEE Trans. Med. Imag., MI-
4(4):200-207, 1985.

William H. Press, Saul A. Teukolsky, William T. Vetterling, and Brian P.
Flannery.  Numerical recipes in C. Cambridge University Press,
Cambridge, second edition, 1992. The art of scientific computing.

S. Schaller, T. Flohr, and P. Steffen. An efficient fourier method for
3-d radon inversion in exact cone-beam ct reconstruction. IEEE Trans.
Med. Imag., MI-17(2):200-207, 1998.

H. Schomberg and J. Timmer. The gridding method for image re-
construction by fourier transformation. IFEFE Trans. Med. Imag., MI-
14(3):596-607, 1995.

J. Schulte. Fourierrekonstruktion in der computer-tomographie. Dipo-
lomarbeit, Universitdt Miinster, 1994.

David Slepian. Some comments on Fourier analysis, uncertainty and

modeling. SIAM Rev., 25(3):379-393, 1983.

Eugene Sorets. Fast Fourier transforms of piecewise constant functions.
J. Comput. Phys., 116(2):369-379, 1995.

Henry Stark. Sampling theorems in polar coordinates. J. Opt. Soc.
Amer., 69(11):1519-1525, 1979.

Henry Stark, editor. Image recovery: theory and application. Academic
Press Inc., Orlando, Fla., 1987.

Henry Stark, John W. Woods, Indraneel Paul, and Rajesh Hingorani.
Direct Fourier reconstruction in computer tomography. IEEE Trans.
Acoust. Speech Signal Process., 29(2):237-245, 1981.

107



[34] Robert S. Strichartz. A guide to distribution theory and Fourier
transforms. CRC Press, Boca Raton, FL, 1994.

[35] Endre Siili and Antony Ware. A spectral method of characteristics for
hyperbolic problems. STAM J. Numer. Anal., 28(2):423-445, 1991.

[36] Charles Van Loan. Computational frameworks for the fast Fourier
transform. Society for Industrial and Applied Mathematics (SIAM),
Philadelphia, PA, 1992.

[37] James S. Walker. Fourier analysis. Oxford University Press, New York,
1988.

[38] Antony F. Ware. Fast approximate Fourier transforms for irregularly
spaced data. STAM Rev., 40(4):838-856 (electronic), 1998.

108



