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Kapitel 1

Einleitung

Wir geben einige Beispiele fiir effiziente Algorithmen, die wir zum Teil
spater wieder aufgreifen und vertiefen werden. Zunichst geht es nur
darum, einen ersten Einblick in die behandelten Probleme und verwen-
deten Methoden zu geben.

1.1 Schnelle Multiplikation von Zahlen

Seien z, y Zahlen in endlich b-adischer Darstellung, b > 1, also

= $0+l‘1b+...+l‘n_1bn_1 , O§$i<b,
Yy = yot+yb+...+ypab" , 0<y <D

mit ganzen Zahlen z;, y;. Gesucht ist das Produkt z = zy. Die Schul-
methode soll an Hand eines Beispiels mit b = 10 und n = 3 erldutert

werden:
214 - 713

642
214
1498
152582
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Offenbar benétigt die Schulmethode fiir eine Multiplikation der Liange
n O(n?) Rechenoperationen. Addiert man, sobald in einer Spalte alle
Produkte berechnet sind, so kommt man mit O(n) Speicherpléitzen aus.

Der Schulmethode stellen wir als effizienten Algorithmus die Karatsuba-
Multiplikation gegeniiber. Sei n gerade und n = 2m. Wir teilen z auf
in

6() =x9+ .le + ...+ .’L'm_lbm_l y 61 =T, + $m+1b + ...+ xn_lbm_l
und entsprechend y = ny + 6™n,. Dann ist

zy = &Eno+ (Sorn + &mo)d™ + Embd”
= (14+b0™)&n —0™(& — &) (m —no) + (0™ + ™) -

Wir kénnen also eine Multiplikation der Linge n realisieren durch 3
Multiplikationen der Léinge n/2 sowie O(n) zusiitzliche Rechenopera-
tionen. Ist also 7'(n) die Anzahl der Rechenoperationen, die wir fiir eine
Multiplikation der Lénge n bendtigen, so gilt

T(n) < 3T(g) ten , TA)=1

mit einer von n unabhéngigen Konstanten c. Ist nun n eine Zweierpo-
tenz, also n = 2P, so ist mit 7, = T'(2P)

T, <30, +c2, Ty=1. (1.1.1)

Lemma 1.1.1 Seien T, q, r, > 0, und se:
Tpt1 <¢lp+r,, p=0,1,....

Dann ist

p—1
Tp < quO + Z qp_l_Jrj .
§=0

Der Beweis durch vollstindige Induktion ist trivial.
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Satz 1.1.2 Fiirn = 2P kann die Multiplikation der Linge n in O(n!°823)
Rechenoperationen durchgefiihrt werden.

Beweis: Wenden wir Lemma 1.1.1 auf (1.1.1) an, so entsteht

p—1
T, < 3 +c) iyt
j=0

p=l o\ i+l
= F+c3 ) (—)
=0 \3

2 1
< Pyep = (1+20)3"
S Sy R S

= (1+2c)n'e3.
a

Wegen log,3 = 1.585 < 2 ist dies eine Verbesserung gegeniiber der
O(n?)-Abschiitzung fiir die Schulmethode, jedenfalls fiir grofie n. Das
Karatsuba-Verfahren kann leicht durch ein rekursives Programm reali-
siert werden:

fmult (n,z,y, 2)

{ if (n==1) Schulmethode;
else
{ m=n/2
o= (20, -, Tm1); & = (Tny- -, Tn_1);
M0 = (Yo, Ym-1); M = Yms- - Yn-1);
fmult (ma 605 Mo, a)a
fmult (ma 61 - 605 ™ — To, ﬁ)a
fmult (m, &, m,7) for (i=0;i<mn;i++) 2z =0;
for (1=0;i <mn;i++)
{zi = a; + z;
Zivm = @ — Bi + Vi + Zigm;
Zitn = Vi T Zitn;

}
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Der Karatsuba-Algorithmus ist ein typisches Beispiel fiir die oft ver-
wendete “Divide-and-Conquer-Statgie”: Ein Problem wird in kleinere
Teilprobleme zerlegt. Diese werden gelost und aus den Lésungen die
Lésung des urspriinglichen Problems zusammengesetzt. Dieser Prozefl
wird in rekursiver Weise wiederholt.
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1.2 Schnelle Multiplikation und Inversi-
on von Matrizen

Zur Multiplikation zweier (n,n)-Matrizen A, B nach der Schulmethode
benétigt man bekanntlich O(n?) Rechenoperationen. Das gleiche gilt fiir
die Inversion einer (n,n)-Matrix. Wir wollen den Stralen-Algorithmus
vorstellen, der beide Aufgaben in O(n'°827), log, 7 = ¢n7/fn2 = 2.807,
Rechenoperationen erledigt.

Fiir eine (n,n)-Matrix A mit geradem n schreiben wir
A Ap
A=
( Agr Ag
mit (%, §)-Matrizen Aj;;.

Lemma 1.2.1 Sei C = AB mit (n,n)-Matrizen A, B, C. Dann gilt

Ch = I+IV—-V+VII , C = III+V,

Cyp = II+1V , Co = I+I1IT-11+VI
mit
I = (A1 + Ag)(By1 + By)
11 = (A21 + Azz)Bn

III - AH(Blg - BQQ)
IV = A22(B21 - Bll)
V = (A1 + A12)Ba

VI = (Ay — Ay1)(By1 + Bio)
VII = (A — Ag)(By + By)
Beweis: Der Beweis durch einfaches Nachrechnen ist trivial.

Wer Schwierigkeiten hat, sei auf V. Straflen: Gaussian Elimination ist
not optimal, Numer. Math. 13, 354-356 (1969), verwiesen.
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Satz 1.2.2 Sein = 2. Dann kann man zwei (n, n)-Matrizen in O(n'°&27)
Rechenoperationen multiplizieren.

Beweis: Inspektion der Formel von Lemma 1.2.1 zeigt, dafl man die
Multiplikation zweier (n,n)-Matrizen durch 7 Multiplikationen und 18
Additionen von (%, %)-Matrizen ausfiihren kann. Ist also n = m-2? und
M, bzw. A, die Anzahl der reellen Multiplikation bzw. Additionen,
welche man zur Multiplikation zweier (n,n)-Matrizen benétigt, so gilt
nach Lemma 1.2.1

Mp—i-l S 7Mp ; MO S m3 ;
Appr < TA, +18(m - 2”)2 . Ag <md.
Nach Lemma 1.1.1 erhilt man
M, < ™m?
p—1 D
A, < ™m? 4+ 18m? E 7P—1=i92%

7=0
p—1
7Pm? + 18m*7P7! Y (3))

7=0
™ (m? + 6m?)

IN

Fiir m = 1 folgt wegen 77 = n'°%22 die Behauptung.

Fiir n = m2P lautet der Straflen-Algorithmus

fmamu (n,A, B,C)
{ if  (n <=m) Schulmethode;
else
{ fmamu (%,An +A22,B11 +ng,[);

fmamu (%,AIQ - AQQ, B21 + BQQ, VII),
Co=I1+IV-V+VI;, Cu=III+V;
Coy = IT+ IV Copo=I+VI—IT+VI;
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Nun zur Matrizeninversion. Anstelle von Lemma 1.2.1 haben wir jetzt

Lemma 1.2.3 Sei A eine invertierbare (n,n)-Matriz mit geradem n,
und seien die Matrizen A, und A21A1_11A12 — Ay, invertierbar. Dann
gilt mat

I == Afll , II == A21[ , III == IA12
IV = Aylll |,V = IV—-Ayp , VI = V!

fﬁ?" C= A_l.'

012 - IIIVI ; 012 - VIII , V_[I - 111021,
011 - I—VII s 022 —V_l

Beweis: Durch triviales Nachrechnen.

Satz 1.2.4 Sein = 2P und A eine invertierbare (n,n)-Matriz. Unter
der Voraussetzung V (siehe unten) kann A mit O(n'%87/1°82) Rechen-
operationen invertiert werden.

Beweis: Durch Inspektion der Formeln von Lemma 1.2.3 sehen wir,
da8 eine (n,n)-Matrix durch 2 Inversionen, 6 Multiplikationen, und
2 Additionen von (%, %)-Matrizen invertiert werden kann. Setzen wir
wieder n = m2P und bezeichnen wir mit 6,, p,, o, die Anzahl der
reellen Divisionen, Multiplikationen und Additionen fiir die Inversion

einer (n,n)-Matrix, so gilt also

6p+1 S 251) ; 60 S m ,
Ppt1 < 2pp + 6M, , Ho <m?,
Apr1 < 2ap + 64, +2(m2P)? | ap <m?.
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Die Ungleichungen fiir p = 0 gelten, falls man fiir p = 0 das Elimi-
nationsverfahren verwendet. Auf diese Rekursionen wenden wir wieder
Lemma 1.1.1 an und erhalten

o < m?,

p=1 .
py < 2PmP 46y M2t
=0

p—1 | .
2Pm3 + 6m? > 7igp—i—1

<
= #

3 p—1 7Ni
= 2m 1+3j§0(5)3
= orm? (14 3271

7
3.6 :
m?- 8

(8m?® + 5m?) 77 .

VANVAN

Qp
Fiir m = 1 erhilt man die Behauptung.

Natiirlich kénnen nur solche Matrizen auf diese Weise invertiert werden,
fiir die bei allen Unterteilungen n — 3 — % ... — m die Vorausset-
zungen von Lemma 1.2.3 erfiillt sind. Dies ist Inhalt der Voraussetzung

V.



Kapitel 2

Algebra

2.1 Darstellung endlicher Gruppen

Wir setzen eine gewisse Vertrautheit mit der elementaren Gruppen-
theorie voraus. Sei G eine endliche Gruppe. Wir schreiben alle Gruppen
multiplikativ. 1 ist das Einselement, |G| die Ordnung, d.h. die Anzahl
der Elemente, von G.

Beispiele:

1) Die zyklische Gruppe C, der Ordnung n. Sie wird erzeugt von
einem Element ¢ mit ¢" = 1, so daf§ also C,, = {1,q,...,¢"}. C, ist
abelsch.

2) Die Gruppe S, der Permutationen von n Elementen. Sie hat die
Ordnung n! und ist nicht abelsch. S, heifit die symmetrische Gruppe.
Eine Permutation kann gerade oder ungerade sein. Die Untergruppe A,
der geraden Permutationen heifit alternierende Gruppe.

3) Die Diedergruppe D,. Sie wird erzeugt von Rotationen r um den
Winkel 270 /n und durch eine Spiegelung s an einer Geraden. Sie besteht
also aus den Elementen 1,7,...,7" !, s, sr,...,sr™ ! und hat also die

Ordnung 2n. Es ist r® = 1, s> = 1. D,, ist nur fiir n = 1,2 abelsch.

11
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Definition 2.1.1 Sei G eine endliche Gruppe und V' ein d-dimensionaler
Vektorraum tber C. GL(V') sei die Gruppe der linearen invertierbaren
Abbildungen V — V.

Ein Homomorphismus p : G — GL(V) heifit Darstellung von G in V.
Ist p injektiv, so heifit die Darstellung treu. d heifit der Grad von p. Zwei

Darstellungen p, p’ von G in V bzw. V' heiflen dquivalent, wenn es eine

lineare invertierbare Abbildung 7 : V — V' gibt, so daf§ o' = 7pr L.

Beispiele:
1) p(s) =1 fiir alle s heiit Einheitsdarstellung.

2) Die reguldre Darstellung preg wird wie folgt definiert. Sei {e; : ¢ €
G} eine Basis von V. Dann setzt man

preg(s)e; = e

(linksreguldre Darstellung). Es ist also

preg(s) Y xer = Y wipreg(s)es

teG teG

= Z Ti€st

teG

= sz—ltet .

teG

preg libt also auf die Komponenten z; die Permutation ¢ — s71t aus.
Der Grad von preg ist |G|. preg ist treu.

3) SeiG=C,={l,q...,4"'} und w eine n-te Einheitswurzel,
also w™ = 1. Dann ist

pld")=wf | k=0,1,...,n—1

eine Darstellung von C), in C, der Grad also 1. p ist genau dann treu,
wenn w eine primitive n-te Einheitswurzel ist, d.h. wenn w™ # 1 fiir
0 < m < n. Sind w;, wy verschiedene n-te Einheitswurzeln, so sind die
zugehdrigen Darstellungen nicht dquivalent.
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Wir berechnen die regulére Darstellung von C,,. Mit e}, = ez, Ty = Ty
haben wir

n—1 n—1
preg(se)Zxkek:Zxk,gek, EZO,...,n—l,
k=0 k=0

wobei £ — £ modulo n genommen wird.

4) Sei G = S,,. Die alternierende Darstellung

() = 1 , 7 gerade,
Palt\™ =\ —1 | 7 ungerade

ist vom Grad 1 und fiir n > 2 nicht treu. Die natiirliche Darstellung

von S, ist wie folgt definiert. Seien ey, ..., e, die Einheitsvektoren in C
und v = > | z;e;. Dann ist

n
Pnat(T)v =Y Tiex() -
=1

Der Grad von ppgat ist n, und ppa¢ ist treu.

5) Sei G = D, und n gerade. Fiir D,, haben wir 5 verschiedene Typen
von Darstellungen

p(r*) p(srF) Grad(p) Bemerkungen
o 1 1 1 Einheitsdarstellung
o 1 —1 1
| (-1 (— 1 i
pa (1) (=15 1
b wh 0 0 whk 5 w = eZm’/n ’
Pl 0w W0 h=1,...,2—1.

Die Beschrinkung auf h < 7 ist sinnvoll, weil pl, p2~" dquivalent sind.
Wegen w,, =1 ist ndmlich
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e = (0 )= (0
0 W (n—h)k 0 whk
01 whe 0 01
_<1 0) <0 w—hk> (1 0)
= Tp5(rf)T
n—h)k —hk
s h(STk) = ( —(O—h)k W >:< (i)zlc N )
w™\" 0 w 0
01 0 whk 01
_<10 <w‘hk 0) (1 0)
4

fiir alle £ mit der nichtsinguléren Matrix 7" = < (1) (1] >

Definition 2.1.2 FEine Darstellung p von G in' V' heifit reduzibel, wenn
es einen echten Unterraum Vi von V gibt mit p(s)Vy C Vi fir alle
s € G. Vi heifit dann invarianter Unterraum von p.

Ist p nicht reduzibel, so nennt man p irreduzibel.

Beispiele:

1) Die Einheitsdarstellung ist fiir d > 1 reduzibel. Darstellungen vom
Grad 1 sind stets irreduzibel.

2)  preg ist fiir |G| > 1 reduzibel, denn (1,...,1) spannt einen echten
invarianten Unterraum auf.

Satz 2.1.3 Ses V =V, & ... ®V,, und seien p; Darstellungen von G
m V;. Dann ist

p(s)v =>pi(s)vi fir v=> v;, v; €V,
i=1 i=1

eine Darstellung von G in 'V mit den invarianten Unterrdumen V.
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Beweis:  Natiirlich ist p : G — GL(V) ein Homomorphismus. Ist
v € V;, so ist auch p(s)v € V.

O

Definition 2.1.4 Die Darstellung p aus Satz 2.1.3 heifit direkte Sum-
me von pi,...,py. Man schreibt p=p1+ ...+ pr.

Wir wollen nun Darstellungen durch Matrizen beschreiben. Sei vy, ..., v4
eine Basis von V. p(s) wird dann beschrieben durch eine (d, d)-Matrix
R(s), d.h.

d d
p(s)v = Z yv; fir v = invi
i=1 i1

mit y = R(s)z. Natiirlich gilt R(st) = R(s)R(t). R ist nichts anderes
als eine Darstellung von G in C%.

Sei nun V; invarianter Unterraum von p der Dimension m mit Basis
v1,...,Un. Dann hat R die Gestalt

o= (" )

mit einer (m, m)-Matrix Ry;(s) und einer (d —m, d —m)-Matrix Ros(s).
Ist R15 = 0, so ist p = p; + py mit den durch R;;, Rys beschriebenen
Darstellungen p;, po. Sind allgemeiner pq, ..., p, Darstellungen von G
in Vi, ..., V., welche von den Matrizen Ry, ..., R, beschrieben werden,
so wird p = p; + ...+ p, durch die Matrix

R, 0)
0) R,

beschrieben.

Satz 2.1.5 Sei p eine Darstellung von G in V. Dann gibt es ein Ska-
larprodukt in V', beziiglich dem p unitdr ist.
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Beweis:  Sei (, ) irgendein Skalarprodukt in V', und sei

(u,v)

|G|

SEG

Dann ist auch (, ) ein Skalarprodukt in V, und es gilt

{(p(t)u, p(t)v) = €l >_{p(s)p(t)u, p(s)p(t)v)

= |G\Z p(st)u, p(st)v)

sEG

= 5 Lot

seG
= (u,v) .

Also ist p beziiglich (, ) unitér.

Satz 2.1.6 Jede Darstellung einer Gruppe ist eine direkte Summe ir-
reduzibler Darstellungen dieser Gruppe.

Beweis: Sei p eine Darstellung von GG in V. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daf} p beziiglich eines Skalarpro-
dukts (, ) in V unitér ist. Ist p irreduzibel, sind wir fertig. Andernfalls
besitzt p einen invarianten Unterraum V; # {0}, # V. Sei V5 das ortho-
gonale Komplement von V; in V beziiglich des Skalarprodukts ( , ). Wir
zeigen, dafl auch V5, invarianter Unterraum von p ist. Sei dazu v € V5.
Fiir jedes u € V; ist

(p(s)v,u) = {p(s)v, p(s)p(s~)u) = (v, p(s™")u)

’

denn mit v ist auch p(s~!)u € V;. Also ist p(s)v € V5. Es sind also V3, V3
invariante Unterrdume von p, und es ist V = V] @ V5. Die Restriktionen
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p1, po von p auf Vi, V5 sind Darstellungen von p in Vi, V5, und es gilt
p = p1+ p- p1, p2 haben kleineren Grad als p.

Sind p;, py irreduzibel, so sind wir fertig. Andernfalls zerfallen p;, po
ihrerseits in Darstellungen noch kleineren Grades. Durch Fortfiihren
dieses Prozesses kommt man nach endlich vielen Schritten bei irredu-
ziblen Darstellungen an.

O

Definition 2.1.7 Das Zerlegen einer Darstellung in irreduzible Dar-
stellungen nach Satz 2.1.6 nennt man Ausreduzieren der Darstellung.

Beispiel:

Ausreduzieren der reguldren Darstellung preg von C,. Beziiglich der
Basis eg,...,e,-1 in V = C" gilt

n—1 n—1
Preg(se) > wper =) Tpser, £=0,...,n—1,
k=0 k=0

wobei k£ — ¢ modulo n zu verstehen ist. Sei w; eine n-te Einheitswurzel

und 27 = (1,wj,...,w? ). Dann ist
n—1 n—1
oG k=0, _ , .—C k
preg(s’)z! = > w;i e = wj > wjey
k=0 k=0
= wiz.

J

Also ist V; = sp{(z7) invarianter Unterraum von p, und p;(st) = wf

Darstellung von C,, in V;. Fiir w; = 2™/ j =0,... . n—1gilt V = V;®
e ®V,q, weil 2%, ... 2™ ! linear unabhiingig sind (Van der Mond’sche
Determinante). Also p=p+ ...+ pp_1.

Satz 2.1.8 (Lemma von Schur) Seien p; irreduzible Darstellungen ei-
ner Gruppe in Vi, 1 = 1,2. Sei 7 : Vi — V, linear. Es gelte Tp; = poT.
Dann gilt:
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(i) Sind p1, pa nicht dquivalent, so ist T = 0.

(ii) Ist py = pa, so ist T =X mit A € C.

Bewelis:

(i) Wir zeigen zunichst, dal Wi = 771(0) invarianter Unterraum von
p1 ist. Ist ndmlich = € Wy, so ist auch 7p;(s)z = po(s)Tz = 0.

Da p; irreduzibel ist, ist also entweder W7 = {0} oder Wi = V;. Im
letzteren Fall sind wir fertig. Im ersten Fall ist 7 injektiv. Wir zeigen,
dal Wy = 7V} invarianter Unterraum von p, ist. Fiir y € W, ist ndmlich
p2(8)y = po(s)Tx = Tp1(s)z € Wa. Da po irreduzibel ist, ist entweder
Wy = {0} oder Wy = V5. Im ersten Fall ist 7 = 0, und wir sind fertig.
Im zweiten Fall ist 7 surjektiv. Da 7 auch injektiv ist, ist 7 bijektiv,
und das ist nicht moglich, da p;, ps nicht dquivalent sind.

(ii) Fiir py = po ist Vi = Vo =V und 7 : V — V hat mindestens einen
Eigenwert A und Eigenvektor x zu A, also 7z = Az, z # 0. Sei 7/ = 7— A
und W/ = 7' '(0). W/ ist invarianter Unterraum von p. Ist nimlich
v € Wi, soist 7'p(s)v = (1 — A)p(s)v = p(s)(7 — AN)v = p(s)7'v = 0.
Also ist wieder entweder W = {0} oder W] = V. Das erste ist nicht
moglich, weil z € WJ. Also mufl W] = V und damit 7o = Av sein fiir
alle v e B. Also 7 = A.

Satz 2.1.9 Seien py, py trreduzible Darstellungen von G in Vi, Vs, und
set 7 : Vi — Vy eine lineare Abbildung. Se:

1
= — p2
G| i@

!
T

(aLAGE
Dann gilt:

(i) Sind p1, pa nicht dquivalent, so ist 7" = 0.
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(ii) Ist py = py, so ist 7' = d~' Spur (1) mit dem Grad d von p;.

Beweis: Fiir jedes s € (G ist

pa(s)T' = |G\ ZG pa(s Hrpu(t)
te

1
= |G‘ ZPQ St Tpl )

teG

1
= |G‘ sz Tpl tS)

teG

1
= |G\ sz 7'/)1 )p1(s)

teG
= 7'pi(s).

Sind also p;, pe nicht dquivalent, so ist nach dem Lemma von Schur
7' = 0. Ist p1 = pa = p, so folgt ebenfalls nach dem Lemma von Schur

7' = . Also gilt
“ @ 2

teG

Berechnen wir auf beiden Seiten die Spur, so folgt

Ad = > Spur (p(t ")7p(2))
\G| e
= LS Spur (o) rptt)
\G| iec
= Spur (7)
@z
= Spur (7).

Satz 2.1.10 (Orthogonalititsrelationen) Seien p1, po irreduzible Dar-
stellungen von G in Vi, Va, und seien py, po beziiglich bestimmter Basen
in Vi, Vo durch die Matrizen R', R? beschrieben. Dann gilt:
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(i) Sind py, pa nicht dquivalent, so ist fir alle i, j, ¢, k

G5 il R0 -

teG

(i1) Ist py = pa, so gilt mit d = Grad (p)

SRR (1) = {1/d falls i=7 und L=k,
kj

e 0 , sonst.

|G\

Beweis: Sei T die (do, di)-Matrix (d; = Grad (p;))

T 1, m=¢und n=k,
™1 0, sonst .

Sei 7 die lineare Abbildung von Vi, V,, die beziiglich der gewéhlten
Basen in Vi, V5 die Matrix 7" hat. Dann hat die lineare Abbildung 7’
aus Satz 2.1.9 beziiglich dieser Basen die Matrix 7" mit

ZJ |G| Z R Rka

teG

Sind py, p2 nicht dquivalent, so ist nach Satz 2.1.9 7" = 0 und damit
(i) bewiesen. Fiir p; = po ist nach Satz 2.1.9 T" = d 'y, und daraus
folgt (ii).

O

Beispiel: G = (),. Seien wq, wy n-te Einheitswurzeln. Dann sind
p1(q*) = Wk, p2(¢¥) = wh irreduzible Darstellungen von C,, = {1,q,...,q
die fiir wy # wq nicht dquivalent sind. Nach Satz 2.1.10 (i), (ii) ist dann

17L1
_Zw—r r_{o ’ w17éw25

1 , W1 =W .

Dies sind die bekannten Orthogonalitidtsrelationen der Exponential-
funktion.

n—l}
7
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2.2 Charaktere endlicher Gruppen

Darstellungen von Gruppen sind recht komplizierte Gebilde. Fiir viele
Fragen geniigt es, einfachere Gebilde, ndmlich Charaktere zu betrach-
ten.

Definition 2.2.1 Sei p eine Darstellung von G in V. Dann heifit die
Abbildung x : G — C, welche durch

x(s) = Spur(p(s))

definiert ist, der Charakter von p und ein Charakter von G. Charaktere
von irreduziblen Darstellungen heifien irreduzible Charaktere.

Satz 2.2.2 (Eigenschaften von Charakteren):

~

. Aquivalente Darstellungen haben den gleichen Charakter.
2. x(1) = d = Grad(p).
3. x(a"'sa) = x(s).

4. Sind x1, ..., Xxr die Charaktere der Darstellungen p1, ..., p., dann
hat p1 + ...+ p, den Charakter x1 + ...+ X;.

5. X(s) = x(s7).

Bewelis:

1. Ist p; = Tpo7 L, s0 gilt Spur (p1) = Spur (p2).

2. Spur (d-dimensionale Einheitsmatrix) = d.

3. Siehe 1.
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4. Seien py, ..., p, beziiglich gewisser Basen beschrieben durch Ma-
trizen Ry,...,R,. Dann hat p; + ...+ p, die Matrix
Ry
R,

deren Spur gerade Spur (R;) + ...+ Spur (R,) ist.

5. Beziiglich eines geeigneten Skalarproduktes ist die Darstellung p
unitidr und damit

X(sY) = Spur (p(s™)) = Spur (p(s)*) = Spur(p(s))
= X(s) -

O

In dem linearen Raum der komplexwertigen Funktionen auf G fiihren
wir nun das Skalarprodukt

|G|tEZGs0 )(t)

ein. Damit gilt

Satz 2.2.3 (Orthogonalitit der Charaktere): Seien x1, X2 die Charak-
tere der irreduziblen Darstellungen pi, ps von G. Dann gilt

1, p1,pe dquivalent
<X1’X2>_{ 0 , sonst.

Beweis: Seien xi, xo die Charaktere der Darstellungen p;, po von
G, und seien p;, po beziiglich gewisser Basen beschrieben durch die
Matrizen R!, R%. Dann ist

1

<X1,X2> = Xl t = Xl(t)X2(t71)
|G|§G Er>
Z G ZRkk RE! ) .
7 Gl

Die Behauptung folgt aus Satz 2.1.10.
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Fiir die direkte Summe von c¢ zu einer Darstellung p dquivalenten Dar-
stellungen schreiben wir in Zukunft einfach cp. Mit dieser Schreibweise
haben wir

Satz 2.2.4 Jede Darstellung p einer Gruppe G lafst sich eindeutig (bis
auf die Reihenfolge) als direkte Summe

p=cipr+ ...+ Cnpm

irreduzibler und paarweise nicht dquivalenter Darstellungen p1, ..., pm
schreiben. Sind x, x; die Chraktere von p, p;, so gilt

¢ = <X7 pZ> .

Beweis: Nach Satz 2.1.6 gibt es irreduzible Darstellungen g, ..., g,
so daf
p=p,+...+p .
Sind X}, ..., x. die Charaktere von pi,..., g, so ist
r
06 xa) = 2200 X) -

k=1

Nach 2.1.3 ist dies genau die Anzahl der zu p} d4quivalenten Darstellun-
gen unter den x7,...,x,. Fassen wir jeweils dquivalente Darstellungen
zusammen, so folgt die Behauptung.

Definition 2.2.5 Die Zahlen c; in Satz 2.2.4 heiffen Vielfachheiten des
Auftretens von p; in p.

Satz 2.2.6 Darstellungen mit gleichem Charakter sind dquivalent.
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Beweis: Seien p', p? Darstellungen von G. Nach Satz 2.2.4 gibt es
Zahlen ¢y, c; mit

m m
1 1 2 2
pPr=d ok . P=) Cipk -
k=1 k=1
Dabei sind py, ..., py, irreduzible und paarweise nicht dquivalente Dar-

stellungen von G und xi,..., Xm ihre Charaktere. Haben nun p!, p?
den gleichen Charakter y, so gilt nach Satz 2.2.3

e = (X, Xk) = Cp -

Also sind p!, p? dquivalent.

O

Folgerung: Infolge von Satz 2.2.6 lassen sich die Orthogonalitétsre-
lationen der Charaktere (Satz 2.2.3) einfacher formulieren: Seien x1, X2
irreduzible Charaktere einer Gruppe G. Dann gilt

o 1 s X1 = X2,
<X1’X2>_{ 0 , sonst.

Beispiel: Die Diedergruppe C), besitzt fiir gerades n folgende Cha-
raktere:

rk srk Bemerkungen
X1 1 1
X2 1 —1
X3 (—1)* (—1)*
X4 (—1)* (1)
X5 | 2 cos(2mhk/n) 0 h=1,...,5 -1

Neben einer Reihe trivialer Beziehungen erhilt man aus Satz 2.2.6 auch
die Orthogonalititsrelationen

) h1:h23
) h’l#hQa

O3

nz—: cos(2mhyk/n) cos(2mhok/n) = {

k=0
mit 1 < hl, he < %
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Satz 2.2.7 Zu einer Gruppe G gibt es ein mazimales endliches System
irreduzibler paarweise indquivalenter Darstellungen py, . .., pm. Jedes p;
ist 1 preg genau so oft enthalten, wie es sein Grad d; angibt. Es ist

Gl=>d:. (2.2.1)
=1

Beweis:  Zuniéchst berechnen wir den reguléiren Charakter xreg der
reguldren Darstellung preg(s). Ist {es,...,es,} eine Basis von V, so
wird preg(s) beschrieben durch die Permutationsmatrix

P(s) = (€strs---»€sts)

wo t1,...,t, die Elemente der Gruppe sind. Fiir s = 1 ist P(1) = I und
damit xreg(1) = Spur (I) = |G|. Fiir s # 1 hat P(s) in der Diagonale
nur Nullen. Also xreg(s) = Spur (P(s)) = 0 fiir s # 1.

Sei nun pq,...,p, ein System irreduzibler paarweise indquivalenter
Darstellungen von G und x1, . . ., X.n die zugehorigen Charaktere. Dann
ist

1
(Xreg, Xi) = @

Z xreg(t)X;(t)

teG

é 22; Xreg(t)Xi (t_l)

= xi(l)=d;.
Wir kénnen nach Satz 2.2.4 die p; so wihlen, daf
Preg = Z d;p;
i=1

Bilden wir hiervon die Spur, so erhalten wir

61 = Xreg(1) = Spur (preg(1)) = 3. Spur (1)

m

= i_n:diXi(l) => d.

=1
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Wire nun p,,,; eine weitere irreduzible Darstellung von G, welche zu
keinem der pq, ..., p, dquivalent wire, so wire notwendig d,,;1 = 0,
Pm+1 also vom Grade 0. Ein solches p,,, 1 kann es also nicht geben, d.h.
P, - - -5 Pm 1St maximal.

Bemerkung: (2.1) charakterisiert also maximale Systeme paarweise
indquivalenter irreduzibler Darstellungen.

Satz 2.2.8 Ein Charakter x ist genau dann irreduzibel, wenn (x, x) =
1.

Beweis:  Sei y der Charakter von p und p irreduzible. Dann ist
(x, x) = 1 nach Satz 2.2.3. Sei umgekehrt (x, x) = 1. Sei py, ..., pm €in
maximales System irreduzibler paarweise indquivalenter Darstellungen
und seien x1i,..., X, die zugehorigen Charaktere. Dann gibt es ganze
Zahlen ¢y, ..., ¢, mit Y = c1x1 + - - - + G Xn- Aus Satz 2.2.3 folgt

m

X)) = Z C?(Xz', Xi) -

=1

Nun ist (x,x) = 1 und (x;, x;) = 1, weil die y; irreduzibel sind. Also
gilt

Da die ¢; alle ganz sind, ist genau eines der ¢; = 1, und alle anderen
¢; sind Null. p ist also dquivalent zu einem der p; und damit wie dieses
irreduzibel. Also ist y irreduzibel.

Beispiel: Wir wollen zeigen, dafl das fiir D,,, n gerade, angegebene
System von Darstellungen ein maximales System paarweise indquiva-
lenter irreduzibler Darstellungen ist.
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Die Darstellungen pi,..., psy sind trivialerweise irreduzibel und paar-
weise nicht dquivalent. Wir haben oben schon nachgerechnet, dafl

(X5, X5) Z cos?(2mkh/n) = 1

k 0

ist fiir h =1,...,% — 1. Wir haben damit

di=dy=ds=ds=1, dl=2, h:l,...,g—l
und damit
n_y
di +dy+d3+di = (d2)? =2n=|G|.
h=1

Also haben wir ein maximales System.

Definition 2.2.9 a, b € G heiflen dquivalent, falls es s € G gibt mat
a = s 'bs. Die zugehdrigen Aquivalenzklassen seien Ay, ... Ak, und

es sei s € Ay. Wir setzen g; = |A;| und g = |G|, also g = Zgz

Eine Funktion h : G — C heifst Klassenfunktion, falls h auf jeder
Aquivalenzklasse konstant ist.

Offenbar ist jeder Charakter von G eine Klassenfunktion. Der néichste
Satz zeigt, dafl dies im wesentlichen auch schon alle Klassenfunktionen
sind.

Satz 2.2.10 Seipy, ..., p, ein mazimales System irreduzibler und paar-
weise indquivalenter Darstellungen von G und A+, ..., Ay wie in Defi-
nition 2.2.9. Dann gilt:

(i) m=k

(i1) Jede Klassenfunktion ist Linearkombination von Charakteren von

G.
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Beweis: Sei x; der Charakter von p;. Dann kénnen wir eine Funktion
X; auf {A1,.... A} definieren durch

(A = \/fm 9, seA

Auf der Menge der Funktionen auf {A;, ..., A,} definieren wir das Ska-

larprodukt
k

() = Y u(A)(A) -

i=1

Wir zeigen, daf} die x; beziiglich dieses Skalarproduktes ein Orthonor-
malsystem ist. Es ist mit s; € A;

(Xj» Xe) = Z Xy 5 \/%m(sj)

= g ; 9iX; (8:)Xe(54)

= _ZZX]

gz 1s€A;

- EE e

sEG

nach Satz 2.2.3.

Eine unmittelbare Folgerung ist m < k. Denn k ist die Dimension des
Raumes der Klassenfunktionen, und in diesem Raum gibt es die m
linear unabhéngigen Funktionen x1,..., Xm.

Es bleibt zu zeigen, dafl m > k. Hierzu zeigen wir zunéchst einmal: Ist
p eine irreduzible Darstellung von GG des Grades d und x ihr Charakter,
so gilt

1

-x(a) = x (bt 'at) (2.2.2)

d \G | tez(:;



2.2. CHARAKTERE ENDLICHER GRUPPEN 29

Aus Satz 2.1.9 mit 7 = p(a) und p; = ps = p folgt ndmlich

7! |G|Zp p(t) = % Spur (7’)=$.

teG
Linksmultiplikation mit p(b) ergibt
> p(bt"at) ()p(b)
|G e d
Gehen wir zum Charakter iiber, so folgt (2.2).

Wir wenden (2.2) an auf x = x4, a = s; € A;, b! = s; € A;, und
summieren iiber ¢. Es ergibt sich nach Satz 2.2.7

Swls)uds) = g G| 5l

tea
= szeXe T sit)
\G| iec o1
= Xreg(s; 't~ st) )
el 't

Da fiir ¢+ # j die Elemente s;, s; aus verschiedenen Aquivalenzklassen
sind, ist fiir ¢ # j stets s;'t7's; ¢ # 1. Also
—1,-1 _
Xreg(sj t Sit) =0

fiir 7 # j und damit
> xe(si)Xe(s5) =0 (2.2.3)
=1

fiir 7 # j. Wiére dies auch fiir 4 = j richtig, so wire

fj (s =0 (2.2.4)

und damit x, = 0 auf A; fir £ = 1,...,m. Da py,..., p,, maximal
sind, verschwinde jeder Charakter auf A;. Dies ist z.B. fiir den Ein-
heitscharakter sicher nicht der Fall. Also kann (2.4) nicht richtig sein.
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Zusammen mit (2.3) folgt dann, daf die k-Spalten der (m, k)-Matrix
X1 (81) y --- 5 X1 (Sk))
: (2.2.5)

Xm(sl) IR Xm(sk)

linear unabhéngig sind. Diese Matrix mufl also mindestens k£ Zeilen
haben. Damit ist m > k gezeigt.

Daf} jede Klassenfunktion sich als Linearkombination von Charakteren
schreiben l483t, folgt nun unmittelbar aus der Tatsache, dafl der Rang
der Matrix (2.5) m = k ist.
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2.3 Der Chinesische Restsatz

Sei R ein Ring mit Einselement, z.B. der Ring Z der ganzen Zahlen oder
der Polynomring F[z] iiber einem Koérper F. Ein Ring heifit kommu-
tativ, wenn seine Multiplikation kommutativ ist. Ist R kommutativ, so
sagen wir, a teilt b (a |b), falls es ein r gibt mit b = ar. Wir sagen a = b
mod p, falls p|a — b. Die Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation
nennen wir Restklassen mod p. Diese bilden den Restklassenring R/p.
Ein Ring heifit nullteilerfrei, wenn ab = 0 zur Folge hat, dafl a = 0 oder
b=0.

Beispiele:

1) 2,=Z/p={0,1,...,p—1}.InZg ist z.B. 245 =1,3-4 = 0. Also
ist Zg nicht nullteilerfrei. Aber Z, ist nullteilerfrei fiir Primzahlen
p.

2) Fiir den Ring Fz] und p = 2™ + a12™ ' + ... 4+ ag ist F[z]/p
der Ring der Polynome vom Grade < n. Fiir p = 22 — 1 ist z.B.
2(z+1)=22+2=1+ 2z mod p.

3) Der Ring M,,[F] der (n,n)-Matrizen {iber F ist nicht nullteilerfrei:
10 00) (00
0 0 0 1) \0 0)"

Definition 2.3.1 FEin kommutativer nullteilerfreier Ring R heifst eu-
klidisch, wenn es fiir jedes a € R, a # 0, eine ganze Zahl g(a) > 0 gibt
mat

(i) g(ab) > g(b)
(ii)) Zua,beER,a#0 gibtesq, T €R
b=qga+r,

wobei entweder r = 0 oder g(r) < g(a) ist.
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Man nennt g den Grad.

Beispiele:

1) Z mit g(a) = |a| ist ein euklidischer Ring.
2) F|z] mit dem Polynomgrad als Grad ist ebenfalls euklidisch. Z.B.

ist
B422 42 +1=(+2)(2-1)+22+3

3) Der Ring Z + +/—3Z ist nicht euklidisch.

Ein Element e € R heifit Einheit, falls ein ¢’ € R existiert mit ee’ =
e'e = 1. Wir nennen ¢’ das Inverse zu e und schreiben ¢/ = e!.

Beispiele:

1) Z hat die Einheiten +1, —1.
2) F|z| hat die Einheiten F' mit Ausnahme der Null.

3) M,[F] hat als Einheiten die invertierbaren Matrizen.

Ein Element p € R heifit prim, falls p = p;p, nur mdoglich ist, wenn p;
oder py Einheit ist.

Beispiele:

1) In Z sind genau die Elemente prim, fiir welche der Betrag eine

Primzahl ist.

2) In F[z] nennt man die Primelemente irreduzibel iiber F. Z.B. ist

22—1 = (z+1)(z—=1) nicht prim fiir beliebiges F

22 +1 prim fiir /' = R, nicht prim fiir F' = C

22 -2 prim fiir F' =T" = Kérper der rationalen Zahlen,
aber nicht prim fiir FF =R .
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Folgende Sétze findet man in jedem Lehrbuch der Algebra.

Satz 2.3.2 In einem euklidischen Ring gibt es zu jedem Paar a, b # 0
einen griften (im Sinne des Grades) gemeinsamen Teiler ggt(a,b). Es
gibt p, ¢ € R mit ggt(a,b) = ap + bq.

Satz 2.3.3 In einem euklidischen Ring ist jedes Element eindeutig (bis
auf Reihenfolge und FEinheiten) als Produkt von Primelementen dar-
stellbar.

Beispiele: Indem Ring Z++/—3Z gilt 4 = 2-2 = (1—1/-3)(1+vV—3).
Dieser Ring ist also nicht euklidisch.

Wir suchen nun Lésungen von simultanen Kongruenzen modulo py, . . ., py,.
Seien also aq, . .., a, gegeben. Gesucht ist ein a mit
a=a; mod p;, i=1,...,m. (2.3.1)

Der Chinesische Restsatz gibt ein Kriterium fiir Existenz und Eindeu-
tigkeit von (3.1).

Satz 2.3.4 Sei R ein euklidischer Ring, und seien py,...,p, € R paar-
weise teilerfremd. Dann ist (3.1) fir jede Wahl der ay,...,am € R
losbar. Die Losung ist mod py . ..pm eindeutig bestimmd.

Beweis: Wir zeigen zunichst: Die Gleichung ax = b mod p ist genau
dann l6sbar, wenn ggt(a,p)|b. Ist diese Kongruenz namlich l6sbar, so
gibt es y mit ax + py = b, und es folgt ggt(a,p)|b. Sei umgekehrt diese
Bedingung erfiillt. Nach Satz 2.3.2 gibt es u, v mit ggt(a, p) = au + vp.
Multiplikation mit ¢ = b/ggt(a,p) ergibt b = aqu + gup. Damit ist
x = qu Losung der Kongruenz.

Sei p=pi...pm. Dann ist ggt(p%,pi) =1, und es gibt nach obigem ein
x; mit pﬂixi = 1 mod p;. Wir behaupten, dafl
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Losung von (3.1) ist. Wir schreiben fiir ein j

a = Z gaixi + £0j$j
i#j Y2 pj

p p
= pj Z ——0T; + a; <p—$]>
J

i Dbip;
und dies ist kongruent a; mod p; nach Konstruktion von z;.
Sind a, o’ Losungen von (3.1),soista—a' =0 mod p; firi=1,...,m

und damit a = o’ mod p.

O
Beispiel: R = R[z|, p; = z— z;, z; paarweise verschieden. Wir suchen
ein ¢ € R mit a = a; mod p;, d.h.
a(z,—):di, z:l,,m

Nach Satz 2.3.4 ist ¢ modulo p = p; ...p, eindeutig bestimmt. a ist
also das Polynom vom Grad n — 1, das an den Stellen z; die Werte a;
annimmt. a ergibt sich als

m
a= Zﬁaixi , gxz- =1 modeyp;.
i=1 Di ]
Mit D
wi(2) = = =[[(z - %)
Pi i
haben wir z; = —— und damit

wi(2;)

€

_N wil?)
T e

i=1 WilZ

Dies ist die Lagrange’sche Interpolationsformel.

Seien R;, Ry Ringe. Wir definieren dann einen weiteren Ring R; ® Ry
folgendermaflen. R; ® Ry besteht aus den Paaren (a,ay) mit a; € R;.
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Addition und Multiplikation in R; ® Ry sind komponentenweise erklart,

also
(01, GQ) + (bl, bz) = (a1 +bi,a0 + bz)

(0'1; CL2)(51, bz) = (0162, ble) .
R; ® R, heifit direktes Produkt von R; und Rs.

Satz 2.3.5 Sei R ein euklidischer Ring und seien pq, ..., Py paarweise
teilerfremd. Sei p = p1 ...pm. Dann gilt

R/p=R/p1 ®...Q R/pm -

Beweis: Wir definieren eine Abbildung ¢ : R/p1 ® ... R/pm — R/p
mit Hilfe des Satzes 2.3.4. Fiir (a1, ...,an) € R/p1 ® ... ® R/py, sei a
die Losung aus (3.1). Diese ist in R/p wohlbestimmt. Ist (by,...,by,) €
R/p1 ®...® R/py, und b die zugehorige Losung von (3.1), so ist

a+b
ab

a; +b; mod p;
a;b; mod p; .

11l

@ ist also ein Ring-Homomorphismus. Ist ¢ € R und a; ein Représentant
von a mod p;, so ist a = ¢(ay, ..., ay). Also ist ¢ surjektiv. Nach der
Eindeutigkeitsaussage von Satz 2.3.4 ist ¢ injektiv. Also ist ¢ sogar ein
Ring-Isomorphismus.
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2.4 Gruppentheorie

Sei G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe von G. Dann
konnen wir in G die Aquivalenzrelation

s~t <= tlseH

erkliren. Sei si,...,s, ein Reprisentantensystem dieser Aquivalenzre-
lation, also s1H,...,s.H die Aquivalenzklassen. Diese heiflen (Links-)
Nebenklassen von H. Es ist G = s;HU ... Us, H und r|H| = |G|.

H heifit Normalteiler in G, falls tH = Ht fiir t € G, d.h. falls die
Linksnebenklassen gleich den Rechtsnebenklassen sind. Ist H Normal-
teiler von (G, dann bilden die Nebenklassen wieder eine Gruppe, die
Faktorgruppe G/H.

Sei a € G. Die Ordnung m ist die kleinste natiirliche Zahl m > 1,
fiir welche ™ = 1. Es bildet dann C,, = {1,a,ad?,...,a" '} eine Unter-
gruppe von G der Ordnung m. C,, heifit zyklische Gruppe der Ordnung
m. Sie ist isomorph der additiven Gruppe Z mod m.

Satz 2.4.1 Sei G abelsch, und haben aq,...,a, € G die Ordnungm., ...

Sei ggt(m;,m;) = 1 fir i # j. Dann hat a = a,...a, die Ordnung
m=m;j-...-M,.

Beweis: Sicher ist a™ = 1. Gédbe es ein n mit ¢” = 1 und n < m,
so konnten wir unter diesen n’s das kleinste wihlen. Die n Elemente
1,...,a" ! wiirden dann eine Untergruppe von C,, bilden, also n|m.
Da die m; paarweise teilerfremd sind, wére sogar n|m; fiir mindestens
ein 7, etwa ¢ = 1. Dann wére

Hétten wir die Behauptung fiir r — 1 Faktoren schon bewiesen, so wiirde
sie fiir » Faktoren folgen. Da r = 1 trivial ist, ist der Satz nach dem
Prinzip der vollstdndigen Induktion bewiesen.

, My
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Ahnlich wie das direkte Produkt von Ringen ist das direkte Produkt
von Gruppen definiert. Seien A, B Gruppen. Ihr direktes Produkt AQ B
besteht aus den Paaren (a,b) € A x B mit kompetenterweiser Multi-
plikation: (ai, b1)(az, b2) = (ajas, bibe). Die Elemente (a, 1) bilden eine
Untergruppe von A ® B, die isomorph zu A ist. W