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1. Rickwartsdiffusion, Stabilitdt
Gegeben sei die Warmeleitungsgleichung

us = Duwxa Z‘E(O,l), t>0, D€R7
ugp(0,t) = wuy(l,t) =0, t>0,
U(ZU,O) = UO(x) ) Uo € LQ(Ov 1) :

(a) Losen Sie die Gleichung fir D = 1 (Vorwértsdiffusion) und D = —1 (Riickwértsdiffusion)
durch Separation der Variablen u(z,t) = @(z)u(t).
Hinweis: Entwickeln Sie den Operator 92 mit den Neumann-Randbedingungen nach den
Eigenfunktionen ¢y (z). Benutzen Sie dann die Darstellung in der Eigenfunktionenbasis

u(e,t) = arr(t)er(@)
k=1

um die oy zu finden. Beachten Sie dabei, dass eine periodische Funktion f mit einer Periode
T > 0 eine Fourierreihenentwicklung besitzt, wenn die Funktion f, auf eine Periode [c¢,c + T]
eingeschrénkt, dem Funktionenraum Lo(c, ¢ + 1) angehort.

(b) Interpretieren Sie die beiden Losungen auf ihre Stabilitét.

2. Diskrete Sprungprozesse - Random Walks, Zustandsinderungen
Betrachten Sie wie in der Vorlesung einfache Sprungprozesse auf einem Gitter hZ? mit Schrittweite
h > 0. Nehmen Sie an, dass in einem kleinen Zeitschritt 7 > 0 das Teilchen nur einen Gitterpunkt
weiter springen darf und dass fiir die Wahrscheinlichkeiten der Spriinge

a = [ =+ =46 = konstant

gilt. Im Gegensatz zur Vorlesung besitzt das Teilchen nun zwei Zustdnde A und B. Der Zustand
kann sich zwischen zwei Spriingen mit einer Wahrscheinlichkeit £ € (0, 1) dndern.

Leiten Sie die Gleichungen fiir die Diffusion her.

Hinweis: Betrachten Sie fiir jeden Zustand eine eigene Wahrscheinlichkeitsdichte p.



