Prof. Dr. M. Burger, Dipl.-Math. Marzena Franek WS 09/10

Ubungen zur Vorlesung Mathematische Modellierung

Ubungsblatt 8, Abgabe: Donnerstag, 14.01.2010, 10.00 Uhr

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Randschichten:
a) Betrachten Sie ein Randwertproblem der Differentialgleichung

e +u' =0, u(0)=0, wu(l)=1,

mit € > 0. Bestimmen Sie die Losung der Gleichung und schauen Sie sich die Rand-
schicht genauer an, indem Sie die Skalierung y = £ verwenden.

b) Betrachten Sie in (a) die allgemeinen Randbedingungen
u(0)=a, u(l)=0b, a,beR.
Bestimmen Sie a und b so, dass bei der Losung keine Randschicht auftritt.
Aufgabe 2: (4 Punkte)

Riickwdrtsdiffusion, Stabilitdt:
Gegeben sei die Warmeleitungsgleichung

U = Dug,, re(0,1), t>0, DEeR,
uz(0,t) = u,(1,t) =0, t>0,
u(z,0) = up(x), uy € Lo(0,1).

a) Losen Sie die Gleichung fiir D = 1 (Vorwértsdiffusion) und D = —1
(Riickwértsdiffusion) durch Separation der Variablen u(x,t) = p(z)¥(t).
Hinweis: Entwickeln Sie den Operator 92 mit den Neumann-Randbedingungen nach
den Eigenfunktionen ¢y (x). Benutzen Sie dann die Darstellung in der Eigenfunktionen-
basis

(e, t) = aptbi(t)pr(z),

um die oy zu finden. Beachten Sie dabei, dass eine periodische Funktion f mit einer
Periode T > 0 eine Fourierreihenentwicklung besitzt, wenn die Funktion f, auf eine
Periode [c, ¢ + T eingeschrénkt, dem Funktionenraum Ly(c,c + T') angehort.

Aufgabe 3: (4 Punkte)

Diskrete Sprungprozesse-Random Walks, Zustandsdnderungen.:

Betrachten Sie einfache Sprungprozesse auf einem Gitter hZ? mit Schrittweite h > 0.
Nehmen Sie an, dass in einem kleinen Zeitschritt 7 > 0 das Teilchen nur einen Gitterpunkt
weiter springen darf und dass fiir die Wahrscheinlichkeiten der Spriinge

a = [ =~ =06 = konstant



gilt. Das Teilchen besitzt zwei Zustdnde A und B. Der Zustand kann sich zwischen zwei
Spriingen mit einer Wahrscheinlichkeit £ € (0, 1) &dndern.

Leiten Sie die Gleichungen fiir die Diffusion her.

Hinweis: Betrachten Sie fiir den Zustand eine eigene Wahrscheinlichkeitsdichte p.

Aufgabe 4: (Programmieraufgabe, Abgabe: 14.01.2010, 10.00 Uhr)
1D Diffusionsgleichung:
Implementieren Sie eine Finite-Differenzen-Methode zur Losung der eindimensionalen
Wirmeleitungsgleichung
Pt = Pz, x €(0,1) t>0.

Zum Test des Verfahrens verwenden Sie die Werte
p(0,t) =p(1,t) =0 und p(z,0)=1—|1—2x|.
Zur Diskretisierung der Warmeleitungsgleichung verwenden Sie ein explizites Schema

p(xi, tjir) — p(xity)  p(wimy,ty) — 2p(x4, t5) + p(@ig1,t5)

At (Ax)?

und ein rein implizites Schema

p(xi,tjn) — plxi, ;) plrica,tjen) — 2p(ws, 1) + p(@ig1, tj11)

At (Ax)?

mit jeweils Ax = 0.0145, At = 0.0001 und Az = 0.013748, At = 0.0001.



