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1 Wiederholungen

1. Definition (Partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung)
u € C?() heifit klassiche Losung einer linearen partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung, falls
gilt:

3 045 (@)tta, () + Db, (@) + ew)ula) = fla), Ve €D (1)

Dabei sind a;;,b;,c, f € CO(Q) firi,j=1,...,n, 2 = (x1,...,2,) € Qund uy, = gT“(J:) Da u € C%(9)

ist, gilt ug, 2, () = Ug; 2, (7) und wir kénnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass
a;j(z) = a;;(x) gilt. Dann ist

Afw) = (ay())

symmetrisch und hat n reelle Eigenwerte. Wir setzen b(z) := (b1(z), ..., bn(x)).

i,j=1,...n

2. Definition (Klassifizierung fiir Partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung)

(a) Die Partielle Differentialgleichung (1) heifit hyperbolisch in = € Q, falls n — 1 Eigenwerte von A(x)
gleiches Vorzeichen besitzen und ein Eigenwert das entgegengesetzte Vorzeichen hat.

(b) Die Partielle Differentialgleichung (1) heifit elliptisch in z € €, falls alle Eigenwerte von A(x) das
gleiche Vorzeichen besitzen.

(c) Die Partielle Differentialgleichung (1) heifit parabolisch in x € €2, falls n — 1 Eigenwerte von A(z)
gleiches Vorzeichen haben, ein Eigenwert verschwindet und zusétzlich gilt:

Rg(A(z), b(z)) = n.

3. Bemerkung
Definition 2 deckt nicht alle denkbaren Typen ab. Allerdings sind die definierten Typen die wichtigsten
in den Anwendungen.

Aufgabe 1 (Klassifizierung partieller Differentialgleichungen)
Klassifizieren Sie folgende partielle Differentialgleichungen:

(a) die Poisson-Gleichung
—Lu(z) = f(z,y), (z,y) € Q C R?,

(b) die Wirmeleitungsgleichung

ou(z,y,t) — Au(z,y,t) = fx,y,t), (z,y,t) € Qr C R* x R,



(¢) und die Wellengleichung
Opu(z,t) = cOppu(z,t), (z,t) € Qr CRx RT.
Hierbei ist Au(z,y) = Oppu(x,y) + Oyyu(z,y).

Aufgabe 2 (Differentialoperatoren)
Sei Q C R? offen und seien u,v : © — R? und w : Q — R hinreichend oft differenzierbar.

3
divu=V.-u := Zawjuj rotu = (Opyus — Opgn, Opgtty — Op,Us, Oz, Uz — O uy)
j=1
gradw =Vw = (Oyhw, 8z2w,6m3w)T Au = (Auy,Aug, Aug)
Zeigen Sie:
divgradw = Aw div (wu) = wdivu+gradw - u
rotgradw = 0 rotrotu = graddivu — Au
divrotu = 0 div(u xv) = wv-rotu—wu-rotwv.

2 Fallstudie: Numerische Approximation der Helmholtzgleichung
Wir betrachten die Helmholtzgleichung in Q := [0, 7] x R
Au+ E*u(z) =0 (2)

mit den Randbedingungen auf 992 = R x {0}

u(z,0) = f(z) und g—z(x, 0) = 0 sowie u(0,y) = u(m,y) =0, Vy € R (3)

fiir eine Funktion f von der Form ;7 | ay sin(kz).

Aufgabe 3 (Analytische Lésung)
Berechnen Sie die Losung der Helmholtzgleichung (2) mit Randbedingungen (3).
Tipp: Trennung der Variablen.

Aufgabe 4 (Numerische Losung)
Schlagen Sie ein Marching-Verfahren zur Berechnung der Losung vor.
Welche numerischen Probleme erwarten Sie?

Hinweis: Originalartikel
Auf der Vorlesungsseite ist zu diesem Thema der Artikel

A propagation-backpropagation method for ultrasound tomography
Natterer, F. und Wiibbeling, F., Inverse Problems, 1995

verlinkt.



