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81 Aussagenlogik, vollstindige Induktion. Zu Beginn wurden einige Grundla-
gen der Aussagenlogik diskutiert. Wichtige Themen waren: Was ist ein mathemati-
scher Beweis? Verkniipfungen von Aussagen und indirekte Beweise.

Danach wurde das wichtige Prinzip der vollstandigen Induktion vorgestellt. Fiir je-
des n € N sei hierbei eine Aussage A,, gegeben. Wir wollen alle Aussagen A,,, n € N,

simultan beweisen. Dazu verfahren wir wie folgt:

(1) Wir zeigen: A; ist wahr (Induktionsanfang).
(2) Wir zeigen: Fiir alle n € N gilt A, = A,,11 (Induktionsschritt).

Sind die Schritte 1. und 2. erfolgreich durchgefiithrt worden, so sind alle Aussagen
A,, bewiesen.

n(n+1)
2

(1) Ist n = 1, so gilt )1 =1 = w, also ist die Behauptung wahr fiir

Beispiel: Wir wollen zeigen: >, [ = . Dazu:

n=1.
(2) Wir nehmen an: Die Aussage sei wahr fiir ein fest gewdhltes n € N. Dann
folgt fiir n + 1:

n+1 n
nn. ]-
Y= (Zl) +(n41) L @errl
_nn+1)+2n+1)  (n+1)(n+2)
B 2 B 2 ’
dh. die Aussage ist wahr fiir n 4 1.

Wichtige Resultate, die mit vollstdndiger Induktion bewiesen wurden, sind:
Binomische Formel: (a +b)" = > (1) a'b" .

Geometrische Summe: Fiir # # 1 gilt: > ! = 1525—.
Bernoullische Ungleichung: Fiir alle z > —1 gilt: (1 + )" > 1+ nx.

17In+1

§2 Mengen und Abbildungen. Hier wurden die wichtigsten Begriffe aus der Men-
genlehre (Durchschnitt, Vereinigung und Komplemte von Mengen) sowie der Begriff
einer Abbildung zwischen zwei Mengen eingefiihrt. Sind X, Y nichtleere Mengen, so
ist eine Abbildung f : X — Y eine Vorschrift, die jedem z € X genau ein Element
f(z) € Y zuordnet. Sind f: X — Y, g:Y — Z Abbildungen, so kénnen wir die
Hintereinanderausfithrung

gof:X —Zigo f(zx)=g(f(z))

definieren. Fiir Abbbildungen f : X — Y sind die folgenden Begriffe fundamental:
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e Ist A C X, so heifit f(A) :=

e Ist BC Y, so heiBt f~!(B)
bzgl. f.

o [ heifit injektiv, falls fiir alle z1,29 € X gilt: f(z1) = f(x2) = x1 = xo.
(Eine dquivalente Formulierung ist: f ist injektiv, falls fiir alle 21,2 € X
mit x1 # x5 folgt, dass f(x1) # f(x2).)

o [ heifit surjektiv, falls zu jedem y € Y ein z € X existiert mit f(z) = v.
(Dies ist dquivalent zu f(X) =Y.)

o f heifit bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

) T € A} das Bild von A in'Y bzgl. f.

{f(z
= {z f(z) € B} das Urbild von B in X

Eine Abbildung ist genau dann bijektiv, wenn eine Umkehrabbildung f~!:Y — X
fir f existiert, dh. f=' : ¥ — X ist eine Abbildung, so dass f~!o f = idx und
fo f~! =1idy, wobei fiir jede nichtleere Menge M, idy; : M — M;idy(m) = m die
Identitat auf M bezeichnet. Es ist leicht zu sehen, dass es stets nur eine Umkehr-
abbildung geben kann! Ist f : X — Y injektiv, so erhalten wir durch Verkleinern
der Menge Y eine bijektive Abbildung f : X — f(X). Wir kénnen dann auch die
Umkehrabbildung f~': f(X) — X bilden.

Achtung: Man muss sich davor hiiten die Bezeichnung f~'(y) (die Umkehrabbil-
dung f~! angewandt auf y € Y') mit der Bezeichnung f~'({y}) (das Urbild von der
einelementigen Teilmenge {y} C Y in X) zu verwechseln! Wihrend f~'({y}) fiir
jede Abbildung definiert ist (und unter Umsténden eine recht grofie Teilmenge von
X sein kann), ist der Begriff f~!(y) nur fiir bijektive Abbildungen definiert
und bezeichnet dann genau das Element x € X welches durch f auf y
abgebildet wird!

Abzihlbare Mengen. Eine Menge M heifit abzdihlbar, falls eine surjektive Ab-
bildung ¢ : N — M existiert (wenn M # ()) oder M = (). Jede endliche Menge
ist abzdhlbar. Ist M nicht endlich und abzihlbar, so existiert sogar eine bijektive
Abbildung ¢ : N — M, dh. M ist gleichmdchtig zu N. Interessante Beobachtungen
sind: Alle abzéhlbaren Vereinigungen abzéhlbarer Mengen sind abzdhlbar und endli-
che direkte Produkte abzéhlbarer Mengen sind abzahlbar! Insbesondere ist auch die
Menge Q der rationalen Zahlen abzdhlbar! Die Potenzmenge P(N) (dh. die Menge
aller Teilmengen von N) ist nicht abzéhlbar. Spéter wird gezeigt, dass auch echte

Intervalle in R nicht abzahlbar sind!

83 Die reellen Zahlen. In diesem Abschnitt werden die Axiome fiir einen angeord-
neten, archimedischen Korper K vorgestellt. Neben den allgemeinen Korperaxiomen
fiir Addition und Multiplikation besitzt ein solcher Korper eine Anordnung K, also
eine Teilmenge von K, die die folgenden Axiome erfiillt:

(1) K\ {0} = =K" UKT und — K" N K* = (),
(2) sind a,b € K™, so auch a4+ b € Kt und a- b € K*.

Die Elemente in K nennen wir dann positiv, und fiir a,b € K setzen wir a < b, falls
b—a€eKt a>b falls b < aund a < b (bzw. a > b), falls a < b oder a = b (bzw.
a > b oder a = b). Insbesondere gilt a > 0 < a € K.
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R und Q sind angeordnete Korper. Fiir Q gilt dabei Q* = {% : n,m € N}
Wichtige Rechenregeln sind:

(1) Aus a > bund b > ¢ folgt a > c.

(2) Aus a > b und ¢ > 0 folgt ac > be. Aus a > b und ¢ < 0 folgt ac < be.

(3) Ausa>b>0folgt 0 < < 4.

(4) Aus @ > b und ¢ > d folgt a + ¢ > b+ d. Gilt zusétzlich b,d > 0, so folgt
auch ac > bd.

(5) Fiir a # 0 gilt a*> > 0. Insbesondere gilt 1 = 12 > 0!

(6) Ist @ < b, so auch n-a < n-b fiir alle n € N. Ist 0 < a < b, so gilt auch
0 <a™ < b" fiir alle n € N.

Mit diesen Regeln folgt leicht, dass die oben angegebene Ordnung auf Q die einzig
mogliche ist! Mit vollstdndiger Induktion zeigt man leicht fiir jeden angeordneten
Korper K (also insb. fiir K = R): Bernoulli Ungleichung: Fiir alle z > —1 und
n € N gilt:

(14+x)">14+n-=x.

Ein angeordneter Korper K heifit archimedisch, falls zu jedem x € K ein n € N
existiert mit z < n-1. Die Kérper R und @Q sind archimedisch (fiir Q folgt dies leicht
aus den Rechenregeln). Die wichtigsten Konsequenzen aus dem gerade formulierten

Archimedischen Axiom sind

e 7u jedem ¢ > 0 existiert ein n € N mit % <e.
e Ist b > 1, so existiert zu jedem R € R ein n € N mit " > R.
e Ist 0 < g <1, so existiert zu jedem € > 0 ein n € N mit ¢" < €.

Diese Aussagen stellen wichtige Stiitzpfeiler der gesamten Analysis dar! (Die beiden

unteren Aussagen werden mit Hilfe der Bernoulli-Ungleichung bewiesen!)

Die Vollstiandigkeit von R. Ein grofles Manko der rationalen Zahlen besteht in
der Tatsache, dass nicht jede positive Zahl a € Q eine Quadratwurzel besitzt, obwohl
unsere Anschauung sagt, dass solche Wurzeln existieren sollten. So kénnen wir uns

2 vorstellen, dass dann aber

sicher ein Quadrat mit einem Flédcheninhalt von 2 m
eine Seitenlinge von /2 m haben miisste. Ein leichter indirekter Beweis zeigt aber,
dass v/2 keine rationale Zahl sein kann! Die Menge der rationalen Zahlen ist also in
einem gewissen Sinne unvollstéindig! Die reellen Zahlen entstehen aus den rationalen
Zahlen durch “Vervollstandigung” (also durch “Auffiillen” der Liicken)!

Die Vollstéandigkeit von R l&sst sich durch das Intervallschachtelungsprinzip

charakterisieren: Sei ([an,by]) _ eine Folge von kompakten Intervallen in R mit

neN
(1) [ant1,bnt1] C [an, by fiir alle n € N;
(2) zu jedem e > 0 existiert ein n € N mit b, — a,, < €.
Dann existiert (genau) ein € R mit « € [a,,b,] fiir alle n € N. Mit Hilfe des
Intervallschachtelungsprinzips kann man dann zeigen, dass jede positive Zahl a € R
genau eine positive Quadratwurzel /a € R besitzt. Man kann sogar fiir jedes k € N
eine eindeutig bestimmte positive k-te Wurzel &/a € R finden! Eine weitere direkte
Folgerung des Intervallschachtelungsprinzips ist die bereits erwéhnte Tatsache, dass
jedes echte Intervall I C R iiberabzihlbar ist! Da Q (und damit auch jede Teilmenge
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von Q) abzéhlbar ist, folgt hieraus, dass jedes echte Intervall I C R (iiberabzdhlbar
viele) nichtrationale Zahlen enthélt. Auf der anderen Seite gilt aber auch 7N Q # ()
fiir jedes echte Intervall I C R!

§4. Supremum und Infimum. Eine Teilmenge M C R heifit nach oben (bzw.
unten) beschrankt, fall ein ¢ € R existiert mit a < ¢ fiir alle a € M (bzw. a > ¢ fiir
alle a € M). ¢ heifit dann obere (bzw. untere) Schranke von M. Aus der Vollstandig-
keit von R folgt: Jede nach oben (bzw. unten) beschrénkte nichtleere Teilmenge
M C R besitzt eine kleinste obere Schranke (bzw. grofite untere Schranke). Die
kleinste obere Schranke sup(M) von M heiit Supremum von M (Bez. sup(M)) und
die grofite untere Schranke heifit Infimum von M (Bez. inf(M)). Ist sup(M) € M,
so ist sup(M) das grofite Element von M, welches wir dann als Mazimum max(M)
von M bezeichnen. Ebenso: ist inf(M) € M, so ist inf(M) das kleinste Element
von M, welches wir als Minimum min(M) von M bezeichnen. Es macht Sinn, die
Bezeichnungen sup(M) und inf(M) auch auf unbeschrénkte Teilmengen von R aus-
zudehenen. Wir sagen dann sup(M) = oo, falls M nach oben unbeschrénkt, und
inf(M) = —oo, falls M nach unten unbeschrénkt. Ist I/ C R ein Intervall, so ist
sup() (bzw. inf(I)) gerade die obere (bzw. untere) Intervallgrenze von I.

§5. Komplexe Zahlen. In diesem Abschnitt wurde der Korper C der komplexen
Zahlen eingefiihrt: C = {z 4+ iy : x,y € R}, wobei ¢ eine (imaginire) Losung der
Gleichung 22 = —1 ist. Aus der Regel i = —1 lassen sich sofort durch formales
Ausrechnen die korrekten Formeln fiir Addition und Multiplikation in C herleiten!
Ebenso folgt aus i2 = —1, dass C keine Anordnung besitzt.! Grofier Vorteil ge-
geniiber R: Jede quadratische Gleichung z? + az +b = 0 in C besitzt mindestens
eine Losung und jede komplexe Zahl z # 0 besitz genau zwei verschiedene Wurzeln
in C.

Ist z = o+ iy € C, so heifit z = x — iy die zu z konjugiert komplexe Zahl und
|z| = v/22 + y? heiBt der Betrag von z. Wichtige Rechenregeln:

(1) (a+1ib)+ (c+id) = (a+c)+i(b+d), (a+1ib)(c+id) = (ac—bd) +i(ad+bc),
‘cljrr—;g = Cz}rdQ(a—i—ib)(c—id).
(2) z- 2=z’ und ¥ = 25, *

Sind z,w € C, so ist |z — w| der Abstand von z zu w in der Ebene. Ganz wichtig:
Dreiecksungleichung: |z + w| < |z| + |w| (bzw. ||z| - |w|| <l|z—w|)

86. Polarkoordinaten, Sinus- und Cosinusfunktionen, komplexe Wurzeln
und Polynome.

Ist ¢ € R, so bezeichne z(¢) den Punkt auf dem Einheitskreis der vom Punkt 1
ausgehend nach Durchlaufen der Streckenldnge |p| auf dem Einheitskreis, entgegen
dem Uhrzeigersinn wenn ¢ > 0 und im Uhrzeigersinn wenn ¢ < 0, erreicht wird.

Da in jedem angeordneten Korper das Element —1 negativ ist, und jede Quadratzahl positiv
ist!

Diese Gleichung liefert eine leichte Faustformel zur Berechnung komplexer Briiche!



Wir definieren dann die Cosinus- und Sinusfunktionen
sin:R—R, cos:R—R
durch

cos(ip) = Re(z(¢)) = 5 (2(¢) + 2(2)),  sin(p) = Im((9)) = - (2() ~ 2(2)).
Wir werden spiiter lernen, dass fiir alle ¢ € R die Gleichung z(p) = €' gilt, woraus
dann die Eulerdarstellungen

e = cos(yp) +isin(yp), cos(p) = %(ew +e7*), sin(p) = 2%,(6"“" —e %)
folgen. Wir definieren die Zahl 7 als den halben Umfang des Einheitskreises. Dann

folgt

Satz 1. Ist 0 # z € C eine beliebige komplexe Zahl, so existiert eine eindeutig
bestimmte Zahl ¢ € [0,27) mit z = |z|(cos(p) + isin(p)) (= |z]e??). 3

Das Paar (|z],¢) € [0,00) x [0,27) heifit Polarkoordinaten von z. Die Zahl ¢ ist
hierbei der Winkel (im Bogenmafl) zwischen der reellen Achse in C und der Ver-
bindungsstrecke von z und 0. Diese Darstellung erlaubt eine schone geometrische
Deutung der Multiplikation in C: Beim Multiplizieren zweier komplexer Zahlen wer-
den die Betrdge multipliziert und die Winkel addiert. Als relativ leichte Folgerung
aus der Polarkoordinatendarstellung komplexer Zahlen erhélt man die Existenz der
n-ten Einheitswurzeln: Die Gleichung 2™ = 1 besitzt in C genau n-verschiedene
Losungen, namlich z; = ei%ﬂ, 0 <l <n.lIst dann 0 # a € C, so existieren genau n
verschiedene komplexe Wurzeln von a, also Losungen der Gleichung w™ = a. Schrei-
ben wir a = |a|e’® in Polarkoordinaten, so siecht man sofort, dass wy = |a|=e'® eine
dieser Losungen ist. Die anderen erhédlt man durch Multiplikation mit den n-ten
Eiheitswurzeln zp,...,2,_1. Wegen zg = 1 folgt also w; = wg - z;, 0 < [ < n sind
genau die n-ten Wurzeln aus a.

Im Rest des Abschnitts haben wir uns mit Polynomfunktionen beschéftigt, also

mit Funktionen der Form
p:C—Cip(z) =) a2*
k=0

mit ay, .. .,a, € C. Sind die Koeffizienten ay, ..., a, reell (bzw. rational), so nennen
wir p reelles (bzw. rationales) Polynom. Ist der hochste Koeffizient a,, # 0, so setzen
wir grad(p) := n. Es gilt:

Satz 2. (Division mit Rest) Es seien f und g Polynome mit g # 0. Dann ezistie-
ren eindeutig bestimmte Polynome q und r mit grad(r) < grad(g) und f =q-g+r.

Sind f und g reell (bzw. rational), so auch q und r.

Als Folgerungen erhalten wir: Ist 0 # f ein Polynom, und it z; € C mit f(z;) =0,
so existiert ein eindeutig bestimmtes Polynom ¢ mit grad(q) < grad(f) und f(z) =
q(2)(z—2) fiir alle z € C. Da nach dem Fundamentalsatz der Algebra (der hier nicht
bewiesen wurde) jedes nichtkonstante Polynom mindestens eine komplexe Nullstelle

z
2|

3Formel fiir @: Ist 2z = z+iy mit y > 0, so ist ¢ = arccos(%); ist y < 0, so ist ¢ = 27r—arccos(|i).

z



6

besitzt, folgt durch Induktion, dass jedes Polynom f mit grad(f) = n eine (bis auf
Vertauschen der Faktoren eindeutige) Zerlegung

fe)=a-(z—21) - (z—22) (2 — zn)

besitzt. Hieraus folgt dann, dass ein Ploynom f mit grad(f) = n hochstens n ver-
schiedene Nullstellen besitzt. Fassen wir gleiche Faktoren zusammen, erhalten wir

eine Zerlegung
fE)=a (z=2)" (2= 2)" (2= 2)",

mit k& +---+ k., =nund zq,..., 2. sind die paarweise verschiedenen Nullstellen von
f. Der i-te Exponent k; heifit dann die (algebraische) Vielfachheit der Nullstelle z;.

Ist f(z) =>4, araz® ein reelles Polynom, und ist z eine komplexe Nullstelle von
f, so ist auch z eine Nullstelle von f. Wegen (z — z;)(x — z;) = 2® + byx + ¢; mit
b; = —2Re(z;),c = |z|* € R, erhalten wir durch geeignetes Zusammenfassen der
komplexen Nullstellen in der obigen Zerlegung von f in komplexe Linerarfaktoren

eine reelle Zerlegung von f der Gstalt
f@)=a-(x—z)" (=2 (2® + byw + ) - (2% + bew + )™,

mit o, 1, ... 2Zs,01,...,0,¢1,...cs ERund Iy + -+ L+ 2(k1 + ... + k) =n.

§7. Konvergenz von Folgen. Sei ) # M eine Menge. Eine Folge in M ist eine
Abbildung N — M;n +— a,,.

Definition 1. Sind (a,),en eine Folge in C und a € C, so sagen wir (a,)nen kon-
vergiert gegen a, wenn zu jedem € > 0 ein N € N existiert mit |a,, — a| < e fiir alle
n € Nmitn > N.

Wichtige Grenzwerte sind (unter anderem):
1) lim,, o0 = = 0 (fiir jedes o > 0).

2) lim,, . 2" = 0 fiir jedes z € C mit |z < 1. *

(

(2)

(3) lim, nw=1= lim,, o0 aw fiir alle @ > 0.

(4) lim,—o(1 + %)™ = e (Definition von ¢; spéter: lim, (1 + £)" = ¢* fiir alle
z € C).

Wichtige Rechenregeln fiir Grenzwerte sind:

b
2) a, — a,b, — aund a, <c, <b, fir alle n > Ny = ¢, — a.

(1) an—>a,bn—>b:>an+bn—>a+b,anbn—>abundg—:—>9(fallsb;é()).

4) Aus 2. und 3. folgt: b, — 0 und |a,, — a| < b, fir alle n € N, so gilt a,, — a.

(2)
(3) a, — a < |a, —a| — 0 (insb. a, — 0 & |a,| — 0).
(4)
(5)

a, — a < Rea, — Reaund Ima, — Ima.

Ferner gilt: a,, — a = |a,| — |a.

(6) Ist (an)nen eine beschrinkte monoton steigende (bzw. fallende) Folge in R,
so gilt lim,,_, a, = sup{a, : n € N} (bzw. lim,,_« a, = inf{a, : n € N}).

“Diese Grenzwerte folgen aus dem Archimedischen Axiom und der Bernoullischen Ungleichung

(siehe die Diskussion zu §1)



Ferner gilt: jede konvergente Folge in C ist beschrankt.

§8. Haufungspunkte, Teilfolgen und Cauchy-Folgen. Ist (a,)nen eine Folge
und ist N — N; k& +— ny eine Abbildung von N nach N mit n;; > n; fir alle k£ € N,
so heilt (ay, )ren eine Teilfolge von (ay,)nen (Wir betrachten also nur die Folgenglieder
mit Index ny, k € N). Einfache Beispiele: nj, = 2k, nj, = 2k — 1,n;, = k* (z.B. ist
(aok)ren die Teilfolge von (a,)nen die entsteht, wenn wir nur die Folgenglieder mit
geradem Index auswihlen).

Wichtige Eigenschaft: Jede Teilfolge (an, )ren einer konvergenten Folge (ay,)nen
ist konvergent und es gilt dann limy_,o ap,, = lim,_o ayp.

Eine Zahl a € R (bzw. C) heifit Haufungspunkt der Folge (a,)nen, falls zu jedem
¢ > 0 unendlich viele Folgenglieder a,, existieren mit |a, — a| < e. Es gilt: a ist
genau dann ein Haufungspunkt von (a,, ),en wenn eine Teilfolge (ay, )ren von (@, )nen
existiert mit a,, — a. Es gilt der folgende fundamentale

Satz 3. (Bolzano-Weierstraf3) Jede beschrinkte Folge in R (oder C) besitzt eine
konvergente Teilfolge.

Fiir reelle Folgen lésst sich dieser Satz noch genauer formulieren. Sei dazu (a,)nen
eine beschrinkte Folge in R. Wir setzen

$p = inf{a, :m>n} und S, :=sup{a, :m>n}.

Dann ist (s, )nen eine nach oben beschrankte monoton wachsende Folge, (S, )nen ist
eine nach unten beschrinkte monoton fallende Folge und es existieren die Grenzwerte

lim a, ;= lim S, und lim a, := lim s,.

n—oo n—oo

lim a,, heiBt Limes Superior und lim a, heifit Limes Inferior von (@n)nen. Man kann
dann zeigen, dass lim a, (bzw. lim a,) der groBte (bzw. kleinste) Haufungspunkt
der Folge (ay)nen ist.

Definition 2. Eine Folge in C heifit Cauchy-Folge, falls zu jedem ¢ > 0 ein N € N
existiert mit |a, — an,| < € fir alle n > N.

Es ist leicht zu sehen, dass jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist. Umge-
kehrt konnten wir mit Hilfe des Satzes von Bolzano-Weierstrafl zeigen:

Satz 4. Jede Cauchy-Folge in C ist konvergent.

Tatséchlich liefert der obige Satz eine Charakterisierung der Vollsténdigkeit von
R mit Hilfe von Cauchy-Folgen. Man kann sogar zeigen (dieser Satz wurde nicht in

der Vorlesung formuliert und dient hier nur zur zusétzlichen Information):

Satz 5. (Vollstindigkeit von R). Setzen wir die Anordnung von R und das Ar-
chimedische Aziom als gegeben voraus, so sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) Es gilt das Intervallschachtelungsprinzip (siehe oben).

(2) Jede nach oben beschrinkte nichtleere Teilmenge M C R besitzt ein Supre-
mum.

(3) Jede nach oben beschrdnkte monoton wachsende Folge (ay,)nen ist konvergent.



(4) (Bolzano-Weierstrafl) Jede beschrinkte Folge (a,)nen besitzt einen Haufungs-
punkt.

(5) Jede beschrinkte Folge (a,)nen besitzt eine konvergente Teilfolge.

(6) Jede Cauchy-Folge (a,)nen ist konvergent.

89. Reihen.

Definition 3. Eine Reihe ist eine formale unendliche Summe Zzo:no a, mit a,, € C

n=n

(Sk)ken definiert durch s, = Zﬁ:no a, konvergiert, und dann heifit Zzo:no ay, =

limy, .o s, der Wert der Reihe. Die Reihe Y °7 ) an heifit absolut konvergent falls die

n=n

und ng € Z. Eine Reihe Y °° , @n heiit konvergent, falls die Folge der Partialsummen

Reihe der Betrige » " |a,| konvergiert.

Wichtige Reihen sind:

(1) (Harmonische Reihe) >, L ist divergent (d.h. nicht konvergent).
(2) Ist oo > 0, so ist Y2, = genau dann konvergent, wenn o > 1. °
(3) (Geometrische Reihe) Y7 (2" ist konvergent fiir alle z € C mit |z| < 1 und

divergent fiir |z| > 1 (folgt aus der Formel fiir die geometrische Summe).

Bei der Untersuchung von Reihen spielen die Konvergenzkriterien eine herausragen-
de Rolle:

(1) (Cauchy-Kriterium) > >°

n=ng

e > 0ein N € N existiert mit

a, ist konvergent genau dann, wenn zu jedem
S an| <efiiralle ] >k > N (folgt sofort

aus dem Cauchy Kriterium fiir Folgen).

(2) Ist > an konvergent, so ist (an)nen eine Nullfolge (folgt leicht aus 1.)°.

(3) (Majoranten-Minoranten-Kriterium) Ist 2 b, absolut konvergent und
la,| < |by| fiir alle n > ng, so ist Y7 a, (absolut) konvergent und
|Z;°O:n0 an| < > g 1bn] (Insbesondere folgt: Jede absolut konvergente Rei-
he ist konvergent).
Ist > 07, |ba| divergent und [b,| < a,, fiir alle n > ng, so ist auch 77 a,
divergent (folgt beides aus dem Cauchy-Kriterium).

(4) (Leibniz-Kriterium) Ist (ap)neny eine monoton fallende Nullfolge, so ist

> (=1)"a, konvergent. Insbesondere folgt, das Y~ , (_i)n konvergent ist

n=1
(diese Reihe ist aber nicht absolut konvergent).
(5) (Wurzelkriterium) Sei v := lim|ay,|=. Ist o < 1, so ist > g O absolut kon-

[e.e]
n=n

vergent. Ist o > 1, soist )7 a, divergent (folgt aus Majorantenkriterium

und Vergleich mit geometrische Reihe)”.

SWurde gezeigt fiir o € Q. Fiir @ € R* folgt die Aussage dann leicht mit dem Majoranten-
Minoranten-Kriterium

5Die Umkehrung gilt nicht, da % — 0 aber 270;1 % ist nicht konvergent

"Fiir die (absolute) Konvergenz reicht es aus, dass ein 0 < @ < 1 und ein Ny € N existieren mit
|an|% < « fiir alle n > Ny. Es reicht aber nicht, dass \anﬁ < 1 fiir alle n > Np! Erinnerung: Ist
(bp)nen eine beschrinkte Folge in R, so ist limb,, = lim,, . (sup{bx : k& > n}). Ist (b,)nen nach

oben unbeschriankt, so setzen wir limb,, = co.



(6) (Quotientenkriterium) Sei a, # 0 fiir all n > Ny und es existiere a :=

lim,, o |“‘Z:|1‘ Ist o < 1, s0ist Y 7 @, absolut konvergent, und ist o > 1,

so ist die Reihe divergent®.
(7) (Beschrianktheitskriterium) > >

n=n

wenn ein C' > 0 existiert mit Zz:no la,| < C fur alle k € N (folgt sofort aus

dem Konvergenzkriterium fiir monotone Folgen).

, @n ist absolut konvergent genau dann,

Absolut konvergente Reihen haben die schone Eigenschaft (im Gegensatz zu nor-
mal konvergenten Reihen), dass jede Umordnung einer absolut konvergenten Reihe
wieder absolut konvergent ist, und dass der Wert der umgeordneten Reihe gleich
dem Wert der urspriinglichen Reihe ist. Dariiberhinaus gilt fiir absolut konvergente
Reihen die Produktformel (Cauchy-Produkt)

<§: an> (i bn) = i Cn, Mit ¢, = Zn:albnl.
n=0 n=0 n=0 1=0

Hieraus folgt die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion

o0

exp: C — C;exp(z) = Z

n=0

Z'I’L

n!
(die Reihe konvergiert fiir alle z € C nach dem Quotientenkriterium). Es gilt

exp(z + w) = exp(z) exp(w) Vz,w € C.

§10. Potenzreihen. Ein wichtiger Grund fiir die Betrachtung von Reihen ist die
Tatsache, dass viele Funktionen (z.B. exp, sin, cos) eine Reihendarstellung besitzen.
Eine Potenzreihe ist eine Reihe Y~ ja,(z — 2)", wobei z eine komplexe Variabel
ist. Ist D ={z € C:> 2 a,(z—z)" ist konvergent}, so erhalten wir eine Funktion
f D — C durch die Vorschrift f(z) = Y " a,(z — 2)". Natiirlich sind wir aus
diesem Grunde sehr daran interessiert fiir eine gegebene Potenzreihe die Menge D

zu bestimmen. Aus dem Wurzelkriterium fiir Reihen folgt:

Satz 6. Sei )~ an,(z — 2)" eine Potenzreihe und sei o := lim|ay|= (dieser Wert
ist 0o, falls {|an|® : n € N} unbeschrinkt). Ist dann R := L (wobei R = 0, falls
a = o0 und R = oo, falls o = 0), so gilt: Y7 s an(z — z)"
fiir alle z € C mit |z — 29| < R und Y~ an(z — 20)" ist divergent fir alle z € C

mit |z| > R.

st absolut konvergent

Der Wert R im obigen Satz heifit Konvergenzradius der Potenzreihe
Yo gan(z — 29)™. R ist eindeutig charakterisiert durch die Eigenschaft, dass die
Reihe >~ ja,(z — 29)™ auf dem offenen Kreis um 2z, mit Radius R konvergiert und
auBerhalb des abgeschlossenen Kreises um zy mit Radius R divergiert. Auf dem
Kreisring {z € C: |z — z9| = R} kann beides vorkommen, und deshalb miissen diese
Werte im allgemeinen gesondert betrachtet werden. Eine oft bequeme Moglichkeit

8Auch hier geniigt fiir die Konvergenzaussage die Existenz von 0 < o < 1 und Ny € N mit

% < «a fiir alle n > Ny. Achtung: Es reicht nicht % < 1 fiir alle n > Nj. Betrachte hierzu

Yotia



10

den Konvergenzradius zu berechnen liefert das

Quotientenkriterium: Ist a, # 0 fiir n > Ny und existiert « := lim,,_ fan] > 5O
ist R := X der Konvergenzradius der Potenzreihe Y > ja,(z — 2)".

Wichtige Potenzreihen mit Konvergenzradius oo sind

o o ‘ o0 . z2n+1 oo . ZQn
exp(z) = prk sin(z) = Z(—l) m; cosz = Z(—l) o)l
n=0 n=0 n=0

811. Stetige Funktionen.

Definition 4. Ist ) # D C C und ist f : D — C eine Funktion, so heifit f
(folgen-)stetig in zy € D falls gilt: Fiir jede Folge (2,)neny in D mit 2z, — 2z, gilt
f(zn) — f(20). f heifit stetig, falls f in jedem Punkt zg € D stetig ist.

Eine alternative (und #quivalente) Definition fiir Stetigkeit in zy € D ist die
folgende:

Definition 5. f : D — C heifit (e-0) stetig in zp € D falls gilt: Zu jedem € > 0
existiert ein ¢ > 0, so dass fiir alle z € D gilt: |z — 20| < d = |f(2) — f(20)| < &.

Die wichtigsten Rechenregeln fiir stetige Funktionen sind:

(1) Sind f,g : D — C stetig, so sind auch f+g: D — C,f-g: D — C stetig,
und ist Dy = {z € D : g(z) # 0}, so ist auch § : Dy — C stetig (folgt aus
entsprechegnden Rechenregeln fiir Folgen). ’

(2) Sind f : D — Cund g : E — C stetig und ist f(D) C FE, so ist auch
go f: D — C stetig.

(3) Ist f(2) =D 0"y an(z — 2)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0,
so ist f stetig auf Ug(zg) = {z € C: |z — 2| < R}.

Insbesondere sind alle Polynome und alle rationalen Funktionen auf ihren Definiti-
onsbereichen stetig. Ferner sind exp,sin, cos, z — |z|, z — Rez, z — Im z stetig.
Ebenso ist f : [0,00) — R; f(z) = x* fiir alle @ > 0 stetig. Ferner sind Umkehr-
funktionen f~!': f(I) — I von jeder streng monoton wachsenden (bzw. fallenden)
Funktion f : I — R stetig, wenn I C R ein Intervall ist. Mit Hilfe der obigen Regeln

kann man aus diesen Grundfunktionen viele weitere stetige Funktionen erzeugen.

§12. Konvergenz von Funktionenfolgen Sei () # D C C und seien f, : D — C
und f : D — C Funktionen. Dann sagen wir: die Funktionenfolge (f,)nen konver-
giert punktweise gegen f, wenn fiir alle z € D gilt, dass f,(z) — f(z). Stetigkeit der
Funktionen f,, wird im allgemeinen leider nicht auf den punktweisen Limes f ver-
erbt, z.B. konvergiert die Folge von stetigen Funktionen f, : [0,1] — R; f,(t) = t"
punktweise gegen die in 1 unstetige Funktion f:[0,1] — R; f(t) = {9 frt<11.
Bessere Vererbungseigenschaften erhalten wir bei gleichmdfSiger Konvergenz der
Funktionenfolge: wir sagen (f,,)nen konvergiert gleichméaflig gegen f, wenn zu jedem

e > 0ein N € N existiert mit |f,(2) — f(2)| < € fiir alle n > N und fiir alle
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z € D (bei punktweiser Konvergenz héingt die mogliche Wahl von N auch von der
betrachteten Stelle z € D ab). Hier folgt mit einem leichten £-Argument:

Satz 7. Ist f : D — C der gleichmdj$ige Limes der stetigen Funktionen f,, : D — C,

so ist auch f stetig.
Wichtige Beispiele fiir gleichméfBige Konvergenz sind gegeben durch Potenzreihen:

Satz 8. Ist ) " an(z — 20)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0, so
gilt fir jedes 0 < r < R: die Funktionenfolge (fy)ren definiert durch fi(z) :=
S an(z — 20)" konvergiert auf der abgeschlossenen Kugel B,(z) == {z € C :

n=ng

|z — 20| < 1} gleichmifig gegen die durch die Potenzreihe gegebene Funktion f(z) =
Z'Zozno CLn(Z - Zo)n'

Kombinieren wir die beiden obigen Sitze, und nutzen wir aus, dass Stetigkeit in
einem Punkt z € D eine lokale Eigenschaft ist, d.h. nur von den Funktionswerten in

einer kleinen Umgebung von 2z abhéngt, erhalten wir als wicthtige Folgerung

Folgerung 9. Ist Z;O:no a,(z—29)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0,
so ist die Funktion f : Ug(z0) — C; f(2) = Y00 an(z — 20)™ stetig.

n=ng

Gleichméflige Konvergenz von Funktionenfolgen kann man auch mit Hilfe der
Supremums-Norm beschreiben: Ist f : D — C eine beschrankte Funktion, so setzen
wir

1fllp = sup{[f(2)] : = € D}.
Dann gilt: die Folge von Funktionen f,, : D — C konvergiert genau dann gleichméaflig

gegen f: D — C, wenn ||f,, — f||p — 0 gilt. Hieraus kann man leicht ein weiteres

interessantes Resultat fiir unendliche Summen von Funktionen herleiten:

Satz 10. Seien g, : D — C Funktionen mit >~ ||gn|lp < 00. Dann konvergiert
fiir jedes z € D die Reihe f(z) =Y ", gn(2) absolut, und die Folge fy, : D — C,
fr(z) = Zizlgn(z) konvergiert gleichmdfSig gegen f. Insbesondere folgt: sind alle
gn stetig, so ist auch f stetig.

Den obigen Satz kann man zum Beispiel auf die Funktion

fRoR f(z) = Z sin:;zx)

anwenden, denn ||z — Si“i;“) |r = % und Y7, % ist konvergent.
812. Der Zwischenwertsatz und stetige Funktionen auf kompakten In-

tervallen. Als erstes wurde in diesem Abschnitt der wichtige Zwischenwertsatz fiir

stetige Funktionen bewiesen:

Satz 11 (ZWS). Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann existiert zu jedem
v € [f(a), f(B)] (bzw. v € [f(b), f(a)] falls f(b) < f(a)) ein c € [a,b] mit f(c) =1

Als direkte Folgerung dieses Satzes erhélt man die wichtige Tatsache, dass fiir
jede stetige Funktion f: I — R mit I C R Intervall, auch das Bild f(I) C R wieder
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ein Intervall ist. Diese Tatsache wird sehr h&ufig benétigt, um die Bilder stetiger
Funktionen zu berechnen. Als interessante Anwendungen erhélt man zum Beispiel
die Resultate, dass jedes ungerade reelle Polynom p : R — R surjektiv ist, oder

dass die Tangens-Funktion tan : (=75, 5) — R bijektiv ist, und daher (da monoton
wachsend) eine stetige Umkehrfunktion arctan : R — (=7, ) besitzt.

Fiir stetige Funktionen auf kompakten Intervallen erhélt man durch eine Anwen-
dung des Satzes von Bolzano-Weierstrafl den folgenden sehr wichtigen Satz:

Satz 12. Seien a,b € R mit a < b und sei f : [a,b] — R stetig. Dann existieren
x1, 22 € [a,b] mit f(x1) < f(x) < f(xg) fiir alle x € [a,b], d.h. f nimmt auf [a,b]
sein Minimum und sein Mazimum an.

Fiir komplexe stetige Funktionen f : [a,b] — C folgt zumindest die Existenz eines
Punktes z; € [a,b] mit |f(z)| < |f(z1)] fiir alle z € [a,b]. Insbesondere ist jede
stetige Funktion auf einem kompakten Intervall beschrankt! Kombiniert man den
obigen Satz mit dem Zwischenwertsatz, so erhdlt man: ist f : [a,b] — R stetig, so
gilt f([a,b]) = [m, M] mit m = inf{f(z) : « € [a,b]}, M = sup{f(x): x € [a,]]}.

Ein wichtiger neuer Begriff in diesem Abschnitt war der Begriff des Funktionen-
Grenzwerts: Ist () £ D C C, so definieren wir den Abschluss D von D durch

D :={z € C:3Folge (zn)ney in D mit z, — z}.
Sind dann f : D — C eine Funktion, 2y € D und d € C, so definieren wir

lim f(2) =d: <= fir jede Folge (z,)nen in D mit z, — 2o gilt f(z,) — d.

zZ—20

Ganz &hnlich definiert man dann lim,_,,, f(z) = +oo. Ist D C R nach oben (bzw.
unten) unbeschrinkt, so definieren wir lim, .., f(z) = d (bzw. lim,_,_, f(z) = d)
fiir d € C oder d = fo00, durch

lim f(z) =d: <= fiir jede Folge (z,,)nen in D mit z,, — oo gilt f(z,) — d

T—00

(bzw. mit oo ersetzt durch —oo). Ist I C R ein Intervall mit den Intervallgrenzen

a,b (wobei a auch —oo und b auch oo sein kann), so gilt fiir jede monoton wachsende

Funktion f: I — R
lim f(x) =c¢ und lim f(z) =d,

T—a z—b
mit
c:=inf{f(z):x€l} und d:=sup{f(z):xe€l}

die Intervallgrenzen des Intervalls f(I). Ist f : I — R monoton fallend, so gilt ent-
sprechend lim,_, f(x) = d und lim,_;, f(z) = ¢ mit ¢, d wie oben.

§11. Die Exponentialfunktion. Eine der wichtigsten Funktionen in der Mathe-
n=0 %7:

Potenzreihen im Inneren des Konvergenzkreises ist exp stetig auf ganz C, und

matik ist die Exponentialfunktion: exp(z) = > . Wegen der Stetigkeit von
aus dem Cauchy Produkt fiir Reihen folgt die Funktionalgleichung exp(z + w) =
exp(z) exp(w). Eine andere Darstellung der Exponentialfunktion erhdlt man durch
die Gleichung exp(z) = lim,_.o(1 + £)". Insbesondere gilt exp(1) = e. Ferner gilt
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exp : R — RT ist streng monoton wachsend und surjektiv (ZWS) und damit exi-
stiert eine stetige Umkehrabbildung In : RT — R fiir exp (In heift der natiirliche
Logarithmus). Mit Hilfe der Exponentialfunktion und des In kénnen nun allgemeine
Potenzen definiert werden: Ist @ > 0 und z € C, so setze a* := exp(zlna). Wegen
Ine = 1 folgt insbesondere exp(z) = e” fiir alle z € C. Interessante Eigenschaften der
Exponentialfunktion und des Logarithmus sind: exp(z) geht fiir x — oo schneller
gegen unendlich als jede feste Potenz von x (genauer: lim,_. “cf—: = 0 fiir alle n € N).

Umgekehrt gilt fiir den Logarithmus: lim, 12—’” — 0 fiir jedes a > 0, also konver-

giert In(x) langsamer gegen unendlich als jede (noch so kleine) positive Potenz von
x.

Mit Hilfe der Exponentialfunktion kénnen auch die trigonometrischen Funktionen
sin und cos beschrieben werden, bzw. zu Funktionen auf ganz C fortgesetzt werden.
Es gelten

1 > Z2n+1 e 2n

sin(z) = Z(eiz_e_iz) _ Z(_l)nm; cos(z) = %(eiz+e—iz) _ Z(_l)n@n)!

§15. Differenzierbare Funktionen. In diesem Abschnitt haben wir die Diffe-
renzierbarkeit von Funktionen f : I — R (bzw. C) untersucht. Das grundlegende
Problem ist hierbei die Frage, ob und wie wir die Steigung der Funktion an einer
Stelle zy € I berechnen konnen. Geometrisch bedeutet dies natiirlich die Steigung
der Tangente am Graphen von f an der Stelle (zo, f(20)) zu berechnen. Die Idee
hierfiir ist ganz einfach: betrachte zu Punkten z in der Ndhe von zy die Steigung
der Sekante durch die Punkte (x, f(z)) und (zo, f(x¢)). Diese ist gegeben durch den
Differenzenquotienten
f(x) — f(@o)
x — T

Lassen wir dann z gegen x laufen, so sollten sich die Sekanten (und dann auch ihre
Steigungen) der Tangente (bzw. der Steigung der Tangente) im Punkt (zo, f(z0))
anndhern, zumindest wenn wir einen verwertbaren Grenzwert erhalten. Diese Uber-

legungen fiihren zu

Definition 6. Seien I C R ein echtes Intervall und f : I — C eine Funktion. Dann
heifit f differenzierbar im Punkt xo € I, falls
f(z) — f(@o)

x—x0 T — X
existiert. Der Wert f’(x) heifit Ableitung von f an der Stelle xq. f heifit differen-
zierbar, falls f in jedem Punkt zy € I differenzierbar ist.

Erste wichtige Ableitungen sind
(1) (z%) = az®L, fiir a # 0 (auf den jeweiligen Definitionsbereichen);
(2) exp'(x) = exp(z);
(3) sin’ z = cosx,cos’ x = —sin .
Im allgemeinen kann man viele Ableitungen mit Hilfe von Ableitungsregeln berech-
nen. Sind f und g differenzierbar, so gilt:
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(1) (Summenregel) (f +g)'(z) = f'(z) + ¢'(x);

(2) (Produktregel) (f-g)'(x) = f'(x)g(x) + ¢ (x) f(2);

! / /
(3) (Quotientenregel) (5) (z) =1 (x)g(”;)gzg)(x)f@) (wenn g(z) # 0);

(4) (Kettenregel) (f o g)'(x) = f'(g9(x))g (x);

(5) (Umkehrfunktion) (f~!)(y) = m, falls f=1 stetig und f'(f~'(y)) # 0.

Zum Beispiel gilt
' (y) 1 1 1
n = = = —.
Y ew(ing)  exp(ng) g

Ist f in x( differenzierbar, so ist f auch stetig in xy. Die Umkehrung gilt aber nicht:

Die Funktion x +— |z| ist stetig, aber nicht differenzierbar in 0.

§16. Mittelwertsitze der Differentialrechnung. Sehr wichtig bei Anwendungen
der Differentialrechnung sind die Mittelwertsétze. Zunéchst haben wir gezeigt: i st
xo € (a,b) ein lokales Extremum der differenzierbaren Funktion f : (a,b) — R, so
ist f'(z¢) = 0. Hieraus haben wir den Satz von Rolle hergeleitet, der besagt, dass
fiir jede stetige Funktion f : [a,b] — R, die auf (a,b) differenzierbar ist, und die
f(a) = f(b) erfiillt, ein xy € (a,b) existiert mit f'(zo) = 0. Als leichte Anwendung
erhielten wir den ersten Mittelwertsatz:

Satz 13 (1. MWS). Seien a < b und f : [a,b] — R stetig und differenzierbar auf
(a,b). Dann existiert ein xo € (a,b) mit

f/(xo) _ f(b[z : i(a) 9

Der erste Mittelwertsatz hat viele interessante Folgerungen. Ist I C R ein echtes
Intervall und f : I — R differenzierbar, so folgt

(1) Ist f'(xz) =0 fiir alle z € I, so ist f konstant.

(2) Ist f'(x) > 0 (bzw. f'(x) > 0) fiir alle z € I, so ist f (streng) monoton
wachsend.

(3) Ist f'(z) < 0 (bzw. f'(x) < 0) fiir alle x € I, so ist f (streng) monoton
fallend.

(4) Ist f'(xo) = 0 und f"(z) > 0 (bzw. f"(x¢) < 0), so liegt in xy ein lokales
Minimum (bzw. Maximum) der Funktion f vor. Man beachte hier: liegt x
im Inneren des Intervalls, so ist f’(z9) = 0 eine notwendige (aber keine
hinreichende) Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums von f
an der Stelle zy. Die Randpunkte des Intervalls (wenn im Intervall liegend)

miissen immer gesondert betrachtet werden!
Der zweite Mittelwertsatz ist eine Verallgemeinerung des ersten Mittelwertsatzes

und folgt ebenfalls aus dem Satz von Rolle:

9Das heiBt: es existiert ein zo € (a,b) so, dass die Steigung der Tangente an f(zo) mit der
Steigung der Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) tibereinstimmt.
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Satz 14 (2. MWS). Seien a < b und f,qg : [a,b] — R stetig und differenzierbar auf
(a,b). Ist ¢'(x) # 0 fir alle v € (a,b), so existiert ein xy € (a,b) mit

f'(@o) _ f(b) — f(a)
g (wo)  g(b) —g(a)

(insb. gilt g(b) # g(a)).*°

Der zweite Mittelwertsatz wurde zur Herleitung der Regel von L’Hospital benutzt:

Regel von L’Hospital: Seien f, g : (a,b) — R differenzierbar und seien g(x), ¢'(z) #
0 fiir alle x € (a,b). Ist dann lim, ., f(x) = lim,_, g(x) = 0 (bzw. £00), so gilt
lim,_., % = lim,_,, %, falls letzterer existiert (hierbei darf als Grenzwert auch

+00 herauskommen). Eine analoge Aussage gilt auch fiir © — +oo. Eine Anwen-

dung:

lim vl = lim & Hiim (In(z) + 1)exln($) = —00,

x—0 x r—0 xT z—0 1
wobei letzteres aus den in der Vorlesung gezeigten Grenzwerten lim, o In(z) = —oc0
und lim, .oz In(z) = 0 folgt (woraus dann auch lim, .oe**®) = lim, 2% = 1
folgt).

§17. Das Riemann Integral. In diesem Abschnitt haben wir den Integralbegriff
nach Riemann eingefiihrt. Dazu sei f : [a,b] — R eine beschriankte Funktion. Wir
wollen die zwischen z-Achse und dem Graphen von f eingeschlossene Fléiche berech-
nen, wobei wir alle Fldchen oberhalb der x-Achse positiv und alle Flachen unterhalb
der z-Achse negativ berechnen wollen. Die Grundidee hierfiir ist die gegebene Funk-
tion moglichst gut von oben und von unten durch Treppenfunktionen zu approximie-
ren, und dann das Integral von f als Grenzwert (bzw. Supremum und/oder Infimum)
der Integrale der Treppenfunktionen zu berechnen. Eine Treppenfunktion ist eine
Funktion ¢ : [a,b] — R, so dass eine Zerlegung Z = {a = tqg < t; < --- < t,, = b}
und Zahlen aq,...,a, € R existieren mit

o(r) =ay fiir alle z € (tp_1,tx) und 1 < k < n.

Ist ¢ eine solche Treppenfunktion, so definieren wir den Inhalt von ¢ durch

I(p) == Zak(tk —lp-1),

was genau dem Fliacheninhalt der Fliche zwischen z-Achse und dem Graphen der
Treppenfunktion ¢ : [a,b] — R entspricht. Schreiben wir T'[a, b] fiir die Menge aller
Treppenfunktionen auf [a, 0], so definieren wir

Definition 7. Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann heifit
O(f) = nf{I(¢) : ¢ € Tla,b], f <4}

das Oberintegral von f und
U(f) = nf{I(p) : ¢ € Ta,b], o < f}

19Der erste MWS folgt aus dem zweiten mit g(z) =
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das Unterintegral von f. f heifit (Riemann-) integrierbar, falls O(f) = U(f) und
dann setzen wir

/ f(x)dz == O(f) (=U(S)).

Nicht alle beschrankten Funktionen sind integrierbar. Zum Beispiel gilt fiir die
Funktion

Fr0 =R f@) = {1 e )
dass U(f) = 0 und O(f) = 1 # 0, und damit ist f nicht Riemann-integrierbar.'!

Ein niitzliches Hilfsmittel zur Untersuchung der Integrierbarkeit von Funktionen
liefert der folgende Satz

Satz 15. Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann sind dquivalent:

(1) f ist integrierbar.

(2) Zu jedem € > 0 existieren Treppenfunktionen p,v € Tla,b] mit o < f <)
und I(¢ — ) < e.

(3) Es emistieren Folgen (¢n)nen und (¥n)nen in Tla,b] mit o, < f < 1, fir
alle n € N und I(¢, — pn) — 0.

Sind diese Bedingungen erfillt und sind (@n)nen und (Un)nen wie in (8), so folgt
zudem

L/%ij)dx:: lim 1(p,) = lim 1(,).

Mit Hilfe dieses Satzes kann man dann ganz schnell die folgenden Eigenschaften

des Integrals nachweisen: Sind f, g : [a,b] — R integrierbar, so gilt

e f+g:a,b — R ist integrierbar und es gilt

/ (4 g)() d = / ) do / gl de.

o Ist f < g, so gilt auch fabf($) dr < fabg(zv) dx

e Sind f*, f~ : [a,b] — R definiert durch

fH(x) = max{f(x),0}, [~ (z)=—min{f(z),0},
so sind f*, f~ und |f | fT + [~ integrierbar. Ferner gilt immer

< [ V@ha

e Sind a,b,c € R mit a < b < cund ist f : [a,c] — R gegeben mit f
inetegrierbar tiber [a,b] und [b, |, so ist f auch integrierbar tiber [a,c] und

/f m_/f m+/f

Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar. Aber noch wichtiger ist:

x)dx

es gilt

HEg gibt aber einen besseren Integralbegriff, das Lebesgue-Integral, wo diese Funktion integrier-
bar ist. Es gilt dann fo f@)de=1.
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Satz 16. Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar und fir das Integral
qilt die Formel

n—oo N n

b n
/ f(z)dz = lim b_aZf(a+kb_ ).
a k=1

Dieses zentrale Resultat folgt aus Satz 15 zusammen mit der wichtigen Tatsache,
dass jede stetige, auf einem kompakten Intervall definierte Funktion f : [a,b] — C
sogar gleichmdf$ig stetig ist, d.h. zu jedem ¢ > 0 existiert ein > 0, so dass fiir alle
x,y € [a,b] gilt:

[z —yl <6 = |f(z) = fly)| <e.
Beachte, dass bei der gleichméfigen Stetigkeit das d nur in Abhéngigkeit von e
gewihlt werden kann, wohingegen bei der gewohnlichen Stetigkeit einer Funktion f :
D — C das ¢ von € und einem gegebenen Punkt xq € D abhéngt. Als Beispiel dafiir,
das gleichméflige Stetigkeit im allgemeinen echt stiarker als gewohnliche Stetigkeit
ist, betrachten wir die Funktion f : (0,1) — R; f(z) = 1. Diese Funktion ist stetig,
aber nicht gleichméflig stetig, denn zu ¢ = 1 und beliebigem § > 0 folgt fiir alle
n >max{3,1}, dass |2 — 5-| = 5= < d aber |f(2) — f(55)|=|n—2n|=n>1=¢.

Ein weiterer wichtiger Satz in diesem Abschnitt ist der Mittelwertsatz der

Integralrechnung: Sind f, ¢ : [a,b] — R stetige Funktionen mit g > 0, so existiert

ein xg € [a,b] mit

o) [ owyae = [ o) ar

Im Fall g = 1 folgt hieraus die Tatsache, dass jede stetige Funktion f : [a,b] — R
auf [a, b] seinen Mittelwert annimmt, d.h. es existiert ein z( € [a,b] mit

f(xo):bia/ f(x) da.

Der Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt leicht aus dem Zwischenwertsatz fiir

stetige Funktionen und der Tatsache, dass fiir jedes stetige g : [a,b] — R mit g > 0
(d.h. g > 0 und es existiert mindestens ein z € [a, b] mit g(z) > 0) auch f;g(aj) dx >
0 gilt (Achtung! Dies gilt im allgemeinen nicht, wenn g nicht stetig ist!).
Schlielich haben wir noch einige zusétzliche Notationen eingefiihrt: ist f : [a, b] —
C eine komplexe Funktion, so heifit f integrierbar, wenn Re(f), Im(f) : [a,b] — R

integrierbar sind, und dann setzen wir

/abf(a:) dx = /abRe(f)(x) d:(}—i-i/ablm(f)(q;) da.

Ferner setzen wir fiir jede integrierbare Funktion f : [a,b] — C:

/baf(x) iy = —/abf(x) da.

§18. Der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung. Ist / C R ein
Intervall und ist f : I — C eine Funktion, so heifit eine Funktion F' : I — C
Stammfunktion von f, falls F' differenzierbar ist und F’ = f gilt. Sind F,G : [ —
C zwei beliebige Stammfunktionen von f, so existiert eine Konstante ¢ € C mit
F(z) = G(z) + ¢ fiir alle x € I. Dies folgt aus der Tatsache (die wir aus dem 1.
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MWS der Differentialrechnung gefolgert haben), dass eine differenzierbare Funktion
g : I — C mit Ableitung ¢’ = 0 konstant sein muss. Angewandt auf g = F' — G folgt
dann, dass F' — G konstant ist, denn (FF - G) = F' -G = f— f=0.

Satz 17 (Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung). Sei f : I — C eine
stetige Funktion und sei a € I fest gewdhlt Dann gelten

(1) Ist F': I — C definiert durch F(z f f(t)dt, soist F eine Stammfunktion
von f.
(2) Ist G eine beliebige Stammfunktion von f, und ist b € I beliebig, so gilt

/ F@)dz = Gb) — Gla).

Die Aussage in (2) ist eine direkte Konsequenz aus (1) und der obigen Diskussion,
denn ist ' wie in (1) und G : I — C eine beliebige weitere Stammfunktion von f,
so existiert ein ¢ € C mit G(z) = F(z) + ¢ fur alle € I, und dann folgt

G(b) — G(a) = F /f dt—/f t)dt = /f

Fiir den Beweis der ersten Aussage zerlegt man zunéchst f in Realteil und Ima-
gindrteil um 0.B.d.A. annehmen zu konnen, dass f reell ist. Dann ist der Beweis
eine relativ leichte Folgerung aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Als Konsequenz des Hauptsatzes folgt, dass zur Berechnung des Integrals fab f(z)dx
einer stetigen Funktion f die Berechnung einer Stammfunktion F' : I — C von
groflem Nutzen ist, da wir dann Integrale mit beliebigen Grenzen einfach durch Ein-

setzen der Grenzen in die Stammfunktion berechnen konnen. Es ist hier niitzlich

/f(l’) dx

einzufiithren. Dieses steht fiir die Gesamtheit aller Stammfunktionen von f. Ist eine

das unbestimmte Integral

konkrete Stammfunktion F': I — C fiir f gegeben, so schreiben wir

/f(x) dz = Flz) +

wobei c fiir eine Konstante ¢ € C steht. Wichtige Stammfunktionen sind:

1) [a%de = 272" 4 ¢, wenn a # 1,a € C und z € (0, 00);

2) [a"dr = - 1 "t 4, wenn n € Z\ {—1}, . € R\ {0} (bzw. z € R, wenn

n € Ny);

3) [Lde =In(|z]) + ¢, 2 € R\ {0};

4) [e"dr=e"+c, x €R;

5) fsm Jdr = —cos(z) + ¢, [cos(x)dr =sin(x)+c, x € R;
6) [ 5z do = arctan(z) 4 ¢, v € R;

) [ ﬁ dr = arcsin(z) + ¢, z € (—1,1).

Im allgemeinen ist es aber viel schwieriger Stammfunktionen zu berechnen als um-
gekehrt Ableitungen auszurechnen. Oft ist es sogar unmoglich eine Stammfunktion
in geschlossener Form (also als Kombination bekannter Funktionen) auszurechnen
(man versuche zum Beispiel eine Stammfunktion der Funktion f : R — R; f(z) = e*°
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zu berechnen). Einige Hilfsmittel fiir die Berechnung von Stammfunktionen kann
man aber aus den Ableitungsregeln herleiten. Als erstes Beispiel betrachten wir die
Produktregel fiirs Differenzieren. Diese liefert das Verfahren

Partielle Integration: Seien f,g : [ — C zwei stetig differenzierbare Funktionen
(d.h. f, g sind differenzierbar und die Ableitungen f’, ¢’ sind stetig). Die Produktre-
gel liefert

(f-9)=f-9+f-4d.

Durch Umordnen folgt hieraus
frrg=(-9'=f9"

Integrieren auf beiden Seiten liefert

[ Fi@gtedo = 0= [ 1) )i+

fiir die unbestimmten Integrale, bzw.

b
/ F@ga)dr = (1) g@) [ = [ f0) o @) o

fiir die bestimmten Integrale, wobei fiir eine beliebige Funktion h der Ausdruck

x) ‘Z fiir die Differenz h(b) — h(a) steht. Im Vorlesungsmanuskript finden Sie einige
Beispiele fiir diese Methode. Interessant ist insbesondere, dass man mit Hilfe der
partiellen Integration oftmals recht gut Stammfunktionen von Umkehrfunktionen
berechnen kann, indem man als zusétzlich Funktion die Einsfunktion (als f’) einfiigt:
zum Beispiel gilt

'=1,9=In(z 1
/ln(a:)dx:/l-ln(x)dxf l’gzl()x-ln(x)—/x—dm:x-ln(a:)—x+c.

X

Analog rechnet man

/arctan(z) dr = / 1 - arctan(z) dr = x arctan(x) — /

Das auf der rechten Seite aufgetauchte Integral [ 152 dx berechnet man mit der

T

14 22 dr.

Substitutionsregel: Diese basiert auf der Kettenregel fiir die Ableitung. Sei f :
I — C eine stetige Funktion und sei F': I — C eine Stammfunktion fiir f. Ferner
sei u : J — [ eine stetig differenzierbare Funktion. Dann folgt mit der Kettenregel

(Fou)(z) = F'(u(x))u'(x) = f(u(x))u'(x)
Integrieren auf beiden Seiten (und Vertauschen der Seiten) liefert
u(b)

/ Flu(z) (z) dz = / (Fou)(z)dr = Fub)) — Flu(@)) = |  f(u)du

u(a)
wobei die letzte Gleichung aus der Tatsache folgt, dass F' eine Stammfunktion von f
ist. Wir betrachten auf der rechten Seite u als Integrationsvariable und nicht mehr
als Funktion. Vereinfacht bekommen wir also die Formel

[ = | (()) F(u) du
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baw
/ Flu(@)' (z) de = / fw)du+e, u=u(x)

fiir die unbestimmten Integrale. Hierbei miissen wir aber auf der rechten Seite nach
Berechnen der Stammfunktion die Variable w durch die Funktion wu(z) ersetzen.
Daher der Zusatz u = u(z)! Als Beispiel betrachten wir das oben aufgetauchte
integral [ ;=27 dw. Setzen wir u(z) = 14 2?, so folgt v'(z) = 22. Mit f(u) = 3
erhalten wir

xT 1 1 Subst.1 1 . 2

1 1
= Eln(\u|) +c (mitu=1+2?) = §ln(1 +2%) +ec.

Zusammen mit der obigen Rechnung erhalten wir dann

1
/arctan(a:) dx = z arctan(z) — 5 In(1+ 2%) +c.

Einige generelle Formeln, die man mit der Substitutionsregel erhélt sind die folgen-

den:
(1) fab flx+c)de = ff:ccf(x) dz fiir ¢ € R fest und fab flcx)dx = %f;b f(x)dx
wenn ¢ # 0.
(2) [ L& do=n(|f(2)]) + ¢, wenn f(x) # 0.

Ein interessantes Beispiel ist auch das folgende:

. . f'=1,g=arcsin . x
arcsin(z)dx = [ 1-arcsin(z) dx = zarcsin(z) — | ——=dx
/ (@) / (@) (@) / Vi

Wir berechnen [ ﬁdm mit Hilfe der Substitution u(x) = 1 — 2% dann folgt
u'(x) = =2z und damit

* 1 ! ! _ L w (mit u=1— 22
=Vu+c mitu=1-2%)=vV1—-22+c

Damit folgt

/arcsin(w) dxr = rarcsin(z) — V1 — 2% + ¢

Wenn wir die Rechnung oben genauer verfolgen, so sehen wir, dass wir diese nur auf
dem offenen Intervall (—1,1) durchfiithren diirfen, da nur dort die arcsin-Funktion
differenzierbar ist, und wir die Ableitung bei der partiellen Integration bendtigen.
Auf der anderen Seite ist arcsin aber auf dem ganzen Intervall [—1, 1] stetig, und be-
sitzt nach dem Hauptsatz der Integral-und Differentialrechnung auf ganz [—1, 1] eine
Stammfunktion. Die oben berechnete Stammfunktion fiir arcsin ist sicher auf dem
ganzen Intervall [—1, 1] definiert, und dort auch stetig. Dann folgt aus dem folgenden
Lemma, dass sie dann auch automatisch auf ganz [—1, 1] eine Stammfunktion ist:

Lemma 18. Seien F, f : [a,b] — C stetig und sei F' Stammfunktion von f auf (a,b).
Dann gilt auch F' = f auf ganz |a, b].
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Das Lemma ist eine leichte Folgerung aus dem 1. MWS der Differentialrechnung.
Im obigen Fall wenden wir das Lemma auf F, f : [-1,1] — R; f(z) = arcsin(z) und

F(z) = xarcsin(x) — v1 — 22 + ¢ an.

Umgekehrte Substitution. Hierbei ist f : I — C gegeben, und wir wollen
[ f(x) dx berechnen. Wir versuchen nun das Problem zu vereinfachen, indem wir
als Funktion von t auffassen, d.h. wir suchen eine bijektive stetig differenzierbare
Funktion z : J — I;t — x(t), so dass das unbestimmte Integral [ f(z(t))2’(t)dt
(natiirlich beziiglich der Variablen t) bekannt ist. Dann folgt aus der gewohnlichen
Substitutionsregel:

/;1(1::) flx(6)'(t) dt = /xzi: r)dr = / f(z

Fiir die unbestimmten Integrale erhalten wir die Formel

/f dm—/f t)dt + ¢, mit t=t(z)

(d.h. wir schreiben t als Funktion von x vermdge der Umkehrfunktion z~1). Als
Beispiel wollen wir die Fldche des Einheitskreises berechnen. Der Einheitskreis wird
nach oben durch die Funktion f(x) = v/1 —22, 2 € [~1,1] und nach unten durch
die Funktion g = — f begrenzt. Die Fliache des Kreises berechnet sich daher durch

/_ll(f—g)@)dx_2/_11f(m)dx_2/_llmdx.

Um den Ausdruck zu vereinfachen setzen wir z(¢) = sin(t) und bemerken, dass sin :

[—%,2] — [—1, 1] stetig differenzierbar und bijektiv ist. Wegen 1 —sin®*(t) = cos?(t),
und da cos(t) > 0 fiir alle t € [~7, 7], erhalten wir
/ V1—2a2dx = / \/ 1 — sin?(t) cos(t) dt = /2 cos?(t) dt
Farg. ot 1(sin(t) cos(t) +t) ‘g _
2 -3 2

und damit ist der Flécheninhalt des Einheitskreises gleich 7. Wollen wir das un-
bestimmte Integral [+/1 —a?dz auf [—1,1] berechnen, so erhalten wir wie oben

zunéchst .
/\/1 —22dr = §(sin(t) cos(t) +t) +c

und ersetzen dann auf der rechten Seite das ¢t durch die Umkehrfunktion von sin

angewandt auf z, also ¢ = arcsin(z). Dann folgt

/ V1—a?de = %(sin(arcsin(:c)) cos(arcsin(z)) + arcsin(z)) + ¢
= %(:p\/ 1 — 22 + arcsin(z)) + c.

Grundsétzlich sind Substitutionen x = sin(t), z = cos(t) niitzlich fiir Ausdriicke mit
1 — 2% auf dem Intervall [—1, 1], und die Substitution = = cosh(¢) ist oft niitzlich bei
Ausdriicken mit #? — 1 fiir || > 1 (wegen cosh®(t) — 1 = sinh®(¢)). Die Substitution
x = sinh(¢) ist niitzlich bei Ausdriicken mit 1+ 22 (wegen cosh®(z) = 1+ sinh®(z)).
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Die Substitution x = 2arctan(t). Integrale mit Funktionen die sich als Summen,
Produkte und Quotienten aus den Funktionen sin(z), cos(x) zusammen setzen, und
die sich nicht direkt mit anderen Methoden, wie etwa der partiellen Integration l6sen

lassen, kann man oft mit der Substitution x = 2 arctan(t) berechnen. Es gilt ndmlich

1—¢2 2t
= m und Sin(2 arctan(t)) = m

erhalten wir dann bei der Substitution z = 2 arctan(t) eine

cos(2 arctan(t))

_2_
1442

rationale Funktion in ¢, deren Integral sich dann mit Hilfe der Partialbruchzerlegung

Wegen 2 arctan’(t) =

16sen 1a83t. Als Beispiel betrachten wir

1 T
———————dz, fi 0,=).
/cos(:c) sin(z) v, firee (0, 2)

Die Substitution « = 2 arctan(t) liefert

/ ! 2 dt—/idt te(0,1)
cos(2arctan(t))sin(2arctan(t)) 1+ ) t(1—1¢2) e

Wie schon oben erwihnt, 16st man dieses Integral mit der Methode der

Partialbruchzerlegung: Hierbei betrachtet man generell Integrale iiber rationale
Funktionen, d.h. Funktionen der Form f(x) = %, wobei p und ¢ Polynome sind.
In einem ersten Schritt stellen wir hierbei sicher, dass grad(p) < grad(q) gilt: ist
dies nicht der Fall, so schreiben wir mit Hilfe der Polynom-Division mit Rest die
Funktion p als

p(x) = h(x)q(x) + r(z)

wobei h und r Polynome sind mit grad(r) < grad(g). Dann folgt

/%dax:/h(:ﬁ)dw—k/%dm.

Da h ein Polynom ist, konnen wir das Integral {iber h sehr leicht ausrechnen. Fiir
das zweite Integral gilt dann aber grad(r) < grad(q)!

Sei also nun f(z) = % mit grad(p) < grad(q). Nach §6 existiert eine Zerlegung

qz) =a-(x—2z)" - (2 — 2",

wobei z1,..., 2z, die paarweise verschiedenen komplexen Nullstellen von ¢ mit den
Vielfachheiten [y, ..., [ sind. Wir machen dann einen Ansatz

T A A A As As
(1) P )— 1 + 12 2+..._|_—”1_|_..._|_—1_|_..._|_ s 12

qiz) -2 (r—2) (x — 2)h T — 2 (x — zg)bs
Multiplizieren wir die Gleichung auf beiden Seiten mit ¢(z), so erhalten wir ei-

ne aquivalente Polynomgleichung, wobei auf beiden Seiten Polynome mit Grad

12Gind p und q reell, so kann man auch denn alternativen Ansatz

plz) _  An Arz Ay, Ag1 Ag,

q(z) m—m1+(x—m1)2+ +(m—rl)ll + +z—zs+ +(w—x3)ls
Biiz +Cn 4. Big,z + Ciiy ., Banz+Cn By, x + Cy,
$2+b1$+cl ($2+b13)+01)k1 x2+bta:+ct (I2+btl’+ct)kt.

durchfiihren, wenn
gx)=a - (x—z)"(z -z (@ F b+ ) (@2 b+ )t

die in §6 vorgestellte reelle Faktor-Zerlegung von g ist.



23

< grad(q) = n stehen. Es folgt dann aus dem Identititssatz fiir Polynome, dass
Einsetzen von n verschiedenen x-Werten geniigend Gleichungen zur Berechnung der
Koeffizienten Ayq,..., Ay, entstehen. Am schnellsten berechnet man diese Koeffi-
zienten aber meist durch Einsetzen der Nullstellen zq,..., z, in diese Polynomglei-
chung, sowie in alle Polynomgleichungen die zusétzlich entstehen, wenn wir beide
Seiten bis zu m-mal ableiten, fir m := max{ly, ..., ls} —1. Ist diese Zerlegung durch-
gefiihrt, so bleibt das Problem der Berechnung der (komplexen) Integrale [ ﬁ dx
mit £k € N und 2z € C fest. Ist £ > 1, so gilt
1 1 1
/(x—z)’“ dx = 1_k(x—z)1_k+c: 0= k)(w = o) +c.

Ist k=1 und ist z = a € R, so folgt

1
/ dx =In(|z — al) +c.

r—a

Fir £ =1 und z € C\ R ist die Situation leider ein wenig komplizierter. Man kann
das Problem hier im Prinzip zwar mit einem auf einer geeignetenTeilmenge von C
definierten komplexen Logarithmus 16sen, wir wollen diese Funktion aber hier nicht
einfiihren.

Sind p und ¢ reelle Polynome (alle obigen Uberlegungen treffen ansonsten auch
fiir komplexe Polynome zu), so gehort zu einer komplexen Nullstelle z von ¢ auch
die Nullstelle z (mit gleicher Vielfachheit). Ist dann A € C der zu —— gehéren-
de Koeffizient in der Zerlegung (1), so kann man nachrechnen, dass A der zu ﬁ
gehorende Koeffizient ist. Fassen wir jetzt beide Anteile zusammen, so bekommen

wir einen neuen Summanden

A A Alx —2) + A(z — 2) Bx+C
x—2 z-%2  (x—2)(x—2)  22+br+c
mit B = 2Re(4), C = 2Re(Az), b = —2Re(2), ¢ = |z|* (vergleiche auch mit §6).
Wir haben das Problem jetzt auf die Berechnung des Integrals xff;; ic dx reduziert,
wobel wir immer annehmen diirfen, dass ¢ — % > 0 ist (das folgt aus b = —2Re(z)

b
T+3

und ¢ = |z|?). Durch die Substitution u = — kann man dieses Integral auf die
Ly

B2u+ C' 2u 1
- —du=DF d C’ d
/ u?+1 “ /u2+1 ut /u2+1 “

mit geeigneten Konstanten B’, C’ € R bringen. Mit diesen Konstanten erhalten wir

Form

dann
Bz +C
/#Zj%dx = B'In(u*+ 1)+ " arctan(u) +d
b2 b
= B'ln %—1—1 + C" arctan s +d
c—7 c-2
1
T+ 3 =
= B'In(2® + bx + ¢) + C’ arctan 2| +d,
b2
C—_

wobei wir im letzten Schritt einen konstanten Summanden — B’ In(c— %) in die neue

Integrationskonstante d mit aufgenommen haben.
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Beispiel. Wir wollen das bei der Berechnung von [

gral [ % dt fiir t € (0,1) berechnen. Das Nennerpolynom hat die Zerlegung

1 ) dx aufgetauchte Inte-

cos(x) sin(z

t(l—1) =t(1—t)(1+1t) = —t{t— D)t +1).

Wir machen also den Ansatz
1 =+ t2 Al AQ A3

=) ¢ o1t

Multiplizieren der Gleichung mit ¢(1—¢)(1+¢) = ¢(1 —¢?) liefert die neue Gleichung
1+ 12= A (1 —t%) — Agt(1 +t) + Ast(1 —t).
Einsetzen der Werte t = 0,1, —1 ergibt die drei Gleichungen
1=A4;, 2=-2A4,, und 2= —2A;,

womit wir die Zerlegung

1+ ¢2 1 1 1
t(1—t2) t t—1 t+1
erhalten. Damit folgt dann

/%dtzln(!ﬂ)—ln(|t—1|)_1n(|t+1,)+czln(

Zusammen mit den fritheren Rechnungen erhalten wir dann auch

1
/—da: =1In (;) +c¢ mit t = tan(g),

cos(z) sin(x) t2—1

t
ﬁ) +cfurte (0,1)

da z = 2arctan(t). Damit folgt

1 tan(ﬁ) T
= dr=In(—2 fii € (0, =
/ cos(z) sin(z) r= <tan2(§) - 1) +e firae( 2)
Wir iiberlassen es dem Leser, diesen Ausdruck noch weiter zu vereinfachen und
durch eine Ableitungs-Probe die Richtigkeit der Rechnungen zu iiberpriifen!

§19. Uneigentliche Integrale. In der Praxis mochte man oftmals auch Integrale
von Funktionen berechnen, die entweder unbeschriankt, oder aber auf einem un-
beschrinkten Intervall I C R definiert sind. Hierfiir betrachten wir die folgende
allgemeine Situation: Seien a,b € R U {£oo} mit a < b, und sei f : (a,b) — C
eine Funktion, so dass f auf jedem abgeschlossenen und beschrinktem Teilintervall
[r, R] C (a,b) integrierbar ist. Wir sagen f ist (uneigentlich) tiber (a, ) integrierbar,

/abf(x) dr = lim /er(g;) da

r—a,R—b

wenn der Grenzwert

existiert. Wie iiblich ist dieser Grenzwert iiber Folgen definiert: die obige Gleichung
bedeutet, dass fiir jedes Paar von Folgen (7,)neny und (R, )nen in (a,b) mit r, — a
und R, — b gilt, dass f::” f(x)dr gegen die Zahl fab f(x) dx konvergiert. Natiirlich
macht es auch Sinn, solche Integrale beziiglich einer kritischen und einer unkritischen
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Grenze zu definieren. Ist zum Beispiel b € R und f : (a,b] — C mit f ist integrierbar
auf [r, ] fir alle r € (a, b], so setzen wir

/ f(z)dx =1lim [ f(z)dx

r—a
T

falls dieser Grenzwert existiert, und analog definieren wir das Integral fiir Funktionen
f :[a,b) — C die auf jedem Intervall [a, R] mit R € [a,b) integrierbar sind durch

/abf(x)dx:}%%/aRf(x)dx

falls dieser Grenzwert existiert. Man iiberlegt sich dann leicht, dass man die erste
Situation aus den beiden letztgenannten zusammensetzen kann: Ist f : (a,b) — C
wie oben gegeben und ist ¢ € (a,b), so gilt
R c R
lim / f(z)de =lm [ f(x)dx+ lim/ f(z)dx
r—a,R—b r r—a J,. R—b c

falls diese Grenzwerte existieren (was immer folgt, wenn die Grenzwerte zunéchst

nur auf einer Seite der Gleichung existieren). Es folgt dann natiirlich die Gleichung

/abf(x)dx:/acf(x)dx+/cbf(x)dx

Beispiele. (a) Sei 1 # a > 0 und sei f: (0,1] — R; f(z) = =. Fiir alle r € (0,1]
gilt dann

1
1 1 1
—dx = xl_“|1 = (1—rt"®).
, Tl 1—a " l—-a

Ist a < 1,s0gilt 1 —a>0und r'=® — 0 fiir » — 0. Damit folgt

/—dx—hm —d:p—hm ! (1—7rt) = !

r—01—aq 1—a’

Ist aber a > 1, so folgt 1 —a < 0 und r'=* — oo fiir r — 0. Das Integral fol +du
existiert dann nicht!

Ist @ = 1, so erhalten wir frl 2 dx = —1In(r) — oo fiir r — 0, also existiert auch
das Integral fol 2 dz nicht!

(b) Wir betrachten nun die Funktion f : [1,00) — R; f(z) = - fiir 1 # a > 0. Hier

gilt
| 1
—dx = R'™ —1
/1 i = 1—a( )

und dieser Ausdruck konvergiert gegen oo wenn a < 1 und gegen a—il wenn a > 1.

Also existiert [~ xla dz nur fiir @ > 1 und dann ist [ a;La dr = a%l Im Falla =1
folgt hier flR%dx = In(R) — oo, also existiert auch das Integral [° 1 dz nicht.
Setzen wir (a) und (b) zusammen, so sehen wir, dass [~ =& da fiir kein a > 0 (und
auch fiir kein a € R) existiert, da eins der obigen Teilintegrale immer divergiert!

(c) Es gilt [[“e"de =1, denn fOR e dr=—(e®—-1)—1 fir R— oo.

Mit Hilfe der partiellen Integration kann man auch zeigen, dass das Integral fooo e " dx

fiir alle n € N existiert (Ubungsaufgabe!). Als weitere Ubungsaufgabe zeige man,
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dass ffooo |z|e=*" da existiert, und man berechne das Integral.

Es gibt viele interessante Sétze zu uneigentlichen Integralen. Zum Beispiel kann
man dhnlich wie fiir Reihen ein Majoranten-/Minorantenkriterium beweisen. Es sei-
en dazu f, g : [a,00) — C Funktionen, die fiir alle R > a auf [a, R] integrierbar sind.

Ferner gelte 0 < |f| < g. Dann gelten:
(1) Existiert [ g(x)dz, so auch [ f(z)dz und es gilt

/a‘”f(x)dx S/aoo\f(fvﬂdwé/:og(@dw-

(2) Divergiert [ |f(z)| dz, so divergiert auch [ g(x) dz.

Ebenso kann man wie fiir Reihen ein Beschréanktheits-Kriterium beweisen: Sei f :

(a,b) — C eine Funktion, die auf allen Intervallen [r, R] C (a,b) integrierbar ist. Es
existiere ferner ein C' > 0 mit fTR |f(z)|dz < C fiir alle [r, R] C (a,b). Dann existiert
das uneigentliche Integral f; f(z)dzx und es gilt

/abf(x)d:v g/ab\f(x)mxgc.

Mit Hilfe dieses Kriteriums zeigt man dann auch leicht den

Reihenvergleichssatz. Sei f : [a,00) — R eine monoton fallende Funktion. Ferner

sei a < ng € N. Dann sind dquivalent:

(1) Das Integral [ f(z) dx existiert.
(2) Die Reihe » 7 f(n) konvergiert.

Aus dem Reihenvergleichssatz und dem oben gerechneten Beispiel floo x% dx erhalten

* L fiir alle

wir einen neuen Beweis fiir das bekannte Resultat, dass die Reihe )~ -2

a > 1 konvergiert, aber fiir 0 < a < 1 immer divergent ist.



