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Aufgabe 1 (4 Punkte): Es sei (H, +) eine kommutative Halbgruppe. Sind
(g,h),(¢',h') € Hx H, so schreiben wir (g, h) ~ (¢', h'), falls ein Element k €
H existiert mit g+h'+k = ¢'+h+k. Zeigen Sie, dass ~ auf der Menge H x H
eine Aquivalenzrelation ist. Setzen Sie H := (H x H)/ ~ und zeigen Sie, dass
durch [(g,h)] + [(¢,h)] :== [(g + ¢',h + I)] eine wohldefinierte Abbildung
+: Hx H — H gegeben ist, die die Menge H zu einer kommutativen Gruppe
macht. Welche Gruppe erhélt man hierbei, wenn H die additive Halbgruppe
der natiirlichen Zahlen einschlieflich der Null ist?

Aufgabe 2 (4 Punkte):

(i) Es sei Fy = {0,1} der Koérper mit zwei Elementen und GLy(F2) die
multiplikative Gruppe der invertierbaren 2 x 2-Matrizen mit Eintrigen
in Fy. Fiir jedes Element g € GLy(F2) wird durch (v +— g - v) eine
Permutation der dreielementigen Menge F3~.{({)} definiert. Zeigen Sie,
dass man auf diese Weise einen Gruppenisomorphismus GLg(Fy) ~ S3
erhélt.

(ii) Zeigen Sie, dass die Gruppen (Q ~\ {0},-), (Q,+) und (Z, +) paarweise
nicht zueinander isomorph sind.

Aufgabe 3 (4 Punkte): Es sei (G,-) eine Gruppe und Aut(G) die Men-
ge aller Automorphismen von G. Zeigen Sie, dass Aut(G) beziiglich der
Komposition von Abbildungen eine Gruppe bildet. Sie heifit die Automor-
phismengruppe von . Betrachten Sie fiir jedes Element g € G den durch
Int(g)(h) := g - h - g ' definierten Automorphismus Int(g) von G. Zeigen
Sie, dass die durch (g — Int(g)) definierte Abbildung Int : G — Aut(G) ein
Gruppenhomomorphismus ist. Bestimmen Sie ker(Int), im(Int) und Aut(G)
im Falle G = Z.



