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Aufgabe 1 (Algebraische Mengen von Matrizen). Sei n ∈ N.

1. Zeigen Sie, dass SL(n, C) eine algebraische Teilmenge von Cn×n ist.

2. Sind alle Teilmengen von Cn×n algebraisch?

Aufgabe 2 (Maximale Ideale in K[X1, . . . , Xn]; Bosch ”Algebra,“ 3.9.3). Sei
K ein Körper, sei n ∈ N und sei m ein maximales Ideal in K[X1, . . . , Xn].

1. Zeigen Sie, dass m = (f1, . . . , fn), wobei fj für j ∈ {1, . . . , n} ein normier-
tes Polynom in Xj mit Koeffizienten in K[X1, . . . , Xj−1] ist.

2. Sind die Polynome f1, . . . , fn durch die obigen Eigenschaften bereits ein-
deutig bestimmt?

Aufgabe 3 (Zariski-Topologie). Sei K ein Körper, sei K ein algebraischer
Abschluss von K und sei n ∈ N.

1. Zeigen Sie, dass das System{
K

n − V (a)
∣∣ a ist ein Ideal in K[X1, . . . , Xn]

}
eine Topologie auf K

n
definiert (d.h., die angegebenen Mengen sind als

die offenen Mengen aufzufassen), die sogenannte Zariski-Topologie.

2. Beschreiben Sie die Zariski-Topologie auf K
1
. Ist diese Topologie haus-

dorffsch?

3. Ist die Zariski-Topologie auf K
2

die Produkttopologie der Zariski-Topologie
auf K

1
?

Aufgabe 4 (Koordinatenringe). Sei K ein Körper, sei K ein algebraischer
Abschluss von K und sei n ∈ N. Ist U ⊂ K

n
eine algebraische Teilmenge, so ist

der Koordinatenring von U der Quotient

A(U) := K[X1, . . . , Xn]/I(U).

1. Sei U := V (X1 −X2
2 ) ⊂ K

2
. Zeigen Sie, dass A(U) ∼= K[X].

2. Sei U := V (X1 ·X2 − 1) ⊂ K
2
. Zeigen Sie, dass A(U) 6∼= K[X].

Aufgabe 5 (Noethersche Ringe via Moduln). Sei R ein kommutativer Ring
mit Eins. Zeigen Sie, dass R genau dann noethersch ist, wenn jeder Untermodul
eines endlich erzeugten R-Moduls endlich erzeugt ist.
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