Die Theorie der Spingruppen

1 Clifford-Algebren

Definition 1 (Clifford-Algebra).
Sei V' ein Vektorraum tber k und sei q eine quadratische Form auf V. Eine

Tensoralgebra wird durch
TN =Y @V
r=0

bestimmt. Sei £¢(V) das Ideal in 7 (V'), welches von allen Elementen der Form
v®v+qv)l firveV erzeugt wird.
Die Cliffordalgebra CI(V,q) zu V und q ist eine assoziative Algebra mit Ein-
heit, die durch

Cl(V,q) = T(V)/I4(V)

definiert ist.
Lemma 2. Es existiert eine natirliche Inklusion
V= Cl(V,q),
welche das Bild der kanonischen Projektion
g T (V) — ClUV,q)

15t.

Die Algebra CI(V, q) wird durch den Vektorraum V C CI(V, ¢) und die Einheit
1 erzeugt. Es gilt die Relation

v-v=—q(v)l (1.1)

fiir v € V. Ist die Charakteristik von k ungleich zwei, so gilt fiir alle v,w € V

veowtw-v=—2q(v,w) (1.2)

mit 2¢(v,w) = g(v 4+ w) — q(v) — ¢(w) als Polarisation von q.



Die Gleichung (|1.1)) kénnen wir dazu nutzen, die folgende universelle Eigenschaft
der Algebra zu geben:

Lemma 3. Sei f : V — & eine lineare Abbildung in eine assoziative Algebra

mit Einheit, so dass

f)- f(v) = —q(v)1 (1.3)

fiir allew € V gilt. Dann ldsst sich f eindeutig zu einem k- Algebra- Homomorphis-
mus f : Cl(V,q) — o erweitern. Zudem ist Cl(V,q) die einzige assoziative
Algebra mit dieser Eigenschaft.

Beweis: Wir zeigen an dieser Stelle nur die Existenz von f. Jede lineare Ab-
bildung f : V — o/ ldsst sich eindeutig zu einem Algebra-Homomorphismus
f:.7(V) — o erweitern. Eigenschaft bedeutet, dass f = 0 auf .#, (V) ist
und sich somit auf Cl(v, q) einschrénken lasst.

Im Folgenden sei Cl,, die Cliffordalgebra iiber R™ und q(z) = 23 + ... + 2.

Lemma 4. Seiey,...,e, eine g-orthonormale Basis von R™ C Cl,,. Dann wird
Cl,, (als Algebra) durch die Elemente e, ..., e, mittels der Relation

eie; +eje; = _25ij

erzeugt.

Beispiel 5. Um den abstrakten Begriff der Cliffordalgebra verstindlicher zu

machen, wird an dieser Stelle die Berechnung von Cly angefihrt:

T(R)=(R)®*° @ (R)®' @ (R)*?q...

(1.4)
=R-1ym) @R-Ig@R- (IR @ Ir) D ...

Da in Cly die Relation (1.1) gilt, folgt:

Ir ®@ 1gr = —q(Ir) - Loy,
=-1r - lcy,

= g @ 1Ig = —1¢y,



Benutzen wir dies zusammen mit (1.4), so erhalten wir:

Ch=R-1lc;, +R-1Ig+R-1¢y, + ...
—R -1, +R- 1y

Die Cliffordalgebra ist isomorph zu C. FEin Isomorphismus ist dadurch gegeben,
dass 1 € C auf 1oy, € Cly (Isomorphismuseigenschaft) und i € C auf 1g € Cly
abgebildet wird. Die Homomorphie gilt, da i*> = —1 in C und Ig @1 = —1¢y,in
Cly.

An dieser Stelle wird eine Tabelle der Cliffordalgebren iiber IR gegeben:

Cl,
C
H
HoH
H(2)
C(4)
R(8)
R(8) & R(3)
R(16)

0 O ULk W3

Tabelle 1: Cliffordalgebren iiber R"

K(m) ist der Raum der m x m-Matrizen iiber K. Bei Cliffordalgebren gilt die
Bott-Perioditit, d.h. Cl,1s = Cl,, ® R(16). Eine etwas ausfiihrlichere Berech-
nung wird in dem dritten und vierten Abschnitt des ersten Kapitels im Buch

"Spin geometry’ gegeben [LMS&9].

Die Gruppe O(n) ldsst sich mit Lemmakanonisch zu einer Gruppe von Auto-

morphismen von CI,, erweitern. Die Einbettung
O(n) C Aut(Cl,)

liegt in der Untergruppe der inneren Automorphismen. Ein Element aus dieser
Gruppe, welches im weiteren Verlauf von grosserer Bedeutung ist, stellt der

Automorphismus

a:Cl, — Cl,,

der die Abbildung a(v) = —v fiir v € V erweitert, dar. Da o? = Id, existiert

eine Zerlegung



Cl, =0l @ Cl}, (1.5)

mit CI2 = {¢ € Cl, : a(p) = ¢} als den geraden Teil von Cl,, und CI} =
{¢ € Cl,, : a(p) = —¢} als den ungeraden Teil.

2 Die Gruppen Pin und Spin

Definition 6 (P,,, getwistete, adjungierte Darstellung, ).

Die Untergruppe von ClX = {p € Cl, : o=t mit o=t = p~Lp = 1}, die
durch die Elemente v € R™ mit v # 0 erzeugt wird, ist Py,.

Die getwistete, adjungierte Darstellung
Ad: ClX — GL(Cl,)

ist durch

Ady(y) = alp)ye™"

bestimmdt.

Satz 7. Seiv € R" C Cl, ein Element mit q(v) # 0. Dann gilt AvdU(IR") =R".
Es gilt zudem fiir alle w € R™ die folgende Gleichung:

Ady(w) = w — 2‘1((1”(’;)“)@ (2.1)

Beweis: Da v~! = —v/q(v) erhalten wir mit (1.2)), dass

O

Die rechte Seite der Gleichung ([2.1) ist die Abbildung p, : V' — V, welche die
Spiegelung an der Hyperebene v = {w € V : q(v,w) = 0} darstellt. Das heisst,

dass p, trivial auf der Hyperebene operiert und v auf —v abbildet.

Die Gruppe P,, hat verschiedene, wichtige Untergruppen:

Definition 8 (Pin- und Spingruppe).
Die Untergruppe Piny, von P,,, die durch Elemente v € V mit der Figenschaft
q(v) = £1 erzeugt wird, heisst Pingruppe. Die dazu assoziierte Spingruppe



von R™ ist durch
Spin, = Pin,, NCI°

definiert.

Im Folgenden fassen wir Elemente in P, als endliches Produkt von Elemen-
ten vy,...,v, € R™ mit v; # 0 auf. Da X(/l(golgpz) = A\c/i(tpl)l&\c/l(gpg) fiir alle
©1, 2 € Cl, gilt, konnen wir die getwistete, adjungierte Darstellung als Abbil-
dung von P,, auf eine endliche Hintereinanderausfiihrung von Spiegelungen p,
an Hyperebenen v mit v € V interpretieren. Im Zusammenhang mit der Dar-
stellung von P, konnen wir zu den bisher genannten dquivalente Definitionen

von Pin, und Spin,, finden:

Pin,, ={v1---v,. € Py, : q(v;) = £1 fiir alle i}

Spin, ={v1 ---v, € Pin,, : r ist gerade}

Durch die bisherigen Erkenntnisse gepaart mit elementaren Berechnungen er-

halten wir:

Theorem 9.

Es existieren die kurzen, exakten Sequenzen:

0 — Zy — Spin, Ad, SO(n) — 1

O—>Z2—>PinnA—d>O(n)—>1

Fiir die weiteren Betrachtungen benotigen wir die

Definition 10 (Volumeelement).
Sei auf R™ eine Orientierung gewdhlt und sei ey, ..., e, eine positiv orientierte,

g-orthonormale Basis. Das dazu assozierte, (orientierte) Volumeelement ist
w=-ep- - en.

Diese Definition ist (bis auf Orientierung) basisunabhingig.

Lemma 11. Fiir w aus Definition[10] gilt:

wg _ (_1)%

ww = (—=1)""tw fir alle v e R™ (2.3)



Ist also n ungerade, so ist w zentral in Cl,,. Gilt dies nicht, so ist

pw = wa(p)
fiir alle p € Cl,.

Beweis: Da die Beweisfiithrung bei allen Gleichungen analog verliduft, wird an
dieser Stelle nur die erste Gleichung gezeigt: Sei ey, ..., e, wie in Definition [I0}
dann gilt

wzzel...en.el...en_

Benutzen wir nun Lemma |4} so erhalten wir :

€1 " €p- €1 Epn

— €1 €Cp_1-€1"€p € Cp

(_1)’”’_16% c€9 By €9t En

(_1)n62"'€n'62"'€n

Fithren wir diese Rechnung weiter in diesem Stile fort, so verifizieren wir den

ersten Teil von (2.2).

(I
Lemma 12. Sein = 3 oder 4(mod4) und
+_1 -1
at=-(1+4+w) undn” = -(1 —w).
2 2
Dann erfiillen 77 und 7~ folgende Relationen:
at 4+ =1 24
(7)Y =7t und (n7)2 =n 2.5
atn~ =r"rt =0 (2.6)

Dies fiihrt zu den wichtigen Erkenntnissen:

Satz 13. Sei w das Volumeelement und n = 3(mod4). Dann kinnen wir Cl,

in eine direkte Summe von isomorphen Unteralgebren zerlegen:

Cl, = ClI & Cl; (2.7)



mit ClIf = 7%+ . Cl,, = Cl,, - 7% und o(ClF) = CIT.

Beweis: Wegen ([2.3)) wissen wir, dass w zentral ist. Somit sind auch 7+ und 7~

zentral und es folgt aus (2.4)), (2.5)) und (2.6)), dass (2.7) eine Zerlegung in Ideale
ist. Da w € CI} aus (L.5), folgt a(r®) = 7T und somit «(ClF) = CIT. Beide

Ideale sind isomorph (o ist ein Automorphismus auf C1i,,).
O

Satz 14. Sei n = 4(mod4) und W ein Cl,-Modul (d.h. V ist ein reeler Vek-
torraum mit einem Algebrahomomorphismus p : Cl, — Hom(W,W)). Dann

ezistiert eine Zerlegung
W=WteoW" (2.8)

in +1 und —1-Eigenriume der Anwendung von w auf W (da w* = 1). Es sind
Wt =p(rt) W und W= =p(n™) W,

und wir erhalten durch die Anwendung von jedem e € R™ mit q(e) # 0 einen

Isomorphismus

e Wt - W~ und e: W~ — Wt (2.9)

Beweis: In diesem Satz interpretieren wir fiir jedes Paar a € Cl,, und w € W
die Multiplikation a-w als die Anwendung von a auf w mittels des vorgegebenen
Algebrahomomorphismus Cl,, — Hom(W, W).

Die Zerlegung ist eine Folgerung aus

w-rt =4qgt

zusammen mit den Gleichungen (2.4), (2.5) und (2.6). (2.9) erhalten wir durch
(2-3)

enrt =

NlI= N|=

1
2
er” = te(l —w) =

und e-e = —q(e) -1 (da e € R™).

Nun behandeln wir die Zusammenhinge zwischen C1,, und CI9 41 aus (L.5):

Theorem 15.

Es existiert ein Algebraisomorphismus

Cl,=Cl®,,



fiir alle n € N.

Beweis: Wir withlen eine g-orthonormale Basis e1, ..., e, 1 von R"*1. Sei R" =
span{e;|i #n + 1} und f: R™ — CI2 ., die lineare Fortsetzung von

flei) = enyre:
firi#n+ 1. Fira=3,,,., ae; gilt:
f(a)2 = Z AjQj€n41€;€n41€5
4,J
= Z A;@;€;€5
1,J
—a-a=—g(a)1,

da 6%4—1 = —1und epy1e; = —€;ep41 fir i # n + 1 ist. Mit Lemma lasst sich

f zu einem Algebrahomomorphismus
f.cl,—coil,,

fortsetzen. Wir erhalten die Isomorphismuseigenschaft von f durch Uberpriifung

an einer linearen Basis.

3 Darstellungen

Sei im Folgenden V' ein Vektorraum iiber dem Feld k und ¢ die quadratische

Form auf V.

Definition 16 (K-Darstellung, CI(V, ¢)-Modul, Cliffordmultiplikation).
Sei K D k ein Feld. Eine K-Darstellung der Cliffordalgebra Cl1(V,q) ist eine
k-lineare Abbildung

p: Cl(V,q) — Homg (W, W)

in die Algebra der linearen Transformationen eines endlich dimensionalen Vek-
torraums W dber K, die p(pu) = p(@) o p(¥) fir alle o, € CIU(V,q) erfillt.
Der Raum W wird Cl(V, q)-Modul iiber K genannt. Wir schreiben desweiteren

plp)(w) =¢-w (3.1)

fiir alle p € CU(V,q) und w € W. Das Produkt aus (3.1) heisst Cliffordmulti-
plikation.



Definition 17 (reduzibel, irreduzibel).
Seien V., q,k C K wie in Definition[16, Wir nennen eine K -Darstellung redu-

zibel, wenn wir den Vektorraum W als nicht triviale, direkte Summe
W =W,e W,

iber K mit p(p)(W;) C W; fir j = 1,2 und fir alle ¢ € CU(V,q) schreiben
konnen. In diesem Fall ist

p=p1Dp2

mit p;j (@) = p(@)|w, fir j = 1,2. Eine Darstellung heisst irreduzibel, wenn sie

nicht reduzibel ist.

Lemma 18. Jede K-Darstellung p einer Cliffordalgebra CI(V,q) lisst sich in

eine direkte Summe p = p1 D - - B pym von irreduziblen Darstellungen zerlegen.

Beweis: Ist p reduzibel, so kénnen wir sie in eine Summe p = p; @ pa zerle-
gen. Diese Vorgehensweise lasst sich fiir pq, po sukzessiv fortsetzen und bricht
aufgrund der endlichen Dimension von W ab.

Definition 19 (Aquivalenz von Darstellungen).
Zwei Darstellungen p; : CU(V,q) — Homg (W;, W;) fir j = 1,2 sind dquiva-
lent, wenn ein K-linearer Isomorphismus F : Wi — Wy mit F o p1(p) o F 1=

p2(p) fir alle p € CU(V,q) existiert.

Satz 20. Sei p : Cl,, — Homg (W, W) eine irreduzible, reale Darstellung mit
n = 3(mod4). Dann gilt eine der beiden Gleichungen

plw) =1d plw) = —1d.
Beide Maglichkeiten kénnen aufteten und die korrespondierenden Darstellungen
sind nicht dquivalent.

Beweis: Da durch (2.2) p(w)? = p(w?) = Id gilt, kénnen wir W in die +1 und
—1 Eigenriiume von p(w) zerlegen, also W = WT @ W ™. Da w zentral ist (siehe
([2.3)), gilt fiir alle ¢ € Cl, und w € W:



d.h., dass der Raum W™ Cly-invariant ist. Eine analoge Berechnung kann man
fiir W~ machen. Da W irreduzibel ist, gilt entweder W = W+ oder W = W~
(siehe Definition [17).

Sei nun F ein Isomorphismus F' : W — W’ und p(w) ein skalares Vielfaches von
Id. Dann ist Fop(w)oF~! dasgleiche skalare Vielfache von Id. Die Darstellungen
p+ und p_ mit py(w) = £Id kénnen also nach Definition [19| nicht &quivalent
sein.

Zu guter Letzt miissen wir noch zeigen, dass beide Darstellungen existieren.
Dazu nehmen wir irreduzible Faktoren von Cl,, (siehe (2.7)), die auf CI;} und
auf Cl;; durch linksseitige Multiplikation operieren.

Theorem 21.
Sei p : Cl,, — Homg (W, W) eine irreduzible, reale Darstellung mit n = 0(mod4)
und es gelte die Zerlequng

W=wreow"

mit Wt = (1 £ p(w)) - W. Dann ist jeder dieser Unterrdume invariant unter
CI0. Anhand des Isomorphismus Cl, = CI%, korrespondieren diese Riume

mit den zwei verschiedenen, irreduziblen Darstellungen von Cl,_1.

Beweis: Die Zerlegung existiert nach . Die Invarianz von W+ und W~ unter
C1? zeigen wir anhand W~:

Sei ¢ € ClS und v € W~ = Jw € W mit v = p(3(1 — w))w = (1 — p(w))(w)
(siehe Satz[14). Dann gilt:

cw~-

Anhand Lemma {4 und n = 0(mod4) gilt zudem

(elen) e (en_len) :(_1)%(”‘71)(”72)61 e en_l(en)n71

:61...en

10



Der Isomorphismus aus Theorembildet also das Volumeelemnt w’ = e1 - --e,_1
aus Cl,,_; auf w € CIY ab. Es folgt, dass p(w’) = Id auf W und p(v’) = —1d
auf W~. Dies demonstrieren wir anhand v e W~ = 3Fo € W : v = (1 — p(w)):

plw)v =p(w)(1 — p(w))7 = (p(w) = p(w?))7
~(plw) ~ 1)p = v
= p(w') 2p(w) = —1d auf W~
Mit Satz @ erhalten wir, dass diese Darstellungen von Cl,,_; indquivalent sind.

O

Wir beschéftigen uns nun mit der Spingruppe
Spin,, C CI® C Cl,,.

Definition 22 (Reale Spin-Darstellung).
Ein Homomorphismus
A, : Spin, — GL(W),

der die Einschrankung einer irreduziblen, realen Darstellungen Cl,, — Hompg (W, W)

ist, wird reale Spindarstellung genannt.
Dies fiihrt uns zu

Satz 23. Bein = 3(mod4) ist die Definition von A,, unabhdingig von der Wahl
der irreduziblen Darstellung von Cl,,. Ist n # 0(mod4), so ist die Darstellung
A,, entweder irreduzibel oder eine direkte Summe von zwes irreduziblen Darstel-
lungen (die zweite Maoglichkeit tritt bei n = 1 oder 2(mod8) auf). Bei n = 4m

fiir m € N existiert eine Zerlegung

mit A} und Ay, als indquivalenten, irreduziblen Darstellungen von Sping,.

Beweis: Mit Satz [13| erhdlt man fiir n = 3(mod4) die Zerlegung von Cl,,. Der
Automorphismus « : Cl,, — Cl, bildet CI;} auf CI,; ab und umgekehrt (da
a(w) = —w). CIY liegt diagonal in der Zerlegung Cl,, = Cl." & Cl,;, d.h.

CI = {(p,a(p) €CLT ® Cl; : p € CLTY.

Die zwei irreduziblen Darstellungen von C!,, unterscheiden sich nur durch den
Automorphismus «, und sind deshalb dquivalent bei Einschriinkung auf C19.
Man sieht anhand Tabelle |1 dass jede Einschrénkung einer irreduziblen, realen

11



Darstellung von Cl,, auf C1® = Cl,,_; im Falle n = 3,5,6, oder 7(mod8) irredu-
zibel bleibt, bei n = 1 oder 2(mod8) jedoch aus zwei Kopien einer irreduziblen
Darstellung bestehen muss.

Ist nun n = 4(mod4), so wissen wir aus Theorem dass sich die Einschrén-
kung auf C1° in zwei infiquivalente, irreduzible Darstellungen zerlegt. Da Spin,,
eine additive Basis von CI enthilt, ldsst sich jede irreduzible Darstellung von

C1% zu einer irreduziblen Darstellung von Spin,, einschriinken.
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