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1 Gromov-Hausdorff-Konvergenz

Definition 1 (Hausdorff-Abstand)
Sei X ein metrischer Raum, V. (A) die e-Umgebung einer Menge A C X. Der Hausdorff-Abstand
zweier Mengen A, B C X ist definiert durch:

dg(A,B)=inf{e | ACV,(B) und BC V.(A)}.
Bemerkung:

e dj definiert eine Pseudometrik auf PB(X).

e dy definiert eine Metrik auf C X (der Menge der nichtleeren kompakten Teilmengen
von X).

Definition 2

Sei X ein metrischer Raum, S C X heifit e-dicht, wenn = € V.(S) fiir alle z € X.

S heif3t dann ein e-Netz in X.

Eine g-Relation zwischen zwei (pseudo-)metrischen Rdumen X; und X5 ist eine Menge
R C X x Xo, die folgende Eigenschaften erfiillt:

(i) fiir i = 1,2 ist die Projektion von R auf X; e-dicht und
(ii) fiir (z1,z2), (@], 25) € R gilt |dx, (z1,2]) — dx,(z2,25)| < e.

Die Relation heifit surjektiv, wenn ihre Projektionen surjektiv sind.

Wenn es eine e-Relation zu X; und Xs gibt, schreiben wir X; ~. X3, gibt es eine
surjektive e-Relation, schreiben wir X7 ~. Xo.

Wir definieren den Gromov-Hausdorfl-Abstand von X; und X5 durch

DH(Xl,XQ) := inf {6 | X1 >~ XQ}

Wenn es kein solches ¢ gibt, setzen wir Dy (X1, X2) = c0.



Definition 3

Wir sagen, dass eine Folge (pseudo-)metrischer Raume X, beziiglich der Gromov-Hausdorff-
Metrik (oder als Gromov-Hausdorff-Rdume) gegen X konvergiert und schreiben X,, — X,
genau dann, wenn Dy (X,, X) — 0 fiir n — oc.

Bemerkung:

e Der Gromov-Hausdorff Abstand zwischen einem metrischen Raum und einer be-
liebigen Teilmenge, die in diesem Raum dicht liegt, ist 0. Grenzwerte sind daher
im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

° X1 ~e XQ = X1 ~3e XQ.

Sei R eine e-Relation zwischen X7 und Xs. Wir definieren die folgenden Mengen
A= {(x1,22) € X1 x Xo | 21 € m1(R), x2 so, dass dx,(x2,z}) < € fiir ein z, mit
(x1,25) € R} und

B := {(z1,22) € X1 X Xa | z3 € m2(R), 1 so, dass dx, (z1,2]) < e fiir ein 2} mit
(2}, 22) € R} und setzen R = AU B. R’ ist eine surjektive 3e-Relation zwischen
X1 und XQ.

Proposition 4
Fiir kompakte metrische Rdume A und B gilt:
A und B sind genau dann isometrisch, wenn Dy (A, B) = 0 gilt.

Beweis :

»,= trivial. Sei f : A — B eine isometrische Abbildung, dann ist der Graph G eine
surjektive 0-Relation.

,<=* Sei Dy(A, B) = 0. Wir wéhlen eine abzéhlbare Teilmenge {ay,},, die dicht in A
liegt und surjektive 1/m-Relationen {R,,},, zwischen A und B. Fiir jedes m € N
wihlen wir ein by, ,, € B so, dass (an, bmn) € Rm. Gegebenenfalls durch Ubergang
zu einer Teilfolge kénnen wir annehmen, dass by, , gegen ein b, € B konvergiert
fiir m — oo.

Nach Voraussetzung ist |da(an, an/) — dB(bm s bmn)| < 1/m. Mit der Dreiecksun-
gleichung folgt |da(an, an’) — dp(bn,by)| < |da(an, an) — dB(bmn, b)) + 26 <
1/m + 2¢ fiir alle € > 0 und alle m > mq(e). Also gilt da(an, an) = dp(by, by).

Die Abbildung a, +— b, lidsst sich eindeutig zu einer stetigen Abbildung A — B

fortsetzen. Diese ist eine Isometrie.
O

Definition 5

Eine Familie (C))xea von kompakten metrischen Rdumen heifit gleichméfig kompakt,
wenn es eine gemeinsame obere Grenze fiir die Durchmesser der Rdume gibt und fiir
jedes € > 0 eine natiirliche Zahl N (e) existiert, so dass jeder Raum C) von N (e) Billen
von Radius € iiberdeckt werden kann.




Satz 6

Falls eine Folge kompakter metrischer Rédume (X,) beziiglich der Gromov-Hausdorff-
Metrik konvergiert, so ist sie gleichméfliig kompakt und der Abschluss des Grenzwertes
ist kompakt.

Beweis :

Jede endliche Teilfolge von (X,,) ist offensichtlich gleichméfig kompakt. Da (X,,) kon-
vergiert ist (X,,) eine Cauchy-Folge und fiir alle 6 > 0 existiert ein N € N so dass
Dy(Xp, Xn) < 6 fir alle myn > N. Es folgt X,, ~5 X,,,. Wir wihlen eine passende
Relation R.

Nun versuchen wir nun || X,,| — | X,,|| abzuschétzen. Dazu wéhlen wir z1,x2 € X,, mit
dx, (1, 22) = | Xp| und y1,y2 € Xy, mit dx,, (y1,y2) = | X

Zu x1,x9 existieren yi,vyh € X, mit (z1,v)), (z2,v5) € R. Es folgt |dx, (x1,22) —
dx,, (Y}, v5)| < d. Somit erhalten wir | X,,| > | X,,| + 9.

Analog existieren zu yi,y2 Elemente 2}, 2 € X, mit (z},v1), (¢4, y2) € R. Die gleiche
Rechnung ergibt, dass | X,| > | X,,| + 4.

Insgesamt folgern wir, dass | X,| — 0 < |X,,| < |X,| + 0 gilt. Die Durchmesser der (X;)
sind also beschrinkt durch max {|X1|,...,|Xny_1|, | Xn|+ } < oc0.

Als néchstes zeigen wir, dass es fiir jedes € > 0 auch eine obere Schranke fiir die bens-
tigten e-Bélle gibt um die Rdume X, zu iiberdecken.
Sei X = lim X,, € > ¢ > 0 beliebig. Wir withlen K € N so, dass Dy (X, X) < 9/s fiir

n—o0

alle n > K. Sei N, (¢) die Anzahl der e-Bille, die man benttigt um X, zu iiberdecken
und R, eine surjektive 9/s-Relation zwischen X, und X. (N (¢) sei die Anzahl der e-Biille,
die man benétigt um X zu iiberdecken.)

Behauptung Seien z,2' € X,,,y € X und (x,y), (¢/,y) € R, dann gilt dx, (z,2') <

d/s.

Beweis :
(z,y), (@, y) € R=|dx,(z,2") — dx(y,y)| < 9/8. Andererseits ist dx(y,y) = 0.
Also dx, (z,2") < 9/s. O

Analoges gilt fiir x € X,,,y,y € X.
Sei |J Be(zi) = X, mit x; € X, |I| < oco. Fiir jedes dieser x; wéhle ein y; € X mit

i€l
(i, v:) € Ry,
Behauptung
U Bo. (yl) = X.
el
Beweis :

Sei y € X, dann existiert ein z € X,, mit (x,y) € R,. Aulerdem existiert ein x; €
X, (i € I) mit dx,, (z,z;) < e. Wir untersuchen dazu dx (y,y;).
Dann ist |dx, (x,z;) — dx(y,yi)| < /8



2 > dy, (v, 7;) + & > dx(y,y:) falls dx, (v, 2;) > dx(y,y:)
dz(y,yi) < g+ dx, (x,z;) <2 sonst.

U
= Np(e) > N(2¢) fiir alle n > K
andererseits folgt auch
N (¢/2) > Ny(e) fiir alle n > K.
Es gilt also
N (¢/2) > Np(e) > N(2¢).
N (¢/2) ist jedoch durch N (¢/4) beschrankt.
Es folgt also insgesamt, dass die Folge (X)) gleichm#Big kompakt ist. O

Wir wollen nun in gewisser Weise eine Umkehrung des vorigen Satzes beweisen.

Theorem 7
Ist eine Folge kompakter metrischer Riume C; gleichméfliig kompakt, so besitzt sie eine
Teilfolge, die beziiglich der Gromov-Hausdorff-Metrik konvergiert.

Beweis :

Da die C; gleichméBig kompakt sind existiert fiir jedes n € N ein M (1/n) € N so, dass

jedes C; von M (1/n) Béllen vom Radius 1/n iiberdeckt werden kann. Wir definieren

N (/n) :== > M (1/k). Fiir jedes C; definieren wir eine Folge z(i,7) € C; so, dass die
k<n

1/n-Bélle um die Punkte S(i,n) := {x(i,1),...,2 (¢, N (I/n))} C; vollstéandig tiberdecken.

Dies ist moglich, da wir fiir jedes n gerade die letzten M (1/n) Folgenglieder so wéhlen

konnen, dass die 1/n-Bille um diese Punkte schon C; iiberdecken.

In den Folgen betrachten wir nun die ersten beiden Folgenglieder x(i, 1) und z(i,2). Da

die Durchmesser der C; beschrinkt sind durch eine Zahl D € RS, ist d;(x(i, 1), z(4,2))

eine Folge, die Werte in einer kompakten Menge [0, D] annimmt. Sie besitzt also eine

Teilfolge d;, (x (i1, 1), z(i;,2)) die gegen einen Wert §(1,2) konvergiert. Diese Folge ergén-

zen wir wieder um die iibrigen Folgenglieder in den Réumen Cj,. Wir erhalten also eine

Folge kompakter metrischer Raume C’Z-2 C C}, bei der die Abstédnde der ersten beiden

Folgenglieder konvergieren.

Diese Folge kann man nun fiir jedes k € N so ausdiinnen, dass eine Teilfolge Cf entsteht,

bei der die Absténde d;, (x (ix, ),z (ig,j")) fur alle 1 < j, j* < k konvergieren. (Hierbei

steht d; als Kurzform fiir d;,.)

Auf diese Weise definieren wir § : N x N — [0, 00) rekursiv und behaupten, dass die

Diagonalfolge C’,’j konvergent ist.



Den gesuchten Grenzwert definieren wir als Abschluss eines abzdhlbaren Raums. Sei
Coo := {1, 72,...}. Dieser erhlt die Pseudometrik doo (25, ;1) := 6(j, 7).

Zunichst identifizieren wir Punkte miteinander, deren Abstand 0 ist und bilden den
topologischen Abschluss, welchen wir Cy, nennen.

Wir zeigen, dass C tatséichlich der gesuchte Grenzwert ist. Sei n € Ny, dann ist
S(i,n) ein /n-Netz fir C;. Sei I > N (1/n) und 7 € N, so gibt es ein j < N (1/n) mit
d; (z(i,1),x(i,7)) < /n. Halten wir [ fest und lassen i gegen unendlich laufen, so muss
zumindest ein j unendlich oft auftreten. Es folgt also doo(z7,2;) < 1/n. S(oo,n) =
{xl, ey :L‘N(l/n)} ist also 1/n-dicht in Coo und somit auch in Cse.

Ist i grof genug, so ist R, := {(x(4,7),2;)} C S(i,n) x S(oco,n) eine surjektive 1/n-
Relation. Auflerdem sind S(i,n) und S(oco,n) I/n-dicht in C; respektive Co. R, ist also
eine 1/n-Relation.

Da n > 0 beliebig gewéhlt war, ist die Konvergenz gegeben.

SchlieBlich gilt, dass C, total beschrankt (fiir jedes n > 0 existiert eine endliche 1/n-
Uberdeckung) und vollstéindig (Nach Konstruktion) ist. C, ist also kompakt. O

Beispiel 8
In R™ betrachten wir die Bélle B,von Radius n (bez. der Standardmetrik). Es sei X, :=
(Bn7 %d) Die Réume sind isometrisch, also speziell gleichméfig kompakt.

2 Konvergenz punktierter Raume

Der Konvergenzbegriff nach Gromov und Hausdorff ist fiir kompakte metrische Rdume
gut geeignet, ansonsten braucht man einen etwas schwécheren Begriff, da zum Beispiel
der Abstand eines kompakten metrischen Raumes zu einem unbeschrinkten Raum immer
unendlich ist. Wir fithren daher den Begriff der Konvergenz punktierter Rdume ein.

Definition 9

Sei X, eine Folge metrischer Rdume mit Basispunkten z,, € X,,. Die Folge punktierter
Réume (X, x,) heiit konvergent gegen (X, x) falls die Folge der abgeschlossenen Bélle
B(zp,r) C X, (mit der induzierten Metrik) fiir alle » > 0 gegen B(z,r) beziiglich der
Gromov-Hausdorff-Metrik konvergieren.

X heiBt punktierter Gromov-Hausdorff-Limes der Folge (X,,).

Beispiel 10

Betrachtet man Sphéren konstanter Kriimmung. Fiir einen Beobachter am Nordpol er-
scheinen die Sphéren immer mehr wie ein euklidischer Raum, wenn der Radius gegen
unendlich strebt.

Lemma 11
Ist ein vollstdndiger metrischer Raum punktierter Limes einer Folge properer Rdume, so
ist er selbst proper.

Beweis :
Die Aussage ist nach Satz 6 offensichtlich. (]



Man kann Gromovs Prikompaktheitskriterium (Theorem 7) also wie folgt umformulie-
ren.

Theorem 12

Sei (X, x,) eine Folge punktierter metrischer Raume. Falls fiir jedes » > 0 und jedes
e > 0 eine Zahl N(r,¢) existiert, so dass B(xy,r) von N(r,e) e-Billen iiberdeckt werden
kann, dann konvergiert eine Teilfoge von (X,,x,) als punktierte Gromov-Hausdorff-
R&aume.

Beweis :
Der Beweis verlauft komplett analog zum Beweis von Theorem 7. O



