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Einleitung

Das wohl bekannteste Modell der Risikotheorie ist das so genannte Cramér-Lundberg-
Modell, das wir im Folgenden kurz vorstellen wollen (nach Alsmeyer [2], S. 208f.). Darin
wird ein Versicherungsportfolio betrachtet, in dem man sich auf die drei wichtigsten Ein-
flussgroflen Schadensauszahlungen, Pramieneinzahlungen und Anfangsreserve des Ver-
sicherers beschréankt. Sei also fiir ¢ > 0 der Risikoprozess R = {R; : t > 0} definiert

durch
Ny

Ri=u+~yt— Z Yi,
i=1

der die freie Reserve des Versicherers zum Zeitpunkt ¢ angibt. Dabei ist u > 0 das Startka-
pital oder die freie Reserve zum Zeitpunkt ¢ = 0 und ¢ die sichere Pramieneinzahlung
bis zum Zeitpunkt ¢ bei Prédmienrate v > 0. AuBlerdem wird mit N = {N; : ¢t > 0}
ein Poisson-Prozess mit Intensitdt A > 0 bezeichnet, der die Anzahl der aufgetretenen
Schéden bis t angibt. N; ist also Poi(At)-verteilt und die Zuwichse sind stochastisch
unabhéngig und stationér. Die Y7, Y5, Y3,... sind stochastisch unabhéngige, identisch
verteilte und fast sicher positive Zufallsgréfien mit Verteilung F' und endlichem Erwar-
tungswert EY; := pu > 0. Diese Y; konnen als einzelne Schadenshéhen aufgefasst werden
und sind stochastisch unabhéngig von der Anzahl der Schiden, also vom Prozess N.

Im Rahmen der Risikotheorie interessiert man sich nun unter anderem fiir die Ruin-
wahrscheinlichkeit, d.h. die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Reserve R; in endlicher
Zeit aufgebraucht wird. Fiir

Ny

7(u) :=inf{t > 0: ZYi—vt > u}
i=1

wird also

P(1(u) < o0)
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gesucht. Dazu setzen wir noch

A

pi= AH <1

Y
voraus, weil nur dann P(7(u) < oo) < 1 fiir alle w > 0 gilt (vgl. Asmussen [4], Corollary
1.4, S. 60; dort ist v = 1, man kann unseren Fall aber darauf zuriickfiihren, wie weiter
unten gezeigt wird). Diese Forderung ist dquivalent dazu, dass die Nettorisikopramie
E (yTy — Y1) positiv ist. T gibt dabei die Zeit bis zum Auftreten des ersten Schadens
an und ist unter obigen Annahmen Exp()\)-verteilt.

Fir die Ruinwahrscheinlichkeit erhalten wir nun

P(r(u) < o0) = P(R; < 0 fiir ein ¢t > 0)

Nt
—P<ZYi—’yt>uﬁireint>0>

i=1
n (0.1)
=P Z(Yfi—’yTi)>uﬁireinneN
i=1
= (=) 2" ),
n=1

Dabei sind die T, T5, T5,... in der dritten Identitéit die unabhingigen und identisch
Exp(\)-verteilten Zwischeneintrittszeiten der Schiiden, Fy ™ —1-F ” ™) ist Tail der

n-fachen Faltung von

1 [*_
Fife) =+ /0 Fly)dy, z > 0,

und die letzte Zeile von (0.1) folgt mit [4] (S. 61). Dort wird die Formel zwar nur fiir

v = 1 angegeben, wir konnen unseren Fall aber darauf zuriickfithren, indem wir
N

Ri=u+~ (t—zyi)

i=1 v

schreiben, p = \ E % = AT“ setzen und

Ly, w .
P Z——t>ffurelnt>0

-1 Y
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berechnen. Mit Substitution bekommt man dann
U 0% 5 Y
Fri/y <) = / p ( > y) dy
Y nJo Y

Bei der weiteren Untersuchung von (0.1) kann man nun zwei Fille unterscheiden. Falls

ein v > 0 mit

,0/ e’ Fr(dx) =1
0

existiert, so bezeichnet man dieses v als Lundberg-Koeffizient und man erhélt mit Em-
brechts et al. [16] (Theorem 1.2.2, S. 29) eine Aussage iiber die Konvergenzgeschwindig-
keit der Ruinwahrscheinlichkeit:

lim P(1(u) < 00)

U—00 e~ vu

=1.

Fiir einen Lévy-Prozess X wird diese Aussage unter der Cramér-Bedingung (es existiere
ein v > 0 mit Fe’X1 = 1) von Bertoin und Doney [7] gezeigt.

Wir wollen in dieser Arbeit den anderen Fall betrachten und obige Uberlegungen auf
allgemeine Lévy-Prozesse {ibertragen, fiir die die Cramér-Bedingung nicht gilt, d.h. es
soll kein v > 0 mit Ee’X1 = 1 existieren. Dafiir werden wir eine hinreichende Bedingung
aufstellen (vgl. (2.12) und Bemerkung 3.2). Eine Aufwértsbewegung des Lévy-Prozesses
werden wir als Schadensauszahlung, eine Abwértsbewegung als Pramieneinzahlung und
u > 0 als freie Reserve zum Zeitpunkt ¢ = 0 interpretieren. Wenn wir noch Xy = 0
annehmen, so entspricht

— (X —u)

der freien Reserve des Versicherers zum Zeitpunkt ¢, und Ruin tritt in endlicher Zeit ein,

falls die Ersteintrittszeit

7(u) :=1inf{t > 0: X; > u}

endlich ist. Von dem Lévy-Prozess X wollen wir noch fordern, dass er fast sicher nach —oo
driftet, d.h. Pramieneinzahlungen sollen langfristig die Schadensauszahlungen iiberwie-
gen. Wenn dies nicht erfiillt wére, so wiirde kein Versicherer eine Versicherung anbieten.

Unsere Hauptresultate geben uns dann unter anderem Auskunft dariiber, wie sich die
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Ruinwahrscheinlichkeit und die bedingten Verteilungen des Overshoots, der letzten Lei-
terhohe und der letzten Leiterzeit vor Ruin asymptotisch fiir u — oo verhalten. Wir
zeigen diese fiir den Nicht-Cramér-Fall und supexponentielle bzw. faltungséiquivalente
Verteilungen, bei denen grofie positive Werte relativ hohe Wahrscheinlichkeiten aufwei-
sen, was beispielsweise der aktuellen Bedeutung von Grofischadensereignissen (Naturka-
tastrophen, Terroranschlége etc.) Rechnung trigt. Wir betrachten dennoch einen sehr
allgemeinen Fall, denn wir setzen nicht die Existenz des Erwartungswertes £.X; voraus.

Als Vorlage dieser Arbeit dient ein Aufsatz von Kliippelberg, Kyprianou und Maller
[20], dem unter anderem unsere Hauptresultate entstammen und dem wir im Aufbau
weitestgehend folgen. Im ersten Kapitel soll in die (Erneuerungs- und Fluktuations-)
Theorie von allgemeinen Lévy-Prozessen mit Drift nach —oo eingefiihrt werden, wobei
hier sonst noch keine weiteren Annahmen getroffen werden. Kapitel 2 befasst sich dann
zunéchst mit subexponentiellen und faltungsédquivalenten Verteilungen, bevor wir Aussa-
gen iiber das asymptotische Verhalten (Startkapital u — oo) der Ruinwahrscheinlichkeit,
des Overshoots, der letzten Leiterhohe und der letzten Leiterzeit vor Ruin formulieren.
Das dritte Kapitel steht abschlieBend ganz im Zeichen der Anwendung unserer Ergeb-
nisse. Als Beispiel soll der klassische Risikoprozess aus dem oben diskutierten Cramér-

Lundberg-Modell erginzt um einen Brownschen Storterm betrachtet werden.

Herrn Prof. Dr. G. Alsmeyer danke ich herzlich fiir die Vergabe und die umfassende
Betreuung dieser Diplomarbeit, durch die mein Interesse an der Versicherungsmathema-
tik geweckt wurde. Dariiber hinaus mochte ich allen, die auf ihre Art und Weise zum
Gelingen dieser Arbeit beigetragen haben, meinen Dank aussprechen. Besonders erwéhnt

seien Marina Meyer und meine Familie fiir ihre Geduld und Riicksicht.



1 Lévy-Prozesse

Dieses Kapitel soll einer gezielten Einfithrung in die Theorie der Lévy-Prozesse die-
nen, wobei in erster Linie das mathematische Riistzeug fiir die Hauptresultate dieser
Arbeit bereitgestellt wird. Im ersten Abschnitt werden wir Lévy-Prozesse definieren
und die beriihmte Lévy-Khintchine-Formel angeben. Der Leiterh6henprozess steht im
Mittelpunkt des zweiten Abschnittes und bildet die Grundlage fiir die darauf aufbau-
ende Erneuerungstheorie. Erneuerungsmafle, Ersteintrittszeiten und die damit zusam-
menhéngende Ruinwahrscheinlichkeit werden dann im dritten Abschnitt behandelt, wo-
bei dort schon ein wichtiger Satz (Satz 1.24) fiir spétere Resultate gezeigt wird. Auf die
Wiener-Hopf Faktorisierung des charakteristischen Exponenten werden wir im vierten
Teil dieses Kapitels eingehen, und im fiinften Abschnitt wollen wir unter anderem den
Laplace-Exponenten des nichtdefekten aufsteigenden Leiterhthenprozesses .72 berech-
nen, ,, Aufwirtskriechen“ naher erlautern und schon erste Aussagen iiber die Verteilun-
gen von Overshoot, letzter Leiterhthe und letzter Leiterzeit vor Ruin (vgl. Satz 1.43)

formulieren.

1.1 Grundlagen

Wir betrachten in dieser Arbeit einen eindimensionalen Lévy-Prozess X = {X; : t > 0}
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, 4, P) mit Xy = 0 und Pfaden, die auf [0, c0)
rechtsseitig stetig sind und linksseitige Limiten besitzen. Dazu sei zunichst folgende

Definition bereitgestellt, in der wir den Ausfithrungen von Bertoin [6] folgen:

Definition 1.1. Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, ¢ ein von R isolierter Punkt
und X ein stochastischer Prozess auf (€2, A, P) mit Zustandsraum R U {0}. Auflerdem
besitze X P-fast-sicher unendliche Lebenszeit, d.h. P({ = co) = 1, wobei ¢ = inf{t >
0 : Xy = d} und der Prozess verharrt nach seiner Lebenszeit ¢ in 0. X ist dann ein

Lévy-Prozess auf (2, A, P), wenn die Zuw#chse X4 — X; fiir s,¢ > 0 unabhéngig vom
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Prozess {X;,0 < [ < t} sind und die gleiche Verteilung wie X, besitzen. Nimmt der

Lévy-Prozess nur nichtnegative Werte an, so bezeichnet man ihn als Subordinator.
Hierzu sind zunéchst einige Bemerkungen zu formulieren:

Bemerkungen 1.2. (i) Die oben beschriebenen Eigenschaften werden auch oft als

Stationaritdt und Unabhdngigkeit der Zuwdchse bezeichnet.
(ii) Lévy-Prozesse sind das Analogon zu Random Walks in stetiger Zeit.

(iii) Wir beschranken uns mit obiger Wahl des Zustandsraumes auf den eindimensio-

nalen Fall.

(iv) Falls X nicht P-f.s. unendliche Lebenszeit besitzt, so sprechen wir spéter von einem

defekten oder gekillten Prozess.

(v) Aus der Definition folgt, dass ein Subordinator nur monoton wachsende Pfade
besitzt.

Wir kommen zu diesen Bemerkungen nach einem kurzen Exkurs {iber unendliche Teil-
barkeit und die daraus resultierende Lévy-Khintchine-Formel zuriick. Zu diesem Zweck
definieren wir nach Alsmeyer [1] (S. 249):

Definition 1.3. Ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 p auf R heifit unendlich teilbar, wenn fiir
jedes n € N ein Maf} u,, existiert mit

*(n)

= " = in % -+ % py (n-mal).

Diese Definition ist dquivalent dazu, dass fiir 4 und jedes n € N ein Wahscheinlichkeits—
maf un existiert, so dass fiir die charakteristischen Funktionen ¢, (¢ fR p(dx) und
Opn (U fR ¥ pp(dx) die Identitét (¢,,)" = ¢, gilt. Unendlich tellbare Wahrschem-
1ichkeltsmaﬁe besitzen eine besondere Darstellung ihrer charakteristischen Funktion ¢,,.

Es sei
ou() = e*‘I’(ﬁ), ¥ eR,

wobei die berithmte Lévy-Khintchine-Formel Auskunft iiber die Gestalt des charakte-
ristischen Exponenten W von g gibt. Auch hier formulieren wie diese sofort fiir den

eindimensionalen Fall:
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Satz 1.4. FEin Wahrscheinlichkeitsmafl @ auf R ist genau dann unendlich teilbar, wenn
a €R, 02 >0 und ein Maf 11 auf R mit den Eigenschaften TI({0}) = 0 und

/(a:2 A1) II(dx) < oo
R

existieren, so dass

1
U (9) = iad) + 502 ? +/

(—o00,00

<1 — e 4 iﬁx1{|x‘<1}) II(dz), ¥ € R
)

gilt. Das Maf 11 heifst das zu Q@ gehdrende Lévy-Mayfs.
Beweis. Sato [25], S. 37. O

Kommen wir nun wieder zuriick zu Lévy-Prozessen. Fiir alle n € N gilt
n
X1 = Z(Xi/n — X(i—1)/n);
i=1
und wegen der Unabhéngigkeit und Stationaritéit der Zuwéchse
PXl — PXl/n * PXQ/n_Xl/n ¥ ook PXl_X(nfl)/n

d.h. PX1 ist unendlich teilbar. Deshalb gilt

ox, (0) = EeX1 — o~ Y() (1.1)

mit ¥ wie in Satz 1.4. Es gilt aber auch

Xn=X14+Xo—X1)+ -+ (X5, — Xp—1)

und mit der Stationaritdt und Unabhéngigkeit der Zuwéchse

%25 (19) - E@iﬁx?zl(xiixiil) = HE@“g(XZ*Xzfl)
i=1
= (B = VO e

Fiir r = g € QT mit p,q € N bekommen wir

Xprg = X1/q + (Xoyg — X1g) + -+ (Xpsg = Xp-1)/4)
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und damit

EeXp/a = (Ee¥X1/a)P, (1.2)

woraus mit p = ¢q
Eeiﬁ)ﬁ — (Eeif}Xl/q)q

und somit
(EeiﬁX1)1/q — Ee9%1/q (1.3)

folgt (zu Wurzeln von Fouriertransformierten von unendlich teilbaren Verteilungen siehe
Bauer [5] (S. 249)). Mit (1.1), (1.2) und (1.3) erhalten wir schliefllich

Ee Xt = e*‘l’(ﬁ)t,t cQt,¥9eR.

Diese Darstellung gilt sogar fiir ¢ > 0, da X rechtsseitig stetige Pfade besitzt und so-
mit ¢ +— Ee™X¢ rechtsseitig stetig ist. Wir konnen also festhalten, dass man fiir die
charakteristische Funktion eines Lévy-Prozesses X = {X;:¢ > 0} ebenfalls die Lévy-

Khintchine-Darstellung angeben kann:
Ee?Xt — =YWt 9 c R, (1.4)

wobei W (1) als charakteristischer Exponent von X bezeichnet wird und eine Darstellung
wie in Satz 1.4 besitzt.

Umgekehrt wollen wir noch zeigen, dass ein unendlich teilbares Wahrscheinlichkeits-
maf p (mit charakteristischem Exponenten wie in Satz 1.4) die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung PX! eines geeigneten Lévy-Prozesses X ist. Auflerdem erhalten wir im folgen-
den Satz Informationen iiber das Lévy-Mafl Ilx des Prozesses X. Der dort auftretende
Sprungprozess AX ist definiert durch AX; := Xy — Xy := Xy — 181%1 X..

Satz 1.5. Seien a € R, 02 > 0 und Ilx ein Maf$ auf R — {0} mit der Eigenschaft
/(1 A 2 x(dz) < .
Fir 9 € R sei ferner

1
U(9) = iad + 3 o292 + /

(—o0,00

(1 — e 4 “9:31{|a:|<1}> IIx(dx).
)
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Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaf8 P auf dem zugrundeliegenden Wahrschein-
lichkeitsraum, unter dem X ein Lévy-Prozess mit charakteristischem Exponenten W ist.
Auferdem ist der Sprungprozess AX wvon X ein Poissonscher Punktprozess mit Inten-

sitdatsmafl Ix.
Beweis. Bertoin [6], Theorem 1, S. 13. O

Auf die allgemeine Theorie der Poissonschen Punktprozesse soll im Weiteren nicht
eingegangen werden. Der interessierte Leser sei verwiesen auf die Werke von Revuz und
Yor [24] und Bertoin [6]. Wir wollen aber fiir den Fall, dass das Lévy-Maf} IIx des Lévy-
Prozesses X spektral positiv oder negativ ist, d.h. IIx ((—o00,0)) = 0 oder IIx((0,00)) =0

gilt, daraus resultierende Eigenschaften fiir den Sprungprozess AX herleiten:

Satz 1.6. Sei X ein Lévy-Prozess mit Lévy-Maf$ Tllx und AX der zu X gehdrende

Sprungprozess. Dann gilt:
(i) TIx((0,00)) =0 < AX <0 P-fs.;
(ii) lx((—00,0)) =0 < AX >0 P-fs..

Beweis. (i) ,=* Nach Satz 1.5 ist I1x das Intensitéitsmafl des Punktprozesses AX. Nun
gilt nach [24] (Definition (1.9), S. 438), dass IIx((0,00)) dann gerade folgende Gestalt
besitzt:

1 .
Ix((0,00)) = - B D L% (0,00) (G AX)

j€(0,1
1 .
T / > L0ax(000) (1, DX (W) | Pldw),
2 \je(o.

wobei die obige Darstellung fiir alle ¢ > 0 gilt. Da die zu integrierende Summe nur aus
nichtnegativen Summanden besteht und nach Voraussetzung IIx ((0,00)) = 0 gilt, folgt,
dass alle Summanden P-f.s. gleich 0 sein miissen. Dies impliziert die Behauptung, weil
die obige Gleichung fiir alle t > 0 gilt.

,<=" folgt aus der obigen Darstellung von IIx((0,00)).

(ii) Analog zu (i). O

Fiir den weiteren Verlauf dieser Arbeit werden noch die folgenden Annahmen getroffen:
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(1) Die von X erzeugte kanonische Filtration F = {F; : t > 0} werde P-vervollstandigt
(d.h. fiir alle N € F; mit P(N) = 0 und fiir alle A C N gilt A € 7 und P(A) =0)
und ist damit nach Bertoin [6] (Proposition 4, S. 18) rechtsseitig stetig (d.h. F; =

ﬂs>t ‘7:3) :
t—o0

(2) Sei X¢g = 0 und der Prozess drifte nach —oo, d.h. X; — —oo P-f.s.. Dies triigt
der Vorstellung Rechnung, dass die Pramienzahlungen die Schadensauszahlungen

iiberwiegen sollen, wie wir schon in der Einleitung dieser Arbeit erwdhnt haben.

1.2 Der Leiterhohenprozess

In diskreter Zeit betrachtet man bei einem Random Walk (R,,),>0 den Prozess seiner
Maxima, den so genannten aufsteigenden Leiterhohenprozess, indem man die temporéren
Maxima (R, (w) ist tempordres Maximum < R, (w) > Ry (w),n < ng) in einem neuen
Prozess, dem schwach aufsteigenden Leiterhohenprozess, zusammenfasst. Dabei werden
die Indizes der temporiren Maxima abgezahlt und als schwach aufsteigende Leiterin-
dizes o7 bezeichnet. (RJ% 1 (o2 <Oo}>n>0 ist dann der zu (R,)n>0 gehorende schwach
aufsteigende Leiterhohenprozess. Fiir weitere Details zur Erneuerungstheorie bei Ran-
dom Walks sei der interessierte Leser auf Alsmeyer [2] verwiesen.

In stetiger Zeit kann man den Leiterh6henprozess auf diese Weise nicht definieren,
denn die Menge der Maxima ist im Allgemeinen nicht abzihlbar. Um diesen aber auch
fiir Lévy-Prozesse einfithren zu kénnen, benotigt man eine Lokalzeit L := {L; : t > 0},
die Informationen dariiber liefert, wann sich ein Markov-Prozess M := {M; : t > 0}
mit My = 0 in einem bestimmten Punkt, bei uns spéter 0, aufhélt. Diese Lokalzeit soll
wachsen, wenn der Prozess bei 0 ist, und auf den Exkursionsintervallen konstant sein,
woran man die gewiinschte Information dann ablesen kann.

Die Konstruktion der Lokalzeit L fithrt Bertoin in [6] (Kapitel IV) fiir bestimmte
(,,nice*) Markov-Prozesse M durch. Anschaulich gesprochen haben Markov-Prozesse die
Eigenschaft, dass man nur den Zustand My, kennen muss, um zur Zeit t;p Aussagen
iiber den weiteren Verlauf fiir ¢ > ¢y machen zu konnen. Der Verlauf des Prozesses
{M; :t € [0,tp)} ist dafiir irrelevant. Diese Eigenschaft wird auch als Markov-Eigenschaft

bezeichnet. Fiir Lévy-Prozesse gilt sogar die starke Markov-Eigenschaft:

Satz 1.7. Sei T eine Stoppzeit mit P(T < oo) > 0 und X ein Lévy-Prozess. Dann gilt
bedingt unter {T < oo}, dass der Prozess { X4+ — X7 : t > 0} unabhingig von Fr ist

10



1.2 Der Leiterh6henprozess

und die gleiche Verteilung wie X besitzt, d.h.
P(Xp4e — Xp) € -|T <o0) =P(X €)
fir alle t > 0.

Beweis. Bertoin [6], S. 20. O

Satz 1.7 bedeutet laut [6] (S. 20), dass fiir jede P-f.s. endliche Stoppzeit T' die bedingte
Verteilung des verschobenen Prozesses { X7 :t > 0} bei gegebenem Xp = x identisch
ist mit der Verteilung von X + z.

Bei der Konstruktion der Lokalzeit L fiir M bei 0 werden in [6] (S. 104) drei verschie-

dene Arten von Markov-Prozessen unterschieden:

(i) O ist regulérer (d.h. fiir r; := inf{s > t : My = 0} gilt P(ro = 0) = 1) und
augenblicklicher (d.h. fir S :=inf{s > 0: M, # 0} gilt P(S = 0) = 1) Punkt von
M.

(ii) 0 ist reguldrer Punkt und Verweilpunkt (d.h. P(S = 0) = 0) von M.
(iii) 0 ist irreguldrer Punkt von M (d.h. P(ro = 0) = 0).

Fiir Markov-Prozesse mit den Eigenschaften (i) oder (ii) wollen wir stetige Lokalzeiten
angeben, was fiir Prozesse mit der Eigenschaft (iii) nicht moglich ist, da die Menge
{t : M; = 0} dann diskret ist (vgl. [6], S. 104). Im Falle (i) wird die Lokalzeit L bei 0 im
Rahmen der Konstruktion definiert durch [6] (Theorem 4, S. 109) und mit [6] (Korollar
6, S. 112) erhélt man die Darstellung

t
/ 1{Ms=0} ds=d- Lt P-fs.
0

fiir ein geeignetes d > 0 und alle ¢ > 0. Falls M ein Markov-Prozess mit der Eigenschaft
(ii) ist, so stellt jeder Prozess L = {L; : t > 0}, fiir den ein d > 0 mit

t
st:/ 1{MS:O}d3;t207
0

existiert, eine Lokalzeit von M bei 0 dar (vgl. [6], S. 122). Die Existenzfrage wird ebenfalls
in [6] geklart. Fiir den Fall (iii) erhélt man fiir die Lokalzeit L von M bei 0 folgende

Gestalt:
n(t)

Li=) 7,t>0,
§=0

11
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wobei
n(t):={0<s<t: M, =0}

die Anzahl der Aufenthalte von M in 0 z&hlt und 79, 71, 79,... fiir beliebiges A > 0
unabhéngige, identisch Exp()\)-verteilte Zufallsgroien darstellen, welche von M ebenfalls
unabhéngig sind (vgl. Kyprianou [22], Theorem 6.7, S. 134). In den Féllen (i) und (ii)
sind die Lokalzeiten gerade so konstruiert worden, dass die Abbildungen ¢ +— L;(w) fiir
P-fa. w e Q stetig sind (vgl. [6], Theorem 4, S. 109 und S. 121). Die stetigen Versionen
der Lokalzeit sind bis auf eine multiplikative Konstante eindeutig bestimmt. Im weiteren
Verlauf werden wir ausschliefSlich die oben eingefiihrten Lokalzeiten verwenden.

Damit wir den aufsteigenden Leiterhohenprozesses mit Hilfe von Lokalzeiten einfithren

konnen, benttigen wir noch den Supremumsprozess von X und den reflektierten Prozess:

Definition 1.8. (i) X wird definiert durch X; = sup{X; : s € [0,¢]} und als Supre-

mumsprozess bezeichnet.
(ii) X — X heift reflektierter Prozess.

Um unserem Ziel, den Leiterhdhenprozess fiir Lévy-Prozesse angeben zu kénnen, ndher
zu kommen, ist eine Angabe dariiber notwendig, wie lange der Prozess X bis zum Zeit-
punkt ¢ neue temporire Maxima erreicht. Hieriiber Auskunft gibt uns die Lokalzeit von
X — X bei 0, welche mit L := {L; : t > 0} bezeichnet sei. Diese wichst ndmlich, wenn
X — X bei 0 ist, also wenn X temporire Maxima erreicht, und ist sonst konstant. Sie exi-
stiert und besitzt eine der oben beschriebenen Darstellungen, da der reflektierte Prozess
nach [6] (Proposition 1, S. 156) ein Markov-Prozess mit Xo — Xo = 0 ist und die weite-
ren Eigenschaften besitzt, die in [6] (S. 104) unter dem Begriff ,,‘nice’ Markov process*
zusammengefasst werden.

Nun kénnen wir das Analogon zu den schwach aufsteigenden Leiterindizes bei Random
Walks definieren:

Definition 1.9. Sei L eine Lokalzeit des reflektierten Prozesses X — X bei 0. Dann wird
die inverse Lokalzeit L= = {L; ! : ¢ > 0} mit

L' =inf{s>0: L, >t}
als aufsteigender Leiterzeitprozess bezeichnet.

Zu dieser Definition wollen wir einige Bemerkungen formulieren:

12



1.2 Der Leiterh6henprozess

Bemerkungen 1.10. (i) Der linksseitige Grenzwert von L; ' ist gerade
L' =inf{s>0:L, >t}
Diese Tatsache soll an einem Beispiel erldutert werden. Sei

Yi(w) t fir t < tg
W) =
t—2 fiir t > to

mit fest gewithltem ¢y > 0. Dann ist Y — Y = {Y; — Y; : t > 0} ein Markov-Prozess und
0 regulidirer und Verweilpunkt von Y — Y. Nach obigen Ausfithrungen gilt daher fiir die

Lokalzeit L von Y —Y bei 0 mit geeigneter Normierung

t fiir t <t
Li(w) = <t fiir to <t < to+2-
t—2 fiirt>tg+2

Daraus folgt

_ t fiir t < tg
Ly 1(0‘)) =
t+2 firt >ty
und somit
- t fiir ¢ < o
thf1 (w) =

t4+2 fiirt >ty

(ii) Hier und im weiteren Verlauf soll inf @ = oo gelten.

(iii) L; ' und L;! sind nach [6] (Proposition 7, S. 113; S. 121f.) Stoppzeiten beziiglich
der kanonischen Filtration F von X.

(iv) Die inverse Lokalzeit ,eliminiert* gerade die Zeitabschnitte, wo die Lokalzeit kon-
stant ist, d.h. wo der Prozess X — X nicht bei 0 ist und somit X keine temporiren

Maxima erreicht.

Mit der von uns aufgestellten Forderung, dass X nach —oo driften soll, kénnen wir

jetzt zwei Eigenschaften des Grenzwertes der Lokalzeit (Lo, := tlim L) zeigen:
—0Q0
Satz 1.11. Fir einen Lévy-Prozess X mit Drift nach —oo gilt:

(1) P(Loo < 00) =1;

13



1 Lévy-Prozesse

(ii) P(UpsolLi" = 00}) = 1.
Beweis. (i) Seiw € N¢:={w € Q: X;(w) ooy —o0}. Dies bedeutet, dass fiir alle S € R
ein t(S) € [0, 00) existiert, so dass fiir alle t > ¢(5)

Xt((.U) < S

gilt. Sei nun S = X, (w) fiir ein beliebiges ¢y > 0. Daraus folgt nun, dass ein ¢(S) € [0, 00)
existiert mit
Xi(w) < Xy (w)

fiir alle t > ¢(S). Also gilt
Lt(w) = Lt(S) (w) < o0

fiir alle ¢ > ¢(S), d.h. N¢ C {Ls < oo} und damit
P(Lo < 00) > P(N¢) = 1.

(ii) Sei w € {Loo < o0}. Da Ly(w) wachsend ist in ¢t und Lo (w) < oo gilt, existiert ein
K >0, so dass
Lt(W) <K

fiir alle t € [0, 00). Damit ist
L =inf{s >0: Ly(w) > K} =inf & = o

und somit

Ly (w) =

fiir alle t > K. Dies impliziert

wGU{Lt_lzoo}

t>0
und
{Loo <00} C | J{L;" = o0}
t>0
und damit schon die Behauptung, denn nach (i) gilt P({Le < o0}) = 1. O

Mit Hilfe von [6] lassen sich nun Aussagen zur probabilistischen Struktur der inversen

Lokalzeit L' treffen. Zuvor jedoch benétigen wir noch eine Definition:
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1.2 Der Leiterh6henprozess

Definition 1.12. X wird gekillt mit Rate q, wenn ein ¢ > 0, ein Lévy-Prozess Y (nach
Definition 1.1) und eine von Y unabhéngige Exp(q)-verteilte Stoppzeit 7 existieren, so

dass
Yi(w) firt < 7(w)

Xt(w) = N
) fiir t > 7(w)

wobei § ein isolierter Punkt des Zustandsraums von X ist und als Friedhof bezeichnet
wird. Im Falle ¢ = 0 ist X ein gewohnlicher Lévy-Prozess (vgl. Definition 1.1).

In unserem Fall ist der Zustandsraum des gekillten Prozesses gerade R U {oco} bzw.
[0, 00| bei Subordinatoren. Formulieren wir nun den oben angekiindigten Satz iiber die

inverse Lokalzeit L~1:

Satz 1.13. Die inverse Lokalzeit L™1 ist ein (mdglicherweise mit Rate ¢ > 0 gekillter)

Subordinator.
Beweis. Bertoin [6], Theorem 8, S. 114 und S. 121f. . O
An dieser Stelle sind einige Bemerkungen festzuhalten:

Bemerkungen 1.14. (i) Mit der Voraussetzung tlim Xy = —oo P-f.s. und Satz 1.11
— 00
folgt, dass L~! ein mit Rate ¢ > 0 gekillter Subordinator ist.

(ii) Der Friedhof von L~! ist der in R U {oo} isolierte Punkt 6 = oo.
(iii) Gekillte Prozesse werden auch als defekte Prozesse bezeichnet.

Nach der ausfiihrlichen Einfithrung der Lokalzeit und deren Inverser wollen wir nun
dem Titel dieses Abschnitts Rechnung tragen und den aufsteigenden Leiterh6henprozess

definieren:
Definition 1.15. Der Prozess H = {H; : t > 0} wird definiert durch
Ht = XL;1
und als aufsteigender Leitehdhenprozess bezeichnet. Im Falle L, ! = o gilt Hy = 0.

Bemerkungen 1.16. (i) Falls X — X einen Markov-Prozess mit der Eigenschaft dar-
stellt, dass 0 reguldrer Punkt ist, so existiert eine stetige Version der Lokalzeit L und

damit sind die Pfade von L~! streng wachsend. Die obige Definition ist fiir den Fall

15
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also sinnvoll. Falls 0 irreguldrer Punkt ist, so existiert keine stetige Version der Lokalzeit
L. Die Pfade von H sind dann Treppenfunktionen, deren ,, Treppenhohen“ gerade die
temporédren Maxima darstellen.

(ii) Der hier definierte Leiterhthenprozess ist das Analogon zum schwach aufsteigenden
Leiterhohenprozess bei Random Walks. Fiir weitere Details sei der interessierte Leser auf
[22] (S. 137f.) verwiesen.

Um auch zum Prozess H probabilistische Informationen zu bekommen, folgern wir

aus einem Lemma in [6]:

Satz 1.17. Unter den von uns getroffenen Annahmen ist Loy Exp(q)-verteilt mit ¢ > 0
und der Prozess {(L; ', Hy) : Lo > t} ein zweidimensionaler Lévy-Prozess, der gekillt

wird mit Rate q.

Beweis. Wegen der Voraussetzung tlim X = —oo P-f.s. ist 0 transient fiir den reflektier-
— 00

ten Prozess X — X. Die Behauptung folgt dann mit [6] (Lemma 2, S. 157). O

H ist also ein defekter Subordinator, denn der Prozess X ist nicht defekt und damit
gilt H =X ;1 = 00 genau dann, wenn L; 1 = o eintritt.

Wenden wir uns nun dem zweidimensionalen Prozess (L~!, H) zu, welcher schon in
Satz 1.17 erwahnt wurde. Aus diesem konnen wir jetzt eine Aussage iiber stochastische

Unabhéngigkeit schlieflen:

Korollar 1.18. Bedingt unter dem Ereignis { Lo > t} verhilt sich der Prozess (L™, H)

auf [0,t) wie ein von Lo unabhingiger zweidimensionaler Subordinator (£ =1, 7).

Beweis. Die Behauptung folgt mit Satz 1.17 und Definition 1.12. Die dort auftretenden
unabhiingigen Zufallsvariablen Y und 7 sind hier Y = (£, %) und 7 = L. O

Der zweidimensionale Subordinator (£ ~1, J#) wird im weiteren als eine nichtdefekte
Version von (L', H) bezeichnet. Das obige Korollar impliziert also folgende Vertei-
lungsgleichheit:

{(L7Y Hy) Lo >t} £ {(L71, ) s eg > ), (1.5)

wobei e, eine von (£ 71, #) unabhiingige Exp(q)-verteilte ZufallsgroBe ist.
Nachdem wir den aufsteigenden LeiterhGhenprozess eingefithrt haben, soll auch der

absteigende Leiterhohenprozess definiert werden. Um diesen zu bekommen, muss man
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den Infimumsprozess X = {X, : ¢t > 0} mit X, = inf{X; : s € [0,¢]} und den zugehori-
gen reflektierten Prozess X — X betrachten. Man konstruiert dafiir wieder eine Lokalzeit
L bei 0, die genau dann wéchst, wenn X neue temporédre Minima erreicht, bezeichnet

mit L ! analog zum vorherigen Vorgehen die inverse Lokalzeit und definiert:
Definition 1.19. Der Prozess H = {H; : t > 0} wird definiert durch
H, =X i
und heif3t absteigender Leiterhohenprozess.
Auch zum absteigenden Leiterh6henprozess sind einige Bemerkungen zu formulieren:

Bemerkungen 1.20. (i) Es sei hier darauf hingewiesen, dass der absteigende Lei-
terhdhenprozess H nur negative Werte (und 0) annehmen kann. Die in der Literatur
tibliche Definition wéire allerdings —H;, denn dort wird der absteigende Leiterh6henpro-
zess von X aufgefasst als der aufsteigende LeiterhGhenprozess von X :=-X.

(ii) Da wir voraussetzen, dass X nach —oo driftet, ist H nicht defekt, denn Lo = 0o
P-f.s. und damit L; ' < oo P-f.s. fiir alle ¢t > 0.

(iii) H besitzt monoton fallende Pfade.

(iv) —H ist ein Subordinator.
Abschlielend wollen wir noch kurz auf einige Notationen hinweisen:

Definition 1.21. Iy, Il und Il seien die Lévy-Mafle von X, H und A, wobei I,
und IT,» nur Masse auf (—o0,0) bzw. (0, 00) besitzen (vgl. Satz 1.6). Die Tails seien fiir
u > 0 wie folgt definiert:

Iy (u) = Ty ((u, o0))
T (u) = Ty (o0, —u))
Tx (u) = Ty () + Ty (u)
Iy (u) = Iy ((u, 00))
T (u) = g ((—00, —u)).

1.3 Erneuerungsmalle und Ersteintrittszeiten

Von zentraler Bedeutung in unseren Betrachtungen wird die Ersteintrittszeit

T(u) =inf{t > 0: X; > u}

17



1 Lévy-Prozesse

fiir w > 0 sein. Sie gibt den ersten Zeitpunkt an, zu dem der Prozess X das Niveau u iiber-
schreitet, also den Zeitpunkt, zu dem die Reserve aufgebraucht ist. Es sei hier nochmal
daran erinnert, dass Schadensauszahlungen einer Aufwértsbewegung und Prémienein-
zahlungen einer Abwirtsbewegung des Prozesses entsprechen. Damit eine Versicherung
iiberhaupt die Moglichkeit hat Gewinne zu erwirtschaften, sollten die Einzahlungen die
Auszahlungen iiberwiegen. Deshalb nehmen wir an, dass X nach —oo driftet.

Wir wollen im Folgenden unter anderem P(7(u) < 00), die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass das Startkapital u der Versicherung in endlicher Zeit aufgebraucht wird, und das
asymptotische Verhalten dieser Wahrscheinlichkeit fiir u — oo untersuchen. Des Weite-
ren werden wir noch den sogenannten Overshoot X, (,) — u betrachten.

Fiir die weitere Entwicklung unserer Ergebnisse bendtigen wir die Erneuerungsmafle
der Prozesse H und H:

o0

Definition 1.22. (i) V(:) = / P(H; € -)dt ist das Erneuerungsmafl von H auf
0
(R, B), B Borelsche o-Algebra.

0
(ii) V() = / P(H,; € -)dt ist das Erneuerungsmaj$ von H auf (R, B).

Diese Definition beschreibt das exakte Pendant zu Erneuerungsmaflen fiir Random
Walks (Sp,)n>0. Bei diesen betrachtet man das zuféllige Zahlmafl

N(w,) = b5,
n>0
auf (R, B), w € Q, und bildet den Erwartungswert.
U(-):=E()_ds.() =) P(Sp €")
n>0 n>0

ist dann das Erneuerungsmafl von (Sy,)n>0 (vgl. Alsmeyer [2], S. 245). Bei Random Walks
wird also iiber die diskrete Zeit n € Ny summiert, bei Lévy-Prozessen iiber die stetige
Zeit t > 0 integriert.

Das Erneuerungsmaf von H lisst sich auch in Abhéngigkeit vom nichtdefekten Prozess
J schreiben:

Lemma 1.23. Fiir das Erneuerungsmafl V von H gilt

V()= /OOO e~ P(A € -) dt.
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Beweis.
V) :/Ooo P(H, €
= /OOOP(Ht €, Lo >t)dt
—/oo P(A € - ey > t)dt (1.6)
/ P(A € -)Peg >1t)dt
:/0 P(A € )e 1 dt,

wobei die zweite Identitéit daraus folgt, dass V' ein Mafl auf (R, B) ist, die dritte aus
(1.5), die vierte aus der stochastischen Unabhingigkeit von e, und ¢ und die fiinfte

daraus, dass e, eine Exp(q)-verteilte Zufallsgrofe ist. O

Wir wollen nun einen Satz beweisen, mit dessen Hilfe wir spéter Angaben iiber die

Verteilungen von X7y, L]Zl( ) und X, - treffen kénnen. Dabei gibt L7 L o die
T(UW)— T(u)7
letzte aufsteigende Leiterzeit und X Lt die letzte aufsteigende Leiterhthe vor Ruin
Er(u)—
an.

Satz 1.24. Seien u > 0 und f,g,h : R — R beschrdinkte, nichtnegative und messbare
Funktionen mit g(u) = 0. Dann gilt:

E (f <XL_T(U) > 9 () b (27 1{T<u)<oo}>
- / f() / oy + ) Ly (ds) V" (dy)
[0,u] (u—y,00)

/eqt/ P(A_ e, 27" € dz)dt.
[0,00)

Beweis. Sei T'(u) := inf{t > 0 : H; > u}. Dann gilt P-fs. L) = T(u) bzw. P-fs.
L;(lu) = 7(u). T'(u) und 7(u) sind im allgemeinen nicht gleich, da sich beide Stoppzeiten
auf verschiedene Zufallsgrofien beziehen, die wiederum unterschiedlichen Zeitskalierun-

gen unterliegen. Es gilt nun P-f.s.
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und P-fs. {T'(u) < Loo} = {7(u) < co}. Des Weiteren ist Lo, nach Satz 1.17 Exp(q)-
verteilt. Die Behauptung wird nun mit einigen Umformungen bewiesen. Dabei sei noch
einmal daran erinnert, dass H; = Hy;— + AH; und g(u) = 0 ist, was beides in in der

vierten Identitét eingeht:

E (f (XLL;W) 9 (Xr(w) b (LZL),) 1{r<u><oo}>

= B (f (Hra-) 9 (Hrw) b (Ll ) Lire<ria))

=F < > f(He) g(H) (L) 1{T(u)t})
0<t<Loso

=FB < Z f(H-) g(Hy) b (L) 1{Ht<u<Ht}> (1.7)
0<t<Loo

=F < Z f(H-) g(Hy) h (L) 1{Ht_<u<Ht_+AHt}>
0<t<Loo

=EB Z F(A) g (A + DAY W (L) Yon <ueri+006)

0<t<eq

Z=Zt

wobei fiir die zweite Identitdt benttigt wird, dass die Pfade von H hochstens abzahlbar
viele Unstetigkeitsstellen besitzen und g(u) = 0 gilt, und in der letzten Identitét (1.5)
eingeht. Um den obigen Term weiter umzuformen verwendet man die Theorie bedingter
Erwartungswerte und Verteilungen (insbesondere [1], Satz 53.10, S. 306f.) und kann (1.7)

fortfithren:

E{ Y z|=E(E| D Z|e
0<t<eq 0<t<eq
= / E( ). Z| Pleg € dy)
[0,00) 0<t<y
=B <Z (/ qeqydy) Zt>
>0 Ut

=F <Z e I (H) g(H- + D) h (LY 1{%<u<%§+&jﬁ}> ;

(1.8)
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wobei fiir die zweite Identitét die Unabhéngigkeit von e, und (,jf Lo ) und fiir die
dritte e, 4 Exp(q) verwendet wird. Um nun die Umformungen fortzusetzen, wenden wir
die Kompensationsformel (siche Satz A.1 im Anhang) auf den Poissonschen Punktprozess
z(t) = A (€ E =[0,00)) mit Intensitidtsmaf IT,- (vgl. Satz 1.5) an. Dabei ist der in

der Kompensationsformel auftretende Prozess C' definiert durch

Co(s)= (e f(A-) g (- +5) h (L") L <ucri +s}) -

Dieser ist vorhersagbar (d.h. messbar beziiglich der von den linksseitig stetigen, adap-
tierten Prozessen erzeugten o-Algebra; vgl. [6]), da f, g und h messbar und J#_ und
.,Z;l linksseitig stetige Prozesse sind. Die Bedingung Cy () = 0 ist hier irrelevant, da
der Friedhof v = oo von A nicht erreicht wird. Die Umformungen (1.8) konnen damit

nun fortgesetzt werden:
=K (/ e 4 f(H-) (L) Lim_<u) /[ )g(%’%— +8) L ts>up Hor(ds) dt)
0 0,00
=/ e "E (f(%—)h(iﬂtl)l{%gu}/( )9(%”— +5) Lt +s>u) H%(d5)> dt
0 0,00
— [ e ( | s
0 [0,u] % [0,00)
X </ g(y + s) ij(ds)> P(A_ € dy, £ € dz)) dt
(u—y,00)
- [ 1w ( [ ety ij(ds))
[O,U} (’u,fy,oo)
X </ e 4t (/ h(z) P(SG- € dy, £ € dz)) dt)
0 [0,00)

=Vh(dy)

= [ f (/ 9y +5) H%’(ds)> Vi (dy),
[0,u] (u—y,00)

wobei bei der zweiten Identitat wegen E (1 (Ao <uy 1 %;7>u}) = 0 die linke Integrations-

grenze des zweiten Integrals offen gewihlt werden kann. O

Zum gerade bewiesenen Satz wollen wir noch eine Bemerkung formulieren:
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Bemerkung 1.25. In der Vorlage dieser Arbeit [20] (Theorem 2.4, S. 1771f.) wird
obiger Satz 1.24 mit der impliziten Annahme V(0) := V({0}) = 0 bewiesen. Da wir
hier auf jene Annahme verzichten und die Behauptung allgemeiner zeigen, unterscheidet
sich unsere Aussage von der in der Vorlage darin, dass hier iiber y € [0,u] und in der
Vorlage iiber y € (0, u| integriert wird. Dies hat auch Auswirkungen auf spitere Sitze
und Theoreme, bei denen sich z.T. Unterschiede der obigen Form ergeben, falls iiber das

Erneuerungsmafl V' integriert wird.

Satz 1.24 wird spéter in Satz 1.43 Anwendung finden, fiir dessen Beweis vorher unter
anderem noch einige fluktuationstheoretische Aspekte erarbeitet werden miissen. Darum
kommen wir darauf erst spéter zuriick.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch eine explizite Darstellung der Ruin-
wahrscheinlichkeit P(7 < oo) angeben, die bei diskreter Zeit in der Literatur auch oft
unter dem Begriff Pollaczek-Khintchine-Formel zu finden ist. Das dort auftretende ¢ > 0
ist uns schon in Satz 1.17 begegnet.

Satz 1.26. Fir die Ruinwahrscheinlichkeit P(T(u) < oo) gilt bei gegebener Reserve
u >0
P(7(u) < 00) = qV((u,00)) := g V(u). (1.9)

Beweis. Nach [6] (S. 172, Proposition 17(i)) gilt bei negativer Drift
V(u) :=V([0,u)) = k P(Xoo <u) =k P(r(u) = 00),

wobei k > 0 eine geeignete Konstante ist. Im Beweis dazu wird diese Konstante k genauer
beschrieben. Sie stimmt ndmlich mit % iiberein, wobei ¢ in Satz 1.17 charakterisiert

wurde. Damit kénnen wir die Behauptung zeigen:
P(r(u) < 0) =1— P(7(u) = 00)
=12 V(0,u)
=1—-¢(V([0,00)) = V((u,00)))
14 (5 - Vi)

=q V((u’ OO))
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1.4 Die Wiener-Hopf Faktorisierung

Bei Random Walks gibt die Wiener-Hopf Faktorisierung eine Beziehung zwischen der
Zuwachsverteilung des Random Walks und der Verteilungen seiner ersten Leiterhéhen
an (vgl. Alsmeyer [3], S. 340).

Im Rahmen von Lévy-Prozessen ist mit der Wiener-Hopf Faktorisierung eine Zu-
sammenstellung von Ergebnissen beziiglich des Supremumsprozesses X, der Laplace-
Exponenten von (L', H) und (L', H) und des charakteristischen Exponenten ¥ von
X gemeint. Da aber nur letzteres fiir unsere Zwecke von Belang ist, verweisen wir fiir
die anderen Resultate auf Kyprianou [22] (Theorem 6.14, S. 147f.; Bemerkungen fiir
zusammengesetzte Poisson-Prozesse, S.156f.).

Das nun folgende Resultat wird oft auch als Wiener-Hopf Faktorisierung des charak-
teristischen Exponenten bezeichnet. Dabei vereinbart man, dass e®?1 = 0 fiir H; = oo

gilt.

Satz 1.27. Es existiert ein k > 0, so dass fiir den charakteristischen Exponenten ¥ von
X
kU(9) = Wy (0) W4 (9) (1.10)

fiir 9 € R mit U () := —log Ee™™ und U (9) := —log Beii gilt. Die Konstante k

hdngt von der Normierung der Lokalzeit L ab.
Fiir den Beweis dieses Satzes benétigen wir das folgende wichtige Resultat:

Satz 1.28. Seien A > 0 und 7 eine Exp(X)-verteilte und von X unabhdingige Stoppzeit.
Dann sind X, und (X, — X,) stochastisch unabhdingig.

Beweis Satz 1.28. Bertoin [6], Theorem 5(i), S. 160. O
Damit kénnen wir nun Satz 1.27 beweisen:

Beweis Satz 1.27. In diesem Beweis folgen wir im Wesentlichen den Ausfithrungen von
Bertoin [6] und Kyprianou [22]. Es muss dabei unterschieden werden, ob der zugrunde
liegende Lévy-Prozess ein zusammengesetzter Poisson-Prozess ist oder nicht. X = { X :

t > 0} ist ein zusammengesetzter Poisson-Prozess, wenn er definiert ist durch
N
Xt = Z an
n=1
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wobei N = {N; : t > 0} einen Poisson-Prozess und Y7, Ys, Y3, ... unabhéngige, identisch
verteilte ZufallsgrofSen, unabhéngig von N, darstellen.

Fiir den Fall, dass X ein zusammengesetzter Poisson-Prozess ist, wollen wir auf einen
ausfiihrlichen Beweis verzichten und auf einige Bemerkungen am Ende dieses Beweises
verweisen.

Sei X also kein zusammengesetzter Poisson-Prozess und 7 eine von X unabhingige
Exp()\)-verteilte Stoppzeit, A > 0. Dann bekommt man mit Satz 1.28

EeiﬁXT — Eeiﬂ(XT_yT+YT)
- B eiﬂYT Fe(X- -X;)
— BeXr poiIX,
= U (9) Ty (9),

wobei die dritte Identitdt mit [6] (Proposition 3, S. 158) folgt. AuBerdem kann man
FEeXr auch in Abhingigkeit von ¥ darstellen:

EetXr — E(E(eiﬂXT | 7))
_ / E(¢PX7 |7 = t) P7(dt)
= / Ee"Xt xe M dt
0

:/ e VWL )\ =M gy

0
B A
A UW)
Man hat also eine erste Faktorisierung:
A 4 _
= U1 (9) ¥, (9).

A+ ¥((0)
Fiir unsere Zwecke formen wir diese noch um:

A

U(9) = ROIRON Al (1.11)

Da X kein zusammengesetzter Poisson-Prozess ist, folgt mit [6] (Proposition 15, S. 30)

/ e 1 P(X, = 0)dt =0
0
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1.4 Die Wiener-Hopf Faktorisierung

und damit P(X; = 0) = 0 fiir fast alle ¢ > 0. Fiir die Laplace-Exponenten

(0, ) 1= — log(Be ol 01 1) = —log(Beobi M)

mit e7°° = 0 und

i(a, B) := — log(Ee L1 +AH1)

gilt nach [22] (Theorem 6.14, S. 147f.) fir a, 5> 0

w(a, —kexp(/ /OOO e ﬁxP(Xteda:)dt>
#(a, —kexp</ /OOO - _at+ﬁ$P(Xtedx)dt>,

wobei k, k positiv und abhéngig von der Normierung der Lokalzeit sind. Man beachte

und

auBerdem, dass auch in [22] H nichtnegativ ist und damit unserem —H entspricht. Mit

6 =0und a = X ergibt sich nun

PR

k(X 0) #(\,0) = k& exp (/OO e_tt (P(X; > 0) + P(X; <0)) dt>
0

wobei die zweite Identitit gilt, da P(X; = 0) = 0 fiir fast alle ¢ > 0 und die dritte
Identitéit mit Frullanis Integral (Satz A.2 im Anhang mit a = b = 1, A\ = A — 1) und
k' := kk zu erkliren ist. Nach [22] (Theorem 6.14, S. 147) sind

\I/;\F (V) = JA@’—%)
und
w50 = K60
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1 Lévy-Prozesse

was zusammen mit (1.11)

0 K0, —id) &(0, i)

Ay %

impliziert. Dies ergibt die Behauptung, falls X kein zusammengesetzter Poisson-Prozess

ist:
K () = (—log Eewm) (— log Eewﬁl>
=Vg(0)¥4(0).

Fiir den Fall, dass X ein zusammengesetzter Poisson-Prozess ist, muss man unter
anderem beachten, dass P(X; = 0) = 0 fiir fast alle ¢ > 0 nicht mehr erfiillt ist. Um

diesem Problem zu begegnen definiert man den Prozess X := {Xf : ¢ > 0} mit
Xi =X +et

fiir ¢t > 0 und € € R, welcher fiir ¢ # 0 kein zusammengesetzter Poisson-Prozess mehr
ist, und wendet [22] (Theorem 6.14, S. 147) auf X€ an. Fiir ¢ — 0 erhilt man dann

[eS) et — e—at—ﬁx
k(a, B) =k exp /0 /[0 )fP(Xtedx)dt :

Wir verweisen aber auf [22] (S. 156-158) fiir eine vollstdndige Argumentation und weitere
Details. O

Zur Wiener-Hopf Faktorisierung des charakteristischen Exponenten wollen wir noch

zwei Bemerkungen formulieren:

Bemerkungen 1.29. (i) Da die Konstante k£ in Satz 1.27 von der Normierung der
Lokalzeit L abhéngt, konnen wir ohne Einschrinkung L so wéahlen, dass k = 1 gilt.
Dabei beachte man, dass sich dadurch unter anderem auch ., H, 7 und ¢ dndern.

(ii) Man kann sogar fiir alle z € C die Aquivalenz

llog Be*| < o0 & ’(logEeZHl) (logEeZHl)‘ < o0
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1.5 Laplace-Exponenten und weitere Resultate

zeigen. Fiir diese z gilt dann auch die Wiener-Hopf-Faktorisierung
W(—iz) = —log Bt = (—logEeZHl) (—logEeZm) = (=Vg(—iz)) (Vp(—iz)).

Gleichung (1.10) bleibt also selbst fiir alle ¥ € C giiltig. Auf einen Beweis dieser Aussage

wollen wir jedoch verzichten.

1.5 Laplace-Exponenten und weitere Resultate

Nachdem wir die Wiener-Hopf Faktorisierung des charakteristischen Exponenten ge-
zeigt haben, wollen wir uns nun der Laplace-Transformierten Ee~?”1 von /7 und der
momenterzeugenden Funktion E’emﬁl1 von ﬁl zuwenden. Da 7] und —ﬁl Subordina-
toren sind, gilt [e™"/1| < 1 und |eﬁﬁ1| < 1 fiir ¥ > 0, und damit sind die Laplace-
Transformierte und die momenterzeugende Funktion fiir ¢ > 0 endlich.
Seien
®(9) := —log B~

und
d(9) := —log Ee’M1,

dann folgt aus der unendlichen Teilbarkeit

Fe—V — ~0(0)t

bzw.
EeVHt — —2(0)t

analog zu den Rechnungen nach Satz 1.4. Hier ist uns nun daran gelegen, die Darstellun-
gen von ¢ und P genauer zu bestimmen. Vorher wollen wir jedoch noch einmal auf den
charakteristischen Exponenten ¥ zuriickkommen. Er wird bekanntlich gegeben durch
FetXt — =¥t ynd dessen Darstellung, die in Satz 1.4 angegeben wird, vereinfacht
sich, wenn der Lévy-Prozess X von beschrinkter Variation ist. Diese Eigenschaft miissen

wir zunéchst definieren (nach Weisstein [28]):

Definition 1.30. Ein stochastischer Prozess X = {X; : t > 0} heifit von beschrankter
Variation, wenn fiir P-f.a. w € Q und fiir alle [a,b] C [0,00) ein M (w, [a,b]) existiert, so

dass

DXy (@) = Xy ()] < M(w, [a, b)) (1.12)
j=1
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1 Lévy-Prozesse

firallea =1ty <t <t <---<tph_1 <tp,=0bnéeN, gilt.
Hiermit kann nun eine Aussage iiber die Gestalt von ¥ getroffen werden:

Satz 1.31. Ein Lévy-Prozess X ist genau dann von beschrinkter Variation, wenn o = 0

1m charakteristischen Exponenten von X und
/(1 A lz|) T x (dx) < oo
gilt. Wenn diese Figenschaften erfillt sind, so folgt fiir v € R
U(9) = —ict + /R(l — %) Iy (dx)
mit geeignetem ¢ € R. Dabei wird c als Driftkoeffizient bezeichnet.

Beweis. Bertoin [6], S. 15f.. O

Da —H und ## Subordinatoren sind, haben sie insbesondere monoton wachsende
Pfade. Setzt man nun M (w, [a,b]) := —Hy(w) — (—H,(w)) bzw. M(w, [a,b]) := G (w) —
H,(w), so folgt, dass —H und . von beschriinkter Variation sind, und in (1.12) gilt
sogar Gleichheit. Also bekommen wir fiir die charakteristischen Exponenten W := W
und \I/_Hl :=W_ 4 nach Satz 1.31

U p () = —ict + / (1 — eV Iy (dx), ¥ € R,
e (1.13)

U4 (0) = —ied + / (1—e"")II_4(dz), ¥ € R.
(0,00)

Dabei sei noch angemerkt, dass die Lévy-Mafle von Subordinatoren Tréger aus (0, 00)
besitzen (vgl. Satz 1.6). Aber auch H ist von beschréinkter Variation, da die Pfade
monoton fallend sind (setze M (w, [a,b]) := Hy(w)— Hy(w)). Also kann unter Verwendung
der Lévy-Khintchine-Formel, der Identitét

Ee’iﬂf:[ — Eef’iﬂ(fﬁ) — 6*\11_111(*19) — e*q/f[(ﬁ)’

(1.13), Satz 1.31 und der Eindeutigkeit der Lévy-Mafle gezeigt werden:

U4 () :iéﬁ—i—/( O)(l—eww)ﬂg(d:r), v e R,
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1.5 Laplace-Exponenten und weitere Resultate

und insbesondere

H_ﬁ(dl‘) = Hﬁ(—d{L‘). (1.14)

Um nun Darstellungen fiir & und d zu bekommen, formulieren wir eine Aussage iiber

Laplace-Exponenten fiir Subordinatoren:

Satz 1.32. Sei Z = {Z; : t > 0} ein Subordinator mit zugehdorigem Lévy-Mafi 11z und
Driftkoeffizient By. Dann gilt

Ee™ %%t — e_tw(“), u >0,

P(u) = /( ) (1 — e_“m) Iz (dz) + Bou.
0,00
Beweis. Sato [25], Theorem 30.1, S. 197. O

Da # und —H Subordinatoren sind, kénnen wir aus diesem Satz unter Verwendung
von (1.14) die gesuchten Darstellungen von ¢ und d direkt folgern, wobei wir die Drift-

koeffizienten ¢ und ¢ in Satz 1.31 eingefithrt haben:
Korollar 1.33. Fir 9 > 0 gilt:

(i) ®(9) = W p(it)) = —log Ee " = J0.00)

(1 — e ") ILy(dzx) + Y c;
(ii) ®(9) = Wy (—it)) = —log Be? = [ (1 — ") (dz) + V.

Uber die Driftkoeffizienten ¢ und & lisst sich noch folgende Aussage machen, wobei

wir wieder der Argumentation von [6] (S. 73) folgen:
Satz 1.34. In der obigen Situation sind ¢ > 0 und ¢ > 0.

Beweis. Nach [6] (Proposition 2(i), S. 16) gilt fiir einen Lévy-Prozess von beschrénkter

Variation (und damit insbesondere fiir einen Subordinator) mit Driftkoeffizient ¢

lim AP ¥()\) = —ic.

|A| =00

Dann hat man auch

was dquivalent ist zu
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1 Lévy-Prozesse

wobei
Eeiﬂc _ eiﬂc
die charakteristische Funktion der konstanten Zufallsgréfie ¢ ist. Damit bekommt man

. 0 9 t10 .
Eeth _ e—t‘ll%(?) ! 610197

und der Stetigkeitssatz impliziert

P
— C.

~[x

Wegen é > 0 muss auch ¢ > 0 sein, und dies ist die erste Behauptung.

Die Behauptung ¢ > 0 zeigt man analog. O

Wir wollen jetzt mit Hilfe von Korollar 1.33 entsprechende Aussagen auch fiir den mit
Rate ¢ gekillten Prozess H treffen. Dabei sei auf die Konvention e~?#1 = 0 im Falle
H; = oo hingewiesen. Damit gilt e "1 € [0,1] fiir ¥ > 0 und Ee "H1 ist daher fiir
¥ > 0 endlich. Zur genaueren Gestalt gibt uns folgender Satz Auskunft:

Satz 1.35. Fir die Zufallsgrofie Hy und 9 > 0 gilt

B(9) := —log Ee "1 = / (1 — e M) Ly (dy) + Ve + q = (V) + q.
(0,00)

Beweis. Mit der Identitat
_ d _
(LY Hy) it < Lo} = (L7 6t < )}

(vel. (1.5)) und der Tatsache, dass e, eine von (£ !, 5#’) unabhingige Exp(q)-verteilte
Stoppzeit ist, folgt

Ee P = F (e_ﬂHl 1{L°o>1}) =r (6_19%/i 1{6q>1})
= Ee 94 E (1{€q>1}) = e 1 Fe 4,
Mit Korollar 1.33 ergibt sich dann
P(9) = —log Fe VN
= —log (e*q Ee*&yfl>

=q+/ (1 — e ) Iy (dy) + Ve
(0,00)

und damit die Behauptung. O
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1.5 Laplace-Exponenten und weitere Resultate

Mit ® kénnen wir jetzt auch die Laplace-Transformierte von H; fiir ¢ > 0 darstellen:
Korollar 1.36. Fir ¢ > 0 gilt

Fe~YHt _ e—i(ﬂ)t'

Beweis.

Ee 't — (e_ﬂHt 1{t<Loo}) =F (e_ﬂ‘% 1{t<eq})
— etV ()t _ ~(T(I)+q)t
_ e—é(ﬂ)t
O

Fiir die spitere Anwendung der oben bewiesenen Formeln wollen wir noch das folgende

Lemma formulieren:

Lemma 1.37. Seien ¥ > 0 und g > 0 aus den Sdtzen 1.18 und 1.17. Dann gilt:

(i) B(9) = q - o(9) = 32

W)
(it) 4 =lim 55,

Beweis. Mit der Wiener-Hopf Faktorisierung (Satz 1.27) und den Bemerkungen 1.29(i), (ii)
folgt (i), und (ii) folgt mit (i) und 11;{101 o(¥) = 0. O

Wenn man die Driftkoeffizienten ¢ bzw. ¢ kennt, so lassen sich Aussagen dariiber

treffen, in welcher Form Ruin eintritt. Dazu wollen wir zunéichst definieren:

Definition 1.38. Ein Lévy-Prozess X ,kriecht aufwdrts®, wenn fiir beliebiges u > 0

P(X7) = u,7(u) < 00) > 0 gilt. Der Prozess ,kriecht abwdrts“, wenn —X jaufwirts
kriecht®.

Hierzu konnen wir jetzt die Beziehungen zu den Driftkoeffizienten ¢ und é angeben:
Satz 1.39. Fir einen Lévy-Prozess X gilt:
(i) X ,kriecht aufwirts < ¢ > 0;

(i) X ,kriecht abwdrts“ < ¢ > 0.
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1 Lévy-Prozesse

Beweis. (i) [6], Theorem 19, S. 174/175.

(ii) X ,kriecht abwérts® genau dann, wenn X ,aufwirts kriecht“. Da —H der aufstei-
gende Leiterhohenprozess von —X ist, folgt die Behauptung mit (i), denn ¢ ist der
Driftkoeffizient von —H.

O

Sei nun ¢ > 0 gegeben. Dann kénnen wir die in Definition 1.38 erwdhnte Ruinwahr-
scheinlichkeit in Abhéngigkeit von T"(u) := inf{t > 0 : H; = u} darstellen:

Satz 1.40. Es sei d > 0. Dann gilt
P(X,(u) = u, (1) < 00) = P(T" < Loo) = Ee™ '™ 4 > 0.

Beweis. Die erste Identitét ergibt sich aus den Definitionen der einzelnen Zufallsgréfien,

die zweite erhalten wir durch einige Rechnungen:
P(T'(u) < Loo) = E(E(L1(u)<ro} | Loo))

_ / E(Lruy<rny | Loo = £) P(Lo € dt)
_ / E(1p(uy<ty) P(Loo € dt)
_ /OOO P(T'(u) € (0,8)) g~ dt
_ / T et dt P(T(u) € dy)
(0,00) Jy

= / e P(T'(u) € dy)
(0,00)

_ pe-aT' W)

)

wobei die dritte Identitdt aus Korollar 1.18 und [1] (Satz 53.10, S. 306f.) und die vierte
aus Satz 1.17 folgt. O

Die oben erwdhnte Wahrscheinlichkeit ldsst sich auch in Abhéngigkeit vom Erneue-

rungsmafl V' angeben:

Satz 1.41. Firc >0 und u > 0 gilt

P(X () =u,7(u) < o00) = ccjl‘;(u) = cV'(u),

wobei V'(u) stetig und positiv auf (0, 00) ist.
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Beweis. [6] (Theorem 19, S. 174) besagt fiir ¢ > 0 gerade

V'(u)

P(XT(u) = ’U,,T(’U,) < OO) = V’(O—l—)’

wobei V' stetige und auf (0, 00) positive Dichte von V ist, und laut Kesten [19] (Propo-
sition 6, S. 120) ist

1
V'(04) = imV'(s) = = > 0.
(0+) fim (s) o>

Fiir ¢ = 0 ldsst sich ebenfalls eine solche Aussage formulieren:

Satz 1.42. Sei c = 0. Dann gilt

Beweis. Wir wenden [6] (Theorem 4, S. 77) auf den Subordinator ¢ an, wobei die dort
erwiihnte Stoppzeit bei uns gerade 7 (x) := inf{t > 0 : 4 > x} ist, und bekommen
P(H g > x) =1 fiir > 0. Es gilt aber {7 (,) > v} C {Hp(,) > v}, da H ein mit
Rate ¢ > 0 gekillter Prozess mit Friedhof 6 = oo ist und 7 eine nichtdefekte Version
von H darstellt. Daraus folgt die Behauptung

P(HT(u) > u) =1- P(HT(u) = u) =1.
]

Aus den obigen Satzen wird klar, dass ,, Aufwirtskriechen“ nur bei einem positi-
ven Driftkoeffizienten moglich ist. Man kann noch zeigen, dass u > 0 entweder durch
,Aufwartskriechen” oder durch einen echten Sprung das erste Mal iiberschritten wird,
in Formeln:

P(X7)— < u, Xr) = u) = 0. (1.15)

Fiir den Beweis dieser Aussage verweisen wir auf [6] (Proposition 2, S. 76).

Falls ¢ = 0, so ist V’ womdglich nicht definiert (vgl. [6], Theorem 19, S. 174f.) und
der Term ¢V’ im folgenden Satz verschwindet. Der Satz gibt uns erste Informationen
iiber die Verteilung des Overshoots, eine andere Darstellung der Ruinwahrscheinlichkeit
und die Verteilungen der letzten aufsteigenden Leiterzeit bzw. der letzten aufsteigenden
Leiterhohe. Im Beweis geht Satz 1.24 entscheidend ein.
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Satz 1.43. Fir u > 0 gilt:
(i) P(Xyq) = > ,7(w) < 00) = [l o2 = ) Vidy), @ > 0

(ii) P(T(u) < o0) = f[O,u) Iy (u—vy) V(dy) + cV'(u), wobei der Term cV'(u) fiirc =0

verschwindet;

(i1i) P(Xrw) > u, LZTl(“)_ > z,7(u) < 00) = f[o w) Iy (u —y) V(dy; 2), z > 0, wobei
V(-iz):= [T e " P(A € L7 S ) dt;

(iv) P(X, >r7(u) < o0) = f(r’oo) Ty (u — y) V(dy) + cV'(u),r € [0,u), wobei

-1
Lr(u)

T(u)—

wieder fiir c =0 der Term ¢V’ (u) verschwindet.

Fiir den Beweis von Satz 1.43 bendtigen wir noch ein Lemma, das zunéchst gezeigt

werden soll:
Lemma 1.44. Fir 9 > 0 gilt:
(1) f[o,oo) e WV (dy) = W;
(ii) De+9 [0 € " o (y) dy = e+ [ o) (1 — e ) Iy (dy) = —log Be™ "7,

Beweis Lemma 1.44. (i) Hier sind einige elementare Rechnungen durchzufiihren:

/ eV (dy) = / e_qt/ e P(A € dy) dt
[0,00) 0 [0,00)

[e.9]
:/ e 1 Be= " gt
0
o P
—/ e~ (Ee ") dt
0

00
_ — 9
:/ e qt+tlog Ee 1 dt
0

1
q — log Be= 9/’

wobei die dritte Identitdt aus der Lévy-Khintchine-Darstellung

Be—9 — ~®(0)t

folgt, und log Fe~ "7 < 0 mit ¢ > 0 gerade ¢ — log Fe~ "1 > 0 und damit die letzte

Identitét impliziert.
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(ii) Auch hier sind wieder einige Umformungen durchzufiihren:

—log Ee 4 = /(0 )(1 — e ) Iy (dy) + Ve

Y
= / / 0 e " da Ty (dy) + Ve
(0,00) JO

= 19/ e_ﬂx/ I, (dy) dx + Ve
0 (z,00)

=9 /000 e U TLyy(x) dz + Y,
wobei die erste Identitét mit Korollar 1.33 folgt. O
Kommen wir jetzt zum Beweis von Satz 1.43:
Beweis Satz 1.43. (i) Setze in Satz 1.24 f := 1, g := 15,4y} und h := 1. Diese Funk-

tionen sind messbar, beschrinkt, nichtnegativ und es gilt g(u) = 0, also ist der Satz

anwendbar:
E(l{XT(u>—u>x} 1{T(u)<oo}) = P(X'r(u) —u>uw, T(u) < OO)
= / / 1{y+s>x+u} Ly (ds) Vl(dy)
[0,u] J (u—y,00)
— [ Tarru-yV'i)
(0,u]
= [ Tortesu—y Vi
0,u
mit V1(-) := V(.) fiir h = 1. Dabei erklirt sich die letzte Identitit wie folgt:
V() = / et P € ) dt
0
—/U eqt/l{y@_e_}(w) P(dw) dt
_ / / ULy y(w)di P(dw)
0

://Oooe—qt 1 ey (@) dt P(dw)
=V()
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wobei hier die vierte Identitét gilt, da 1y, cy(w) und 1ycq(w) bei festem w fiir
hochstens abzihlbar viele ¢ € [0,00) verschieden sind, denn die Pfade von . haben

hochstens abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen.

(ii) Wir multiplizieren beide Seiten der zu beweisenden Gleichung mit e =%, 4 > 0, und
integrieren jeweils iiber u € [0, 00). Dann zeigen wir, dass die Integrale auf beiden Seiten
iibereinstimmen, und folgern mit dem Eindeutigkeitssatz fiir Laplace-Transformierte,
dass beide Seiten von (ii) fiir fast alle u € [0, 00) gleich sind. Da aber P(7(u) < o0) und

/ T (u— ) V(dy) + V" ()
(0,u)

auch rechtsseitig stetig in u sind, folgt damit die Behauptung. Beginnen wir mit der

linken Seite:

/0 " = pr(u) < 00) du = /0 " e gV (w) du

_ /0 et /(upo)qV(dy) du

_ /(0700) /0 Y e du v (dy)

/( RN

(vao, %)) - /[O’OO) et v<dy>>

1 1
q q-—logFe v

—94

SAES

—log Ee
q — log Ee=9/4"

SIS ESEERS S

wobei die erste Identitéit mit Satz 1.26 und die sechste mit Lemma 1.44 folgt. V ([0, 00)) =

% bekommt man durch elementare Rechnungen.

Betrachten wir nun auf der rechten Seite zunidchst den zweiten Summanden. Mit

Lemma 1.44 folgt wieder

¢
q — log Be=v/4"

c / eV (u) du = ¢ / e MV (du) =
0 [0,00)
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Bleibt noch der erste Summand auf der rechten Seite:

[
0 [0,

_ / T (u — ) e~ du V (dy)
[0,00) Yy

: Ty (u —y) V(dy) du

—/ eﬁy/ Iy (u) e~ du V (dy)
[0,00) 0

_ 1l —9 _ / —dy
—19( log Ee 190) [0700)6 V(dy)

1 —log Ee "7 — ¢
¥ q—logFe Y%

Fiir die dritte und vierte Identitét haben wir hier wieder Lemma 1.44 angewendet. Nun

addieren wir beide Summanden der rechten Seite:

c N 1 —log Ee %7 — ¢ 1 —log Ee— 974
q—log Ee™"/ 9 q—logEe 97 9 q—log Ee V"

Damit stimmen die Integrale auf beiden Seiten iiberein und die Behauptung ist gezeigt.
(iii) Setze f := 1, g = 1y, und h := 1g.;;. Diese Funktionen sind messbar,
beschrinkt, nichtnegativ und es gilt g(u) = 0. Damit ist Satz 1.24 anwendbar:

EQp s g | 50 lrm<e)

= P(X;) > u, sz(u)— >z, 7(u) < 00)

= / e—qt/ 1{7">z} 1{y+s>u} Iy (ds) P(A- € dy, %:1 € dr)dt
0 [0,u]x[0,00) (u—y,00)

= / / e U p(u—y) P(H_ € dy, 7' > 2)dt
0 [0,u]

= / / e U yp(u—y) P(HG € dy, L7 > 2)dt
0 [0,u]

_ /[ T ) Vi),

wobei die vierte Identitéit analog zu den Ausfithrungen am Ende des Beweises von (i)
gezeigt wird. Obige Gleichung entspricht aber noch nicht exakt unserer Behauptung,
denn hier wird iiber [0, u] und in der Behauptung wird iiber [0, u) integriert. Wenn aber

2 kein zusammengesetzter Poisson-Prozess ist, so folgt aus [6] (Proposition 15, S. 30)

V({u}) =0,
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und wegen
V({u},2) <V({u})
ist gerade

V({u}7 Z) =

Damit haben wir die Behauptung, falls .7 kein zusammengesetzter Poisson-Prozess ist.

Fiir den Fall, dass J# ein zusammengesetzter Poisson-Prozess ist, gilt

XL—l = HLT(u)— <u P-fs,

Fr(u)-

denn H verhélt sich vor Ersteintritt in (u, 00) wie ¢ und kann somit « nur mit einem
Sprung iiberschreiten. Deshalb kann man am Beginn des Beweises fiir diesen Fall f :=
1¢.<y) setzen und erhélt so die Behauptung.

(iv) Seien r € [0,u) und f := 11.5,}, g := 1g5,) und h := 1. Diese Funktionen sind
nichtnegativ, beschrinkt, messbar und es gilt g(u) = 0. Damit liefert Satz 1.24

Elx, 0 i x>y Lrw<o})

7(u)—

= P(XL 1 > 7, Xrw) > u, 7(u) < 00)

Lr(u)—

= / e 1{~>7"} (y)/ 1{y+s>u}
[0,u]x[0,00) (u—y,00)
x I (ds) P %_Edy,f €dx)dt

/ eqt/ (u—vy) P(Ai— € dy)dt
(ryu]
/ eqt/ Ty (u —y) P(4 € dy) dt
(ryu]
=) Tty Vi)

Die vierte Identitéit folgt hier wie in den Ausfithrungen am Ende des Beweises von (i).
Fiir die Behauptung benétigen wir spéiter wieder, dass iiber (r,u) und nicht tiber (r, u]
integriert wird. Dazu geht man #hnlich wie in (iii) vor. Falls .7 kein zusammengesetzter
Poisson-Prozess ist, so gilt V({u}) = 0 und man kann die rechte Grenze auch offen

wiahlen. Ist 7 ein zusammengesetzter Poisson-Prozess, so hat man wieder

X, = Hj, < u P-fs.

Lr(u)-

m(uw)—
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1.5 Laplace-Exponenten und weitere Resultate

wie in (iii) und damit kann dann f := 1p...,) gesetzt werden. Wir erhalten also in
beiden Féllen

P(X;—+  >r Xy >u, 7(u) < o0) = / Ty (u—1y) V(dy). (1.16)

Er(u)- (r,u)

Um die Behauptung zu zeigen stellen wir zunéchst fest, dass

P(X, > 7, 7(u) < 00)

LT(u)f

=P(X; 1 > X >u,m(u) <o)+ P(X; 1 >1, Xy =u,m(u) <o0)

LT(u>7 LT(’U,)*

gilt. Mit (1.15) folgern wir

{(Xr@) =u} = {XLE1 =u} P-fs,

7(u)—

was unter Verwendung von (1.16) und Satz 1.41

P(X;-1  >nr1(u) <o)

L(u)—

=P(X;-1  >1, X >u,m(u) <o)+ P(Xoy = u,7(u) < 00)

Lr(u)—
— [ Telw-y)Vidy) + eV
(ryu)
impliziert. Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch Beziehungen zwischen ﬁ; , ﬁﬁ und

1, bzw. zwischen I, ﬁ; und V angeben:
Satz 1.45. Seiu > 0. Dann gilt:

(i) ﬁ;(u) = f(u’oo) Oy (u — y) e (dy) + ¢y (u), wobei I, die Dichte von Il

angibt. Diese existiert genau dann, wenn der Driftkoeffizient ¢ von H positiv ist.
e =4 -
fii) T (u) = [ TI% (u— ) V(dy).
Beweis. Vigon [26], Proposition 3.1 und Proposition 3.3, S. 246. O

Die Aussagen dieses Satzes vereinfachen sich, wenn X spektral positiv ist. Wir wollen
aber zundchst annehmen, dass X spektral negativ ist (d.h. IIx((0,00)) = 0 und somit
nach Satz 1.6 AX < 0 P-fss.). Dann folgt mit [6] (Theorem 1 mit Vorbemerkungen, S.
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1 Lévy-Prozesse

189), dass der Prozess X eine stetige Lokalzeit bei 0 vom reflektierten Prozess X — X

beschreibt. Dabei ist dessen rechtsseitig stetige Inverse gerade X ' mit
yt_l =inf{s >0: X >t} =inf{s > 0: X, > t},

was fiir den aufsteigenden Leiterhchenprozess H von X unter Ausnutzung von AX < 0
P-fs.

t firt < Xo

Ht:nylz o
t oo firt> X

und damit fiir den nichtdefekten Prozess 57
J6 =1 (1.17)

impliziert. Dieses Vorgehen kann man auf den spektral positiven Fall (d.h. ITx ((—o0,0)) =
0 und somit nach Satz 1.6 AX > 0 P-f:s.) iibertragen, indem man den Prozess —X be-
trachtet, der dann nur negative Spriinge besitzt, darauf [6] (Theorem 1, S. 189) anwendet
und die Identitét

(-X)=-X

ausnutzt. Dann stellt der Infimumsprozess X eine stetige Lokalzeit bei 0 fiir den reflek-
tierten Prozess X — X dar, und dessen rechtsseitig stetige Inverse X ;1 wird gegeben
durch

X?l:inf{sZO:Xs<t}:inf{320:X5<—t}.

Daraus folgt mit AX > 0 P-f.s. und X, 2% oo P-fs.
H; = XXZl = —t. (1.18)
Damit erhalten wir

V() = /(; P(I:It c ) dt = /0 1{7t€~} dt = )}‘|(foo,0}7

wobei mit
A(—o0,0() == A((=00,0] N )

das auf (—o0, 0] eingeschrinkte Lebesgue-Maf} bezeichnet wird. Des Weiteren ist BeVHr —
e und damit ®(9) = ¢ und ¢ = 1 (vgl. Korollar 1.33). Daraus ergibt sich die an-

gekiindigte Vereinfachung von Satz 1.45:
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1.5 Laplace-Exponenten und weitere Resultate

Korollar 1.46. Sei IIx((—00,0)) =0, dann gilt fir v >0

oo

o) = [ T () dy = [ Tty ay

Beweis. Die Behauptung kann wahlweise mit dem ersten oder zweiten Teil von Satz 1.45
gezeigt werden. Wir wollen den Beweis mit dem zweiten Teil fithren und V() = N|(“o0,0]

und My (u) = 0 (u > 0) verwenden:

O]

Aus dem vorherigen Korollar ergibt sich noch eine weitere Aussage iiber den Erwar-

tungswert £ X7 :

Korollar 1.47. Sei X spektral positiv (also llx((—o0,0)) =0), dann ist
E’Xﬂ < 00.

Beweis. Nach Kruglov [21] (S. 319) ist E|X;| genau dann endlich, wenn

/ ly| T (dy) < oo
ly|>1

gilt. Dieses Integral ldsst sich umformen:

/ y| Tx (dy) = / y T x (dy)
ly|>1 [1,00)
Y
=/ / dt 1 x (dy)
[1,00) JO
=/ / I x(dy) dt
0 1Vt

:/ TIx(1Vt)dt

0

Tx(1) + /100HX(t) dt.
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1 Lévy-Prozesse

Der letzte Term ist aber endlich, da TIx (1) < oo nach Satz 1.4 und

Ooi
/ HX(t)dt<OO
1

nach Korollar 1.46 mit v = 1 und Satz 1.31 (7 ist Subordinator, also insbesondere von

beschrénkter Variation). O
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2 Hauptresultate

In diesem Kapitel wollen wir die in Kapitel 1 vorgestellten Ergebnisse anwenden und zu
den Hauptresultaten dieser Arbeit kommen. Dazu gehtren das asymptotische Verhalten
der Ruinwahrscheinlichkeit P(7(u) < oo) und der Verteilung des Overshoots X,y — u,
der Lokalzeit L.(,) und der letzten Leiterhthe vor Ruin. Auflerdem sollen noch Aus-
sagen iiber die letzte Leiterzeit vor Ruin und iiber die Konvergenz der Verteilung des
Overshoots unter gewissen Annahmen formuliert werden. Wir zeigen diese Resultate
aber nur fiir eine bestimmte Klasse von Verteilungen, ndmlich fiir faltungsédquivalente
Verteilungen, welche im folgenden ersten Abschnitt dieses Kapitels vorgestellt werden

sollen.

2.1 Faltungsaquivalente Verteilungen

Mit den Sétzen 1.4 und 1.5 folgt, dass jedes unendlich teilbare Wahrscheinlichkeitsmafl
einen Lévy-Prozess X charakterisiert, indem es als Verteilung von X; aufgefasst wird.
Wir werden aber die zugrunde liegenden unendlich teilbaren Wahrscheinlichkeitsmafle
nur aus der Klasse der faltungsidquivalenten Verteilungen wéhlen, die in diesem Abschnitt
eingefithrt werden soll. Dazu muss zunichst die iibergeordnete Klasse Z2(® definiert

werden. Dafiir sei die Spanne einer Wahrscheinlichkeitsverteilung G auf R gegeben durch

d(G) :=sup{d € [0,00] : G(Gy) =1}

mit
R d=10
Gag:=4d-Z fir de(0,00)
{0} d= o0

(vgl. Alsmeyer [2], S. 243). Man bezeichnet G dann als d-arithmetische (d(G) > 0) bzw.

nichtarithmetische (d(G) = 0) Verteilung. Bevor wir .Z(®) definieren, wollen wir schon
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2 Hauptresultate

an dieser Stelle darauf hinweisen, dass wir spiter als definierende Eigenschaft von .£(@)

ausschlielich (2.1) verwenden werden, d.h. nur Verteilungen G mit d(G) = 0.

Definition 2.1. Seien o > 0 und G eine Verteilungsfunktion auf [0, c0) mit Tail G :=
1 — G und G(z) > 0 fiir alle z > 0. Dann gehort G zur Klasse 2%, wenn im Falle
d(G)=0

lim M =e" xR, (2.1)
u—00 G(’LL)
und im Falle d(G) > 0 B
lim G(ﬁ D _a

gilt. Im letzten Falle kann dann ohne Einschrénkung d(G) = 1 angenommen werden.

Aus der Definition wird deutlich, dass die Tails von Verteilungen aus Z(® viel Masse
besitzen, d.h. anschaulich gesprochen treten Groischadensereignisse mit verhéltnismafig
hoher Wahrscheinlichkeit auf. Der folgende Satz gibt fiir den nichtarithmetischen Fall

niahere Auskunft:

Satz 2.2. Seien a >0, ¢ >0, F € £ und d(F) = 0. Dann gilt

Beweis. Die Behauptung ist fiir & = 0 in Embrechts et al. [15] (Lemma 1, S. 336) und
fir @ > 0 in Embrechts und Goldie [14] (Lemma 2.4, S. 265) zu finden. O

Wir wollen nun die Klasse .Z(® noch weiter einschriinken und die oben angekiindigten

faltungsédquivalenten Wahrscheinlichkeitsverteilungen definieren:

Definition 2.3. Seien o > 0 und G € £, Dann ist G faltungsiquivalent, wenn ein
M < oo existiert, so dass
*(2)
lim & oy (2.2)
mit G*@)(u) = 1 — G*@(u) gilt. .#(® bezeichne die Klasse der faltungsiquivalenten
Verteilungen. Dabei ist a der Index von .(®). Die Verteilungen in () heifen subea-

ponentielle Verteilungen.

Bemerkung 2.4. Wir werden fiir G € £ oft G € Z(® schreiben, entsprechend fiir
7a),
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Bevor wir fiir die faltungséiquivalenten Verteilungen erste Eigenschaften formulieren,
kommen wir noch einmal auf die Klasse .Z(®) zuriick. Hierzu soll eine Aquivalenzbezie-
hung angegeben werden, durch die auch deutlich wird, weshalb wir in der Definition von
2@ die Fille d(-) = 0 und d(-) > 0 unterschieden haben. Dabei sei darauf hingewiesen,

dass fiir @ = 0 beide Definitionen identisch sind.

Satz 2.5. Sei a > 0. FEine Verteilungsfunktion G auf [0,00) ist genau dann in G

wenn o
lim G((u,u+h)) 1-e

usoo G((u,u+1)) 1—e @

gilt, wobei u durch Werte in R bzw. N lduft und h > 0 bzw. h € N. Dies wiederum ist
dquivalent dazu, dass das zu Ga(lé:)') gehorende Mafl schwach gegen eine Exponentialver-

teilung mit Parameter o bzw. gegen eine geometrische Verteilung mit Parameter e~

67

konvergiert (u — o0).
Beweis. Bertoin und Doney [8], S. 210f.. O

Hétten wir in Definition 2.1 wie Embrechts und Goldie [14] nicht zwischen d(-) > 0
und d(-) = 0 unterschieden und (2.1) als allgemeingiiltige Definition verwendet, so wére
beispielsweise die geometrische Verteilung mit Parameter e~ (o > 0) nicht in £(®). Da
wir aber wie die Vorlage dieser Arbeit ([20]) Bertoin und Doney [8] folgen wollen, unter-
scheiden wir die beiden Fille. In [8] wird namlich als definierende Eigenschaft von .£(®)
gerade die letzte Aussage von Satz 2.5 angegeben, wonach die geometrische Verteilung
mit Parameter e~ in .Z(®) enthalten ist (nachzuweisen mit elementarer Rechnung). Im
weiteren Verlauf werden wir jedoch nur (2.1) als definierende Eigenschaft verwenden,
d.h. die Hauptresultate sollen nur fiir Verteilungen @ mit d(Q) = 0 gezeigt werden. Wir

setzen also von nun an folgende Implikationskette voraus:
GesW = Geg® = (21)gilt fir G.

Wir kénnen damit eine erste Aussage iiber die Klasse .#(®) treffen, die durch obige

Annahme ebenfalls eingeschrankt wird:

Satz 2.6. Sei G € .7 und F eine Verteilungsfunktion auf [0, 00). Wenn ein ¢ € (0, 00)

mit —
lim E(a:)
7= G(z)

existiert (in Zeichen: F(z) ~ c¢G(x) fir x — o), dann ist F € (),
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Beweis. Fir a > 0 sei auf [14] (Theorem 2.7, S. 265) und fiir v = 0 auf [15] (Lemma 4,
S. 337) verwiesen. O

Im weiteren Verlauf werden wir auch fiir Lévy-Mafle II, die im Allgemeinen keine
WahrscheinlichkeitsmaBe darstellen, schreiben, dass sie in Z(® bzw. (@) enthalten

sind. Damit ist gemeint, dass II([1,00)) > 0 und die Verteilungsfunktion

II([1, x
oy

die Definitionen 2.1 bzw. 2.3 erfiillt (vgl. Pakes [23], S. 414). Oft muss mann aber gar

nicht darauf zuriickgreifen, wie beispielsweise die Anwendung von Definition 2.1 zeigt:

O((u—z,00))
o I((w—w=,00)) )~ Hieo) (v — ) e
B N ((w00)) e M(woo)) —erek

TI([1,00)) L1 00) ()

Auch bei der Anwendung von Satz 2.6 werden wir spiter des Ofteren nicht obige Ver-
teilungsfunktion, sondern direkt II((u,c0)) zum Nachweis des Grenzwertes verwenden,
was nur die Konstante ¢, nicht jedoch die Aussage des Satzes verdndert.

Jetzt kommen wir noch einmal zur momenterzeugenden Funktion zuriick, die uns im
ersten Kapitel schon begegnet ist. Der Vollstandigkeit wegen soll sie an dieser Stelle

zunachst definiert werden:

Definition 2.7. Fiir ein endliches Mafl G auf [0, c0) und

ae@::{keR:/ e G(du) < oo}
[0,00)

sei die momenterzeugende Funktion mg(a) definiert durch

ma(a) = /[o,oo) e G(du).

Da G endlich ist und [e*]| < 1 fiir v > 0 und a < 0, gilt immer (—o0,0] C 2, d.h.
ma(a) < oo fiir @ € (—o0,0]. Fiir den Fall G € .(®) lassen sich einige Eigenschaften

angeben:

Satz 2.8. Seien a > 0 und G € ). Dann gilt:

(1) ma(a) < oo;

46
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(ii) Fir die Konstante M aus Definition 2.3 gilt M = mg(a);
(111) ma(a+€) = oo fiir e > 0.

Beweis. (i) Fiir « = 0 gilt die Behauptung, denn G ist endlich. Seien also o > 0 und
Ge.s .

0.00) “7 G(u)
< lim inf/ G&L —2) G(dx)
u=0 Joe)  G(u)
1 _
< lim = G(u—z)G(dr)
U—00 G(U) [0,00)
*(2)

wobei in der ersten Abschéitzung das Lemma von Fatou angewendet wird.

(ii) Die Behauptung ist fiir & > 0 in [14] (Lemma 2.1, S. 264) bzw. fiir &« = 0 in Chover
et al. [10] (S. 664) zu finden.

(iii) Nach einer Abschétzung folgt die Behauptung mit Satz 2.2. Dazu sei y > 0:

ma(a+e€) = / eleTI)T G (dx)
[0,00)

> / e G(dx)
[y,00)

Yy—oo

> eV G(y) — oo.

O]

Wir haben bisher einige Eigenschaften von .2(®) und .#(® kennengelernt und wollen

nun Beispiele betrachten. Es ist allerdings in den meisten Fillen schwierig, die definie-

rende Eigenschaft (2.2) von .(®) nachzupriifen, da man G*(2) oft nicht explizit angeben

kann.
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Beispiele 2.9. (i) Die Exponentialverteilung mit Parameter 4 > 0 ist in .2?) jedoch
nicht in .#® enthalten. Die unendliche Teilbarkeit folgt aus der Tatsache, dass eine
Exp(3)-Verteilung (8 > 0) gerade einer I'(1, 3)-Verteilung entspricht, und fiir Gamma-

verteilungen mit a,b > 0 und n € N

I'(a,b)*™ = T(na,b) (2.3)
(Alsmeyer [1], S. 143f.) gilt. F(z) := (1—67”836)1(0700) (x) ist die Verteilungsfunktion einer
Exp(3)-Verteilung. Damit folgt F(x) > 0 fiir alle z > 0, und es gilt fiir z > 0

Fluma) M) g

F(u) e—PBu

womit F € Z®) gezeigt ist. Die Faltung zweier Exp(f)-Verteilungen ist nach (2.3)

gerade eine I'(2, 3)-Verteilung, und somit bekommen wir mit dem Satz von de I'Hospital

- 2 2
. () 1= fou —1@(;) e P da _ —IQ(Z") e Pu
lim ———= = lim = lim —~*—— = o0,
U—00 F(’LL) U—00 e*ﬁu U— 00 _ﬂ e*ﬂ“

wobei I'(2) = 1. Damit ist F ¢ .7,
(ii) Nach Embrechts [13] (S. 539) ist die verallgemeinerte inverse Gauf-Verteilung
N~=Y(a,b,d) fiir d < 0 und (a,b) € Zq in .#(3) enthalten. Sie wird fiir d € R und

(z,y); x>0,y >0 fird>0
(a,b) €Zg: =19 (z,y); x>0,y >0 fiird=0
(z,y); >0,y >0 fiird>0

gegeben durch die Dichtefunktion

f(z) = (b>g (2K4(Vab)) "t 2?71 exp (—; (az™t + ba:)) , x>0,

a

wobei fiir den Fall a = 0 oder b = 0 die entsprechenden Grenzwerte betrachtet werden.
K, ist die modifizierte Besselsche Funktion dritter Art mit Index d, fiir die wir eine

Integraldarstellung angeben wollen (nach Jgrgensen [18], S. 170):

1 [ -
Ky (w) = 2/ e 2@t gy > 0,
0
Die hier angegebenen und weitere Eigenschaften zur verallgemeinerten inversen Gauf-
Verteilung und zur Besselschen Funktion sind unter anderem bei Jgrgensen [18] oder

Watson [27] zu finden.
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Wir wollen nun einige analytische Eigenschaften fiir Verteilungen aus () angeben,
die spéter unter anderem im Beweis von Satz 2.12 und bei den Hauptresultaten Ver-
wendung finden werden. Dazu soll zuniichst die definierende Eigenschaft (2.2) von .&(%)

Lerweitert” werden:

Lemma 2.10. Seien a > 0 und G € ). Dann gilt:

G*(k)
(@) Jim S — kol ). ke

(ii) Fir alle € > 0 existiert ein K(e), so dass fir alle k € N und w > 0

Gﬁzg”gzqa<mgm)+@k

gilt.
Beweis. [10], S. 665. O

Der nichste Satz gibt eine Aquivalenzbeziehung zwischen einer zu einem unendlich
teilbaren Wahrscheinlichkeitsmafl gehérenden Verteilungsfunktion G und dessen Lévy-
Maf Il an:

Satz 2.11. Sei o > 0. Fir die zu einem unendlich teilbaren Wahrscheinlichkeitsmayjs
gehiorende Verteilungsfunktion G mit Lévy-Maf$ Tl und Tail g (u) := g((u, 00)), u >

0, sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) Ge.7);
(2) g € 7);

(3) Tig € £ und lim ﬂ))) =mgq(a).

U— 00 Mg ((u,OO

Beweis. Pakes [23], S. 414. O

Nach diesen eher technischen Eigenschaften wollen wir nun fiir © — 0o erste Aussagen
iiber das asymptotische Verhalten von P(7# > u) und von der Ruinwahrscheinlichkeit
P(7(u) < o0) formulieren. Dabei sei fiir eine Zufallsvariable Y die momenterzeugen-

de Funktion gerade definiert durch my () := mpy () und fiir m 4 (a) schreiben wir

mp(a).
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Satz 2.12. Seien a > 0 und P(s4 > -) € .#\Y (dquivalent dazu ist T, € Y)). Dann
gilt fir allet >0

P > u) ~ tmly, (o) Ty (u) ~ tmi}l(a) P(74 > u), u — oo, (2.4)

und damit P( > -) € . fir alle t > 0. Zusitzlich gelte nun e=9m p(a) < 1, dann

folgt ) )
. P(r(u) <o0) q —am2(a
uh_)rgo ﬁ‘yf(u) = (Clog mp(a))? = qgmy(a). (2.5)

Um diesen Satz beweisen zu konnen, zeigen wir zunéchst zwei Hilfsaussagen in einem

Lemma:

Lemma 2.13. Seit > 0. Dann gilt fir die zu P?1 und P”% gehiérenden Lévy-Mafe

11,4, 1,4 und momenterzeugenden Funktionen mz (o), mg(a):
(i) M4 = 1y =ty
(i) myy(a) =mb,(a), a € {y € R:ml,(a) < co}.

Beweis Lemma 2.13. (i) Da S ein Subordinator ist, erhdlt man mit den Ausfithrungen
in Abschnitt 1.5 fir A>0und ¢t >0

E'e_Ajﬁ — e_tq)fl ()‘)

Dy (M) = c)\+/(0 )(1 — e ) [y (d).

Wihle nun ¢ fest und definiere Y; := J#.+,, welches wieder einen Subordinator darstellt.

Damit bekommen wir
Ee ™ = exp(—t Dy; (A)) = exp(—t . (x))-
Setzen wir ¢t = 1, so gilt
exp(—® ., (A)) = Be M = Be™ Mo = exp(—to B4 (N)),
und das impliziert ® 4 = to @ . Mit der Darstellung von @4, und @4 folgt

Wy, = tolle,
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und damit ist die Behauptung gezeigt, denn ty war beliebig gewéhlt.

(ii) Analog zu den Ausfithrungen nach Satz 1.4 zeigt man
Eet% = (Eet)!
fiir t > 0. Mit m_y (a) = Fe® fiir t > 0 folgt die Behauptung. O
Kommen wir jetzt zum Beweis von Satz 2.12:

Beweis Satz 2.12. Seit > 0. Fiir das Lévy-Ma8 II ;4 der unendlich teilbaren Zufallsgrofle
A gilt mit Lemma 2.13
Iy (-) = t1e (),
und mit Satz 2.11 und der Voraussetzung P(J4 > -) € .7 folgt Tl € ). Da
sich IT» und I nur um die Konstante ¢ unterscheiden, ist auch I, € .#(®). Dies
wiederum impliziert mit Satz 2.11 und Definition 2.3 folgende Aussagen:
P> )e S Ty e, lim P> ) _ M ().
u=oo Iy (u)

Mit der letztgenannten Identitdt und Lemma 2.13 folgt nun
P > u) ~ m (o) Ty (u) = mby (o) t Ty (u), u — oo.

Dies ist der erste Teil von (2.4). Weil aber P(4 > -) € (@ ist, bekommt man mit

Satz 2.11

Iy (u) ~ Im U — 00,

und somit
P > u) ~ tm_tj;l(oz) P(74 > u), u — oo.
Damit ist die erste Behauptung (2.4) bewiesen.

Fiir den Beweis der zweiten Behauptung muss zunéchst P(.7 > u) fiir v > 0 nach
oben abgeschitzt werden, um spéater den Satz von der majorisierten Konvergenz anwen-
den zu kénnen. Dabei wird verwendet, dass P(## > u) monoton wachsend in ¢ ist, da .7
ein Subordinator ist. |¢] gibt fiir ¢ > 0 diejenige Zahl aus Ny an, fiir die |[t] <t < [t|+1
gilt. Mit Lemma 2.10 in der zweiten Abschétzung folgt, dass fiir alle € > 0 ein K(e)

existiert, so dass fiir alle ¢ > 0 und u > 0
P(A; > u) < P(Hy) 41 > u)
= (P71 D (4, 00)) (2.6)
< K () (myp(a) + )T PA > w)
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2 Hauptresultate

gilt. Fiir den ersten Bruch aus (2.5) erhdlt man mit Satz 1.26 und der Definition des

ErneuerungsmaBes (ILy(u) > 0 wegen I, € (@) ¢ £@)

P(r(u) <o) _ qV(u) q

7( _4 :@OAmﬁmeﬁ>th

Iy (u) Wor(u) Iy

Mit (2.6) folgt

q / eI P(A > u)dt

Ty (u) Jo
<Ko [ () 40 a
— K(e P > ) Oom)a A=t (o= (1 () 4+ )
= k@0 [ £+ et O
< K0 g TE 2 me(e) +) [ morte) + )t
< C < o,

(2.7)

weil € > 0 wegen der Voraussetzung e~ ?m_y(a) < 1 so klein gew#hlt werden kann, dass

P&% >u)

e~ (my(a)+€) < 1 gilt, und T (a)

wegen Konvergenz fiir u — oo beschrinkt ist.

Damit ist in (2.7) der Satz von der majorisierten Konvergenz anwendbar, und mit (2.4)

folgt
p 0 p
lim M = q/ e 9 lim Mdt
0 u—oo I, (U)
= q/o e " tml, () dt
_q/mtgqﬂ%m%mmdt
0

q
(q —logm ()

27

wobei die letzte Identitéit mit partieller Integration und der Voraussetzung

e Imy(a) <1
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2.2 Hauptresultate

folgt. Dies ist der erste Teil von (2.5). Fiir den zweiten Teil wird noch

my () = /g#m)e“y‘f(dy>

:/ eqt/ e P(7 € dy) dt
0 [0,00)
:/ e "' m () dt
0
:/ (e mp(a))! dt
0

_ / % o(—atlogmoe (@)t g
0

1
q — logm ()

(2.9)

benétigt, wobei fiir die vierte Identitédt Lemma 2.13 und fiir die letzte wieder die Vor-
aussetzung e~ 9 m(a) < 1 und damit —g + log m_»(a) < 0 verwendet wird. Also folgt
mit (2.8) und (2.9) die Behauptung (2.5). O

2.2 Hauptresultate

In diesem Abschnitt wollen wir die Hauptresultate dieser Arbeit beweisen. Dazu benoti-

gen wir folgende Annahmen, die wir teilweise auch schon frither gefordert haben:
Xo =0, tlim X; = —o0 P-fs., IIx((0,00)) > 0. (2.10)

Der einfachere Fall IIx((0,00)) = 0 wird dann in Bemerkung 2.20 diskutiert. In den
folgenden Theoremen wird noch zusétzlich vorausgesetzt, dass der Lévy-Prozess X fiir
ein gegebenes o > 0
My e (2.11)
und
e Imy(a) <1 (2.12)

erfiille. (2.11) ist nach Satz 2.11 #quivalent zu P ¢ 7@ < 2@ Da 2 Ver-
teilungen mit groflen Tails enthélt, eine Aufwirtsbewegung vom Prozess X gerade fiir
Schadensauszahlung steht und die Zufallsgrofle J#] gerade Aufwirtsbewegung von X zu

temporédren Maxima beriicksichtigt, besagt (2.11), dass Groischadensereignissen héhere
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2 Hauptresultate

Wahrscheinlichkeiten zugeordnet werden. Die letzte Annahme (2.12) ist im Falle o = 0
trivial, da wegen lim X; = —oo P-f.s. gerade ¢ > 0 und m_»(0) = 1 gelten. Annahme
(2.12) koénnen wir gl(l)gh als Nicht-Cramér-Bedingung bezeichnen, da sie in unserem Fall
hinreichend dafiir ist, dass die Cramér-Bedingung nicht gilt (siehe Bemerkung 3.2).
Das nun folgende Theorem gibt Auskunft iiber das asymptotische Verhalten der Ruin-
wahrscheinlichkeit P(7(u) < oo) und dafiir notwendige und hinreichende Kriterien, die
mit Hilfe unserer Annahmen formuliert werden. Wir erweitern Satz 2.12 und zeigen unter

Verwendung von (2.5), dass die Ruinwahrscheinlichkeit in .%(®) enthalten ist.

Theorem 2.14. (i) Seien o > 0 und die Annahmen (2.10), (2.11) und (2.12) gegeben.
Dann gilt

q J—
(q —logmyp(a))? Hoe ()

~ a P(7A4 > u), u— oc.

(g —logmp(a))? my(a)

P(7(u) < 00) ~
(2.13)

Dies impliziert wiederum, dass C(u) := P(7(u) < 00), u > 0, in .7(®) enthalten ist.
(ii) Besitze umgekehrt nur (2.10) Giltigkeit und sei C(-) € Y, so folgen daraus
(2.11) und (2.12) und damit (2.13).

Beweis. (i) Seien a > 0 und die Annahmen (2.10), (2.11) und (2.12) gegeben. Dann

besagt Satz 2.12

i P(7(u) < 00) _ q
u—co Ty (u) (¢ —logmur(a))?’

was dquivalent ist zu

q —

P(1(u) < 00) ~ (4 —Togmp(a))? Iy (u), u — oo.

Dies ist der erste Teil von (2.13), der zweite folgt mit der ersten Behauptung aus Satz
2.12:

tmby (@) Iy (u) ~ tm', () P(S4 > u), u — .

Mit Satz 2.6 folgt dann C(-) € .7(®).
(ii) Umgekehrt gelte nun lediglich (2.10) und es sei C(:) € (%), Wegen

C(u) = P(1(u) < 00) = qV(u), u >0,
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2.2 Hauptresultate

kann man C(-) als Tail einer Verteilungsfunktion C' auffassen, die in .#(*) enthalten ist
(vgl. Bemerkung 2.4). Mit Satz 2.8(i) folgt dann m¢(a) < oo. Es gilt aber

me(a) = /[o,oo) e C(du)

= q/ eV (du)
[07

o0)
q/ e_qt/ e P(J € du)dt (2.14)
0 [0,00)

q/o e m (o) dt

o0

= q/ e(—atlogmope ()t gy
0

und das letzte Integral ist genau dann endlich, wenn —g+log m () < 0, was dquivalent

ist zu e"Ymp(a) < 1. Damit gilt (2.12) und es ist mit (2.9)

q

7 —Togmp(a) Tog mp ()" (2.15)

me(a) = gmy(e) =

Bleibt nun noch (2.11) zu zeigen. Dafiir sei e, eine stochastisch unabhéngige, Exp(q)-

verteilte Zufallsgrofle und fiir u > 0
Cylw) = Clu)
=qV(u)

= / e P( > u)dt
0

P(H > u) Pe(dt) (2.16)

Il
—

(0,00)

—

. E(Li, sy | g = t) Peo(dt)

= E(l{:%feq>u})
= P(., > u).
Nach Voraussetzung ist nun
C, e S, (2.17)
und deshalb gilt nach Lemma 2.10

. C k-1
lim ——— =kmy («) (2.18)
) e
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2 Hauptresultate

fiir alle k € N. Aus der Stationaritdt und Unabhéngigkeit der Zuwéchse von ¢ folgt

nun

i () =1 - ;W (w)
=1~ (P70 (—oc0,u])
=1 — P> "%ai((—o0,u))
= P(Al: > u),

(2.19)

wobei e’; = Zle eq,i und die (eq;)i>1 unabhéngige und identisch Exp(q)-verteilte Zu-
fallsgrofien und unabhéngig von J# seien. Damit ist e’qg I'(k, q)-verteilt mit zugehoriger

Dichte
qk k—1 t
gkvq(t) = (k’ — 1)| e 1(0,00) (t)

(vgl. [1], S. 143f.). Gleichung (2.19) kann nun weiter umgeformt werden:

C3 (w) = Py > )
= E(E(l{jf;§>u} %))

= / P > u) P(e]; € dt)
(0,00)

qk

(k-1

/ th=1 et P(G > w) dt.
0

Zusammen mit (2.18) ergibt sich daraus

k

uh_)n;.lO (k_lq)'c'(u) /; tk_l €_qt P(% > u) dt = kmé;l(a)
)

k—1
Multipliziert man nun beide Seiten dieser Gleichung mit <1 — %) , wobei

e (1) (1 m)
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so dass |1 — %\ me,(a) < 1, und summiert iiber k € N, so erhélt man fiir die rechte Seite

S (12) - Er e ()

keN

y=mcy(a) (1-2)

Fiir die linke Seite ergibt sich

k—1
1— A) g th1 e—at

St [y PR

keN

Ooe—qtqp(fft > u) 3 (q (1_%) t)k_l &

= lim -
u—oo Jo Cq(u) pprd (/{ - 1)'
N
>~ P
= lim q m e M dt,
v Jo Cq(u)

wobei in der zweiten Identitdt die Vertauschung von Limes und Summation mit dem Satz
von der majorisierten Konvergenz und die Vertauschung von Summation und Integration
mit dem Satz von Fubini erklédrt werden kann. Dividiert man nun auf beiden Seiten durch

q, so erhélt man

lm [ e DA ! (2.20)

u—o0 J Cqlu) q (1_mcq(a) ( B A)>2

fir A e (¢(1— %),q (1+ %)) Dies impliziert

mey, me, (a

Calu) = Py > 0) =\ [ e Pt > w)dt v Ty, o,
0

A
q (1-(1=2) me, (a))
Damit ist nach Satz 2.6 Cy € (¥ fiir A € (¢ (1 — W),q(l + —1 ). Wihle nun
q

meg (a)

mit ¢ = 5. Dabei erkldrt sich die zweite Identitét analog zu (2.16).
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2 Hauptresultate

Mo € (q,q (1 4+ —L—)), dann gilt insbesondere C, € .(®). Man fiihre jetzt die obigen

1
meg (a)

Schritte ab (2.17) mit ¢ anstatt ¢ und mit A € (Mg (1 — —1—), Ao (1 + ——))
Tong (@) T, (@)

durch, womit auch fiir diese A\ (2.20) gilt. Dies ist eine echte Verbesserung, denn mit

Ao > q folgt CqT(u) > C%O(U), und dies impliziert mcg(a) > mcf\g ) und damit Ag (1 +
1 )) > q(1+ W) Fiithrt man dies nun iterativ fort, d.h. man wéhle \; €

1
me, (@ me,

(Ao, Ao (1 + —1—=)) usw., so sieht man, dass (2.20) fiir A > ¢ (1 —

mcy (@)
die Iteration ist unbeschrinkt. Um dies zu zeigen, wéihle man ein ¢ > 0, so dass A\g :=

gilt, denn

1
meg (a) )

q(1+ #) — € > ¢, und setze A\, := A1 (1 + %) — €. Dann folgt
me, (a) mey, (o)

q —€<L—€:)\1—)\0

mc, (OZ) may, (a)

O<)\0—q:

wegen A\g > ¢q. Insbesondere impliziert 0 < A; — Ag gerade 0 < A\g < A1, und damit zeigt

man A1 — Ag < A2 — A1 und induktiv fortgesetzt A, — An—1 < Apr1 — Apn. Also bekommt

man )\, —> oo und somit die Giiltigkeit von (2.20) fiir alle A > ¢ (1 —
Da e 9my (o) < 1 und C; := C, gilt nach (2.15)

1
mcgy (a) )-

q
q —logmy(a)’

und damit kann (2.20) weiter umgeformt werden:

me, (@) =gmy(a) =

1
(i (- 2) )

—2
A
1 (1-3)a
S I T N VA

g\ ¢—logmy(a)

lim — ! / e M P(A > u)dt =
u=o0 Ug(u) Jo

(¢ — logmp())?

\ 2

q (q —logm () — ( - g) q)

(¢ —log mr(a))?
g (A = logm ()’
_ (q — log me(Oé))Q /OO te—()\—logm%z(oc))t dt,
q 0

wobei die letzte Identitdt mit partieller Integration folgt. Es gilt also

Yow P2 gy [ o (alogmr(e))?
0 q

=fu(t) =f(t)

tmby,(a) dt

lim
u=eeJo Cq(u)
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fir A > ¢q(1— W) Mit dem Stetigkeitssatz fiir Laplace-Transformierte (Feller [17],
q
S. 422) folgt

lim [ fu(t)dt = / f(t)at (2.21)
fiir alle z > 0, denn 2 — [ f(t) dt ist stetig fiir > 0. Seien nun 2 > 0 und h € (0,z),

dann gilt wegen der Monotonie von f, () in ¢ und mit (2.21)

> limsup fy,(z)

U—00

> liminf f,(z)

und da der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

z+h

Lirn, ; f(¢)dt = lim x_hf(t)dt=f($)

impliziert, bekommt man

lim f.(z) = f(x) (2.22)

fiir x > 0. Damit ist
P(A > u)  (q—logmy(a))?

lim — = tml,(«
u=co Cy(u) q (@)

fiir ¢+ > 0. Mit ¢ = 1, der Voraussetzung C(-) = Cy(-) € (@ und Satz 2.6 folgt
P > u) € @ also (2.11) mit Satz 2.11. Um (2.13) zu erhalten, wende man
schlieBlich (i) an. O

Nachdem wir in Theorem 2.14 Aussagen iiber das asymptotische Verhalten der Ruin-
wahrscheinlichkeit P(7(u) < oo) formuliert haben, wollen wir im folgenden Theorem
untersuchen, wie sich die Verteilungen des Overshoots X7,y — u, der Lokalzeit bei Ruin
L) und der letzten Leiterhohe vor Ruin X LZTl(u)_ jeweils bedingt unter {7(u) < oo}

fir w — oo verhalten. Im Beweis dazu benétigen wir nun auch Satz 1.43, den wir im

vorherigen Kapitel mit einigem Aufwand bewiesen haben.
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Theorem 2.15. Seien o« > 0 und die Annahmen (2.10), (2.11) und (2.12) gegeben.
Dann gilt:
(i) Fiir alle x > 0:

lim P(X, ) —u> x| 7(u) < oo) = G(x), (2.23)

U—00

wobei G der Tail einer (méglicherweise defekten) Verteilungsfunktion ist:

G(x) = qaz (q—logmff(a)Jr/

(z,00)

(e™ — ™) H(yf(dl/)) , x> 0; (2.24)
(i) fiir alle t > 0:

mﬂP@ﬂm>thW><a»=eqwﬁ%w>(r+ﬂq—m@m%m»bgm%ﬂw>;

UuU—00 q
(2.25)
(iii) fir alle z > 0:
—1 2
lim P(X, 1 < z|r(u) < o0) = (g Og;”%(o‘)) / ™V (dy). (2.26)
U—00 r(u)— [0,2]

Bevor wir zum Beweis dieses Theorems kommen, miissen wir zunéchst ein technisches

Lemma beweisen:
Lemma 2.16. Seien a > 0 und v(-) € .7Y) eine Verteilungsfunktion. Dann, gilt

Iim lim M v

A—=00U=0 J(g,utr—al V(u)

(dy) =0 (2.27)

fiir x > 0. Des Weiteren ist die Konvergenz in (2.27) gleichmdfig fir x > 0.

Beweis Lemma 2.16. Da v eine Verteilungsfunktion auf [0, c0) ist, gilt fir z > 0

2)(z) =1 -3 (z)

=1—AMuw—wuuw
(2.28)

uuwyédu—uw—y»m@>

v(z) + /{072] v(z —y)v(dy).
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Mit @ > 0 und z > 2a kann man obiges Integral aufteilen:

/[072] v(z —y)v(dy) = </[o,a} +/(a,z—a} +/(Z_W}) v(z — y) v(dy). (2.29)

Wendet man nun auf das letzte Integral partielle Integration an (siehe im Anhang Satz
A.3), so erhélt man

~~ [2—a,z)
=1-v(0)
= v(z) —v(a)v(z—a)— (/ v(z —y)v(dy) + v(0) y(z))
- (0]
=1-7(2) ~ g (2.30)

wobei in der zweiten Identitat

/[z—a,z) v(y) (= = dy) = / v(z —y)v(dy)

(0,a]

eingeht. Einsetzen von (2.30) in (2.29) und dann in (2.28) ergibt

v (z) = (2 /[o,a} + /(a’z_a]> v(z—y)v(dy) +v(a)v(z — a).

Diese Gleichung multipliziert man mit % (T(u) > 0 wegen v € . ¢ L) setzt
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z = u + x und erhélt mit elementaren Umformungen

7(u+x—y) ,
0= /(a,u—l-z—a] ?(u) (dy)

v @ (u+ ) _2/ T(u+x—y)
[0,a]

7 () () v(dy) =

27 my, (o) — 2/ W) y(dy) — @) 5(q) (2.31)
[0,a]

= 2/ =)y (dy) — 2/ =)y (dy) — e*( @) 5(a)
[0,00) [0,a]
=2e / e u(dy) —e e v(a).
(a,00)
Dabei besagt Satz 2.8 lim r®w)

u—oo  P(u)

=2my(a) und (2.1) (u—2) ~ e**T(u) fir u — oo.

Deshalb gilt in der Konvergenzaussage von (2.31) lim % = 2e"*“m,(a). Die
uU—00

Konvergenz des zweiten Terms folgt mit (2.1) und dem Satz von der majorisierten Kon-

vergenz, der dritte konvergiert ebenfalls wegen (2.1) gegen den angegebenen Grenzwert.

Wegen
oo > my(a) = / e“Yu(dy) > / e v(dy) %)
[0,00)

(a,00)
und
0<e*v(a) < / e u(dy) =30
(a,00)

konvergiert nun der letzte Ausdruck in Gleichung (2.31) fiir @ — oo gegen 0. Die punkt-

weise Konvergenz ist damit gezeigt:

:Ji‘l(r)
lim lim w v(dy) =0, x > 0.
A—O0 U0 J (g utx—a] V(u)
= Fua(a)

Um die gleichméflige Konvergenz zu beweisen sei zunéichst z = 0. Dann existiert fiir

alle € > 0 ein ag(e€), so dass fiir alle a > ag(e)

£a(0)| < e

Zu diesem € und beliebigem a > ag(¢) findet man ein ug (€, a), so dass fiir alle u > ug(e, a)

|fu,a(0) - fa(0)| <e€— |fa(0)|'
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Damit ist |fy,q(0)| < € fiir alle a > ap(e) und u > ug(€, a), was wiederum
| vt y)vtdy) < evlw)
(a,u—al]

fiir @ > ap(€) und u > ug(e, a) impliziert. Seien nun x > 0 und uy, := u + = (> ), dann

bekommt man

/(a,u—l—a:—a} v(utz—y)vdy) = / U(uz —y) v(dy)

(a,uz—al

fiir a > ap(e) und u; > ug(e, a), was insbesondere im Falle a > ag(e) und u > ug(e, a)

erfiillt ist. Damit ist

TUET=Y) g <6
(a,ut+z—al V('LL)
fiir alle a > ag(e) und u > ug(e,a) und die gleichméBige Konvergenz gezeigt. O

Wir konnen nun den Beweis von Theorem 2.15 formulieren:

Beweis Theorem 2.15. Sei a > 0 fest gewahlt und die Annahmen (2.10), (2.11) und
(2.12) gelten.

(i) Um diese Aussage zu zeigen verwendet man, dass

P(X @y —u>z,7(u) < o0)
P(7(u) < 00)

P(Xrw) —u>z|71(u) <o0) =

gilt, teilt den rechten Bruch in mehrere Summanden auf und weist jeweils die Konvergenz

nach. Dabei ist

P(1(u) < 00) = ¢V (u) = /000 e P( > u)dt > 0, (2.32)

weil aus Annahme (2.11) P(J4 > -) € (@, mit Satz 2.12 P(4 > -) € . und damit
P(s > u) > 0 folgt. Seien also x > 0, a > 0 und u > 2a, so dass Satz 1.43(i)

/[0 " )nﬂwm—y)wdy) .
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liefert. Wegen der Voraussetzung II, € .(%) gilt definitionsgem#B

Ty (u—2)
lim —=——~ =¢
u=oco Iy (u)

az

fiir alle z € R, d.h. fiir alle e > 0 und z € R existiert ein ug(e, z), so dass

Wy (u—2)

u — | <e (2.34)
I (u)

fiir u > wug(e, z). Mit € = e*® und z = a erhélt man fiir den Integranden von A,
0<Ty(ut+z—y) <Up(ut+z—a) <Iyp(u-—a)<2e* T (u) (2.35)

fir u > up(e®®,a). Da diese Konstante fiir y € [0, a] beziiglich V(dy) integrierbar ist,

impliziert der Satz von der majorisierten Konvergenz

lim —A% / i (v =y —2)) V(dy) = / e W=2) V(dy).
U—00 H’;f (u) [0,a] ¥~ H%)(u) [0,a]

Mit (2.5) folgt dann

lim ¢ = lim Au

[0,a]

gmi,(a)

= q;;(xa) <mv(a) - /(a,oo) e V(dy)) (2.36)

4o €79%
— ——5—my(a)
qmv(a)

—Qx

= (q —logmyp(a)),

wobei wegen (2.9) und (2.12) my () < oo und damit
/ eV (dy) == 0 (2.37)
(a,00)

gilt. Die letzte Identitét in (2.36) folgt mit (2.9). Nun muss B, aus (2.33) mit partieller
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Integration (siehe Satz A.3 im Anhang) umgeformt werden:

Bu = /( Tt =) V(dy)

= V(u) Ty (z) = V(a) Lyp(u+x—a) - /[ | V(2) Iy (u+ 2z — dz)

(@) — (1 - V(@) Tp(ut o —a)— /[ VOt —do

I
N
I
=
&
=l

<l

=V(a)Lyp(u+z—a) = V(u)Iyp(x) + / (1-V()y(u+z — dz)

[a,u)

(u) () + /( o ]V(u +x —y) U (dy)

<l

=V(a)p(u+x—a) -

<l

=V(a)Uyp(u+z—a)— V() Iy(u+z—a)+ V(u) Lyg(u+z—a)

V@) + [ Vluka ) ()

— (V(a) ~ V() Tp(ut—a)+ / (V(ut 2 — ) — V(u) Ty (dy)

(z,ut+z—al

—Ch,
(2.38)

Dividiert man den ersten Summanden durch I, (u), so erhilt man mit (2.1) und
my (a) = f[O,oo) eV (dy) < oo (vgl. (2.9))

Ty(u+z—a)(V(a) —V(uw) < Iy(u—a)

0< — < = V(a)
Iy (u) Iy (u)
U poa Via) < / eV (dy)
[a,00)
==

Wegen P(7(u) < 00) ~ gm? (o) Iy (u), u — oo, (nach (2.5)) gilt somit auch

lim lim Iy(u+z—a)(V(a) —V(u)

a—00 u—00 P(1(u) < 00)

= 0.

Seien nun a > z und v > 2a, dann hat man wegen x > 0 insbesondere u +x —a > a
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und damit fiir C,,

V(u)  J@ V()
N Viuto—y) ; 2.39
</(m] i (a,u+m—a]> < V() 1> Ly (dy) (2.39)
V@ V()

Mit der Voraussetzung I € .(®) ist nach Satz 2.11 P(J4 > -) € .#(®) und mit Satz
2.12
P(H>u—a)~ tm;;l(a)P(e%”l >u—a)

fiir a € R, £ > 0 und u — oo. Deshalb folgt mit dem Satz von der majorisierten Konver-

genz und (2.1)

. M_ R /Oo —gs 1. P(H>u—a) -1
lim — _/0 e ; e uan;O P> ) ds dt

also
V(u) ~e *V(u—a) (2.40)

fiir v — oo. Analog zu den Uberlegungen in (2.34) und (2.35) gilt damit fiir den Inte-

granden des ersten Summanden in (2.39)

ogw—lgwgkw
V(u) V(u)

fir u > wui(a), u1(a) hinreichend groB. AuBerdem ist die Konstante e*® fiir y € (z,00)

beziiglich Il 5 integrierbar, da nach Satz 1.4

/(ac2 A1) Iy (dx) < 0o
R
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2.2 Hauptresultate

gilt. Mit Satz 1.26 und dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt dann

D. D,
P(r(u) <00) ¢V (u)
1 Viu+z—y) )
= - ——— — 1| Ily(d 2.41
T (i) 241
1
u—>ooi a(y—x)_l H“(d)
— € 2\0Y)-
q J(z,a) ( )
Fiir den letzten Term in (2.41) erhélt man
1/ (2= — 1) Iy (dy) == 1 (e _ 1) Iy (dy)
q J(x,a] q J(x,00)
e—aaf

_ / (€Y — ) Ty (dy),
q (z,00)

und dies sind die beiden letzten Terme von (2.24). Bleibt nun noch

Ii li Eu 0
im lim ——m =
a—o0 u—oo P(7(u) < 00)

zu zeigen. Nach (2.5) und Satz 1.26 gilt

e (u) ~

P(r(u 00 Viu
(r(w) <o0) _ V() 212

gmi, () my ()

fiir u — oo und somit analog zu den Uberlegungen in (2.34) und (2.35)
V(u) < co Iy (u)

fiir w > wa, ug > 0 hinreichend grofl und ¢y > 0 eine geeignet gewéhlte Konstante. Dies

impliziert
B, - /( (V=) = V) T )
a,u+r—a
< /( ]V(u +a —y) lr(dy) (2.43)
a,u+r—a
< co/ o (u+z —y) M (dy)
(a,utz—al
fiir u+2x —y > ug, also fir u+x —uy > y, und da y < u + = — a ist, gilt (2.43) fiir

a > uy. Wegen Iy € .7(®) C £ findet man ein zy € (0,a) mit T, (20) > 0 (vgl. die
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2 Hauptresultate

Ausfithrungen nach Satz 2.6). Damit definiert man eine Verteilungsfunktion auf [0, co) :

Fiir z > 2 gilt

") = )

und man kann mit elementaren Rechnungen 7 € .%(® nachweisen. Mit (2.42) und (2.43)

folgt nun

Ey Ey

~

P(r(u) <o0)  gmi () Iy (u)

Co Iy (u+x —
< 0 /( | £ y) [ (dy)
a,u+xr—a

qgm3 (a) e (u)
_ % vute—y) g
= am(a) /@,W_a} oy )

fiir w — oo, wobei der letzte Term nach Lemma 2.16 fiir « — oo und a — oo gegen 0

konvergiert. Also gilt auch

E,
lim lim ——— =0 2.44
Jm lim ey = (2.44)
wobei die Konvergenz nach Lemma 2.16 fiir z > 0 sogar gleichméBig ist. Damit haben
wir Behauptung (i) gezeigt.

(ii) Zum Beweis von (2.25) wird

P(Lr(u) > 1, T(U) < OO)

PLrw > tlr(u) < 00) = ——p 08—y

ausgenutzt und P(L.,) > t,7(u) < oo) umgeformt, aufgeteilt und zuletzt durch die
Ruinwahrscheinlichkeit P(7(u) < oo) dividiert, bevor der Grenziibergang durchgefiihrt

wird. Fiir die nachfolgenden Uberlegungen benétigen wir noch
Fpo1i= {AcA: An{L;' < s} € F, s >0},

die o-Algebra der L;'-Vergangenheit (vgl. [2], S. 12; L; ! ist nach Bemerkung 1.10(iii)
Stoppzeit beziiglich F), wobei F = {F; : t > 0} die kanonische Filtration von X darstellt.
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2.2 Hauptresultate

Fiir ¢t > 0 gilt nun

P (Ly) > t,7(u) < 00) = P(H; < u,7(u) < o0)
= E (L, <u} Lr(w<oo})

= B (B (Lmen) 1rweoo) | F10) )

=F (1{Ht<u} E (1{7 <oo} | F ))

Lig,<uy (P (1(u—-) < 00)o Hy))
(T(u—-) < o0)oHy) Lip_4})
(T(u—-) < 00) 0 ) 1y 1)

e / P(r(u—y) < 00) P( € dy)
)

=qge V(u—vy)P(S € dy),

q /[M)< y) (S € dy)

wobei die vierte Identitdt mit der ]:Lt_1—MeSSbarkeit von {H; < u} = {XLt—1 < u},
die fiinfte mit der starken Markov-Eigenschaft (Satz 1.7) bei der Stoppzeit L; ' (wegen
{H; < u} € {L;' < 0o} anwendbar), die sechste mit {H; < u} C {Loo > t} und die
siebte mit (1.5) folgt. Sei nun 0 < 2a < u und schreibe fiir das letzte Integral

ge 4 / +/ +/ V(u—vy) P(H4 € dy).
[0,a] (a,u—al (u—a,u)

Dann bekommt man mit Satz 1.26

P(L (u) taT( ) )

7(u) <

</[0a] /aua /(u au) ) P(A; € dy),

(2.45)

P(L‘r(u) >t’7’( )<OO)

wobel fiir den ersten Summanden mit

/ e P(J € dy) < my(a) < oo,
(a,00)
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2 Hauptresultate

dem Satz von der majorisierten Konvergenz und (2.40)

e / YW =9) oty e dy) =2 oo / e P(H; € dy)
[O,CL] V(U) [O,G]

=e % [ mp(a) — e P(74 ed
(ﬂm /(w) (5 € y>> (2.46)

e my ()

=e "miy(a)

folgt. Zur weiteren Untersuchung des zweiten Integrals in (2.45) muss zunéchst der In-

tegrand nach oben abgeschétzt werden. Nach Satz 2.12 gilt

T () 3 () (2.47)
P> wymi ()
tmf;f(a)

fiir u — oo und damit existiert (analog zum Vorgehen in (2.34) und (2.35)) eine geeignete

Konstante ¢; > 0, so dass

V(z) < ey P(A > 2)

fiir alle z > a, a hinreichend groff. Wegen u > 2a > 0 und y € (a,u — a] im zweiten

Integral ist u — y > @ und damit

0< eqt/ Viu=y) P(4 € dy)
(a,u—a) V(U)

Scle_qt/ wp(%@edy)

(a,u—al V(u)

tmb, (a) / P > u—
(a,u—ad]

Y) p(t; e dy)

~ —qt - - = 7
ac 2 P( > u)

mi (o)

fiir w — oo nach (2.47), und dieses konvergiert nach Lemma 2.16 fiir v — oo und a — oo

gegen 0. Bleibt nun noch das letzte Integral in (2.45) zu untersuchen. Hier wird zun#chst
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2.2 Hauptresultate

partiell integriert (vgl. Satz A.3 im Anhang):

gt 1 =

- ;E'Zt) </(Ua,u} V(u - y) P(% © dy) - V(O) P(% - u>>

(2.48)

Mit (2.1), (2.4), (2.13) und V(u) = Z5U=3) folgt nun

V(u) - P >u—y) P(A > u) V(u)

3 tml @) e (g —log m(a))? me(a) (2.49)

P(%L>u—y) P >u—y) P(OA >u—y) P(JA > u)

=tmly(a) (¢ — logm%(a))i e

=Ct

Somit gilt fiir den letzten Summanden aus (2.48) und € > 0

P(# = u)

V(u)

P >u—¢€) P(A> u))
V(u) V(u)

X e V(0) (e e — )

0<e 7V(0)

< e ?V(0) (

0
=o.
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2 Hauptresultate

Zusammen mit (2.49) und dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt also fiir den
letzten Ausdruck in (2.48)

et (V(a) P(A > u—a) V(0) P(A > u)

V(u) o :mo)) T
0] P(%V?ul)t 2 viay) - 7(0) P(‘f/iu: “))

- (Vo P v PR
0 P(%V?ul)t 2 v(ay) ~7(0) P(‘f’éu: “)>

wobei V([0,00)) = % mit elementarer Rechnung folgt. Aulerdem gilt in (2.50)

lim V(a) e =0

wegen (2.37) und
V(a) e < / eV (dy).
[a,00)

Den Grenzwert in (2.50) kann man unter Anwendung von (2.9) noch weiter umformen:

1 1 1
cre <mv(a) — ) =ce v < — )
q q—logmy(a) q

log m ()

=ce
T q(g—logmuy(a))

— te Tty (a) (q - logmor () ),

q
Damit ist die Behauptung
: —qt t log m ()
Jim P(Lyy > t]7(u) <o0) =™ ( my(a) +1(g —logmy(a)) EE—

gezeigt,.
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2.2 Hauptresultate

(iii) Mit Satz 1.43(ii),(iv) folgt fir z > 0 und u > 2

P <XL1 <z ’ (u) < oo>

LT(u)—

rrE CPIESL LY
_ P(T(u; — (P(T(u) <o) P (XLLi(u) > 27(u) < oo))
::Pﬁw§<“ﬂ(Aéwm%w—yndmo+cvww

wobei noch einmal daran erinnert sei, dass ¢ den Driftkoeffizienten von X bezeichnet
und ¢V’'(u) verschwindet, falls V'’ nicht existiert. Der letzte Term kann noch weiter

umgeformt werden:

Ty (u—1) B Mp(u—y) Te(u)
AMPWW<mW“)‘AA1y@>PW@<mW“”

_ 2
UXO (q 1Og mc%p(a)) / eay V(dy),
q [0,2]

wobei im letzten Schritt der Satz von der majorisierten Konvergenz, (2.1) und (2.13)

eingehen. Damit ist Behauptung (iii) gezeigt und das Theorem bewiesen. O

Zu diesem Theorem 2.15 wollen wir nun einige Bemerkungen formulieren:

Bemerkungen 2.17. (i) Fiir a = 0 ist die in (2.26) angegebene Grenzverteilung nicht
defekt, denn es gilt

1 2
lim lim P <XL21 < Z‘T(u) < OO) _ (g —logm,,(0)) V(o0)
Z—00 U—00 T(’U,)f q
2 o)
_ (g —log1)® / it gy
q 0

=1.
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2 Hauptresultate

Fiir a > 0 ist sie allerdings defekt, d.h. sie besitzt positive Wahrscheinlichkeit in oo:

-1 2
lim lim P <XL21 <z ‘ T(u) < oo> — (g —log Z?,yf(oé)) / eV (dy)
2—00 U—00 (u)— [0,00)

_ (g —logmuy(a))® (@) (2.51)

wobei

my (@) = q —logm ()

nach (2.9) gilt. Wegen Annahme (2.11) ist nach Satz 2.12 P(J4 > -) € (@) ¢ 2 fiir
t > 0. Also gilt P(74 > y) > 0 fir y > 0 und daher V(0) < V(o0) = % und

my(a) = /[Om) e V(dy) > V(00) =

| =

Also ist die letzte Ungleichung in (2.51) streng, und somit besitzt die Grenzverteilung
positive Wahrscheinlichkeit in oo.
(ii) Fr o > 0 gilt in (2.24)
lim lim P(X;q) —u>2z|7(u) < o0)
z—0u—00

= lim G(a) (2.52)

1 ay
—1-¢ (1ogm%<a> - /(O’Oo)«a 1>H;f<dy>).

Um diesen Term weiter umformen zu kénnen betrachten wir m () :
mp(a) = / e P(JA € dy) = Ee®t < 0,
[0,00)

wobei die Endlichkeit von m s () mit Satz 2.8 folgt. Deshalb ist die erste Identitdt in
Korollar 1.33 unter Verwendung von Sato [25] (Theorem 25.17, S. 165) und [6] (S. 15f.)

fortsetzbar auf ¥ > —a, und wir erhalten mit ¢ = —«

logm () = log Eei — / (e = 1)Ly (dy) + ac.
(0,00)

Dies impliziert mit (2.52)
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ac

1-— lirr%) G(z) = € ist gerade die asymptotische bedingte Wahrscheinlichkeit (u — co)
T —

dafiir, dass der Prozess iiber eine Grenze u ,aufwirts kriecht®, falls Ruin eintritt, und

diese ist im Falle ¢ > 0 positiv.

(iii) Fiir o = 0 hingegen gilt

q—log1l

G(z) = .

=1

fiir alle > 0. G besitzt also nur in co positive Wahrscheinlichkeit, und damit tritt Ruin

fiir u — oo und o = 0 nur durch einen Sprung ein.

Fiir den Fall o = 0 l&sst sich die erste Aussage in Theorem 2.15 iiber die asymptotische

Verteilung des Overshoots sogar noch verschérfen:
Theorem 2.18. Es gelte (2.10) und es sei Il € .70, Dann gilt fir alle 2 > 0

Iy (u+ )

o |~ 0. (2.53)

lim |P(Xp) —u>2|7(u) <o) —

U—00
Die Konvergenz ist gleichmdfig fiir x € [n,00) mit beliebigem n > 0.
Beweis. Sei I, € .70 dann gilt fiir z > 0 (P(r(u) < 0o0) > 0 nach (2.32))

P(Xr —u>z|7(u) < o00)
P(X ) —u>z,7(u) < o0)
P(7(u) < 00)

1 _
—(w%Oxwéﬂn%w+x—wvww
1 — B Iy (u+z)V(0)
<00<myLMH”W+$ V) + =y < o)
_T(ut2)V(0)  Tp(u+a)V(u) (2.54)
P(1(u) < o) P(7(u) < o0)
Viu+z—y)—V(u) Iy (u+ 2) V(0)
T Jowa P <o) ) TRy < o)

_ Tp(ut2)V([0,00)  Thy(u+=)V(u)
) <

P(7(u) < o0) P(7(u) < 00)
Vu+z—y)—V(u)
1 - e L
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2 Hauptresultate

wobei die zweite Identitdt mit Satz 1.43(i) und die vierte mit partieller Integration wie
in (2.38) fiir a = 0 zu erkliren ist. Aus (2.54) und V ([0, 00)) = % folgt nun

Iy (u+ )

P(Xry = u> () < o0) = 5 B

I v % = (2.55)
Ip(u+ ) V(u) Viu+z—y)—V(u
= P(7(u) < 00) /(x,qux] P(r(u) < 00) [z (dy).
Wegen B
P(r(u) < 00) = ¢ V() ~ 22 (2,56

q
fiir u — 0o (nach Satz 1.26 und (2.13) mit o = 0) gilt

Wy(utx)  Ty(ut)
q P(7(u) < o0) Ly (u)
fiir u — oo, und es geniigt deshalb zu zeigen, dass die rechte Seite von (2.55) fiir u — oo
und z € [n,00) gleichmiiBig gegen 0 konvergiert. Der erste Term konvergiert sogar fiir

x > 0 gleichméfig gegen 0, denn es gilt

Mo (ut 2) V() _ Top(uta) _ Top(u) uce

U= TPl < ) PR

Bleibt noch die gleichméfige Konvergenz des Integrals in (2.55) zu beweisen. Dazu seien

a > 0 und u > a, und man kann das Integral als Summe schreiben:

Viete—y)-V(u)
</($,u+x—a} i /(u+;t—a,u+x]) P(T(U) < OO) Hlf(dy) (2'57)

Das erste Integral in (2.57) lisst sich weiter aufteilen, und man erhilt fir x € [n, co) und

a>n>0
V(utaz—y)—V(u)
Iz (dy
Jors P o T
V(utz—y)— V()
= + / Iz (dy
</(($/\a),a] [(x\/a),u—i—:c—a]) P(7(u) < o0) (dy)
V(utn—y) —V(u) / V(utz—y) = V()
< I, (dy) + I (dy).
Joo ™ P [ Sy e
Der erste Summand entspricht W an der Stelle x = 1 im Beweis von Theorem

2.15 und konvergiert nach dem dort Gezeigten wegen o« = 0 fiir u — oo gegen 0. Der
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zweite ist gerade W im Beweis von Theorem 2.15, und nach (2.44) konvergiert

<00)
dieser sogar fiir x > 0 gleichméiBig gegen 0. Damit konvergiert das erste Integral in (2.57)

fiir x € [n,00), n > 0 gleichméfig gegen 0, weil

__ Du
P(7(u) <o0)|,_,

unabhéngig von z ist. Fiir das zweite Integral in (2.57) gilt

Viu+z—y)—V(u)
~/(u+l‘—a,u+x] P(1(u) < 00) L (dy)
V(0)
= Plru) < o) (ot ) e =)
=V(0) PAC +Px(7_(5)) ; ZIOJ)%(U + )
~qV(0) W (u+ ;Z(;)H%(u + )

fiir u — oo wegen (2.56). Aus (2.1) mit a = 0 folgt die punktweise Konvergenz des
letzten Terms fiir u — oo und x > 0 gegen 0, d.h. insbesondere fiir x = 0 und beliebiges

e > 0 existiert ein ugp(e,0) > 0, so dass

ﬁfyf(u — a) - ﬁ,%”(u)
T (u)

fiir alle u > wug(e€, 0) gilt. Seien nun & > 0 und u, := u+z > u, dann hat man insbesondere

< €

Ly (ue — a) — Ty (ug)| < €Il (us) < €Ilyp(u)

fiir alle uy, > up(e,0). Aus u > up(e,0) folgt aber u, > uy(€,0), und somit existiert fiir

alle € > 0 ein ugp(€) > 0, so dass fiir alle z > 0 und u > g

Ty (uy — a) — e (ug)
e (u)

<€

B ‘H;f(u +x—a)—yp(u+ )
I (u)
erfiillt ist, d.h. o o
Iy(u+z—a) —Ip(u+ )
Iy (u)

konvergiert fiir v — oo und x > 0 gleichméflig gegen 0. Damit ist die Behauptung

gezeigt,. O
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Im Falle @« = 0 kann zusétzlich zur eben bewiesenen schirferen Aussage iiber die
asymptotische Verteilung des Overshoots auch eine weitere iiber die letzte aufsteigende

Leiterzeit vor Ruin gezeigt werden:

Theorem 2.19. Es seien Iy € .7 und (2.10) erfiillt. Dann gilt

lim lim P(L_()7>z‘7(u)<oo):0.

Z—00 U—00

Beweis. Seien z > 0 und u > 2a > 0, dann erhélt man

P(L 71( . > z| 7(u) <oo)
- P(T(u; < 00) P (szl(u% >z 7(u) < Oo)
1

=———— |PX =u. L71
P(1(u) < 00) ( < T(w) = U Ly (u)— > Z,T(u) < OO)

P(XT()>’LLLL()_>ZT( )<oo))

| B 2.58
< Plr(u) < 00) (P (XT(u) = u,7(u) < 00) (2.58)

+P (XT(U) > u, LZ}(MF >z, 7(u) < oo))

VW Mor(u—y) |,
P(r(w) < 0)  Jipu Pr(u) < o)

e (u—vy) cV'(w)
<Aa Aw> Pl <o) F B < ooy

wobei die vorletzte Identitéit mit Satz 1.41 und Satz 1.43(iii) folgt, und der Term ¢V’ (u)

fiir ¢ = 0 verschwindet (genau dann existiert V'’ nicht). (2.13) mit o = 0 besagt nun

—+

(dy; 2)

e (u)
q

P(1(u) < 00) ~

fiir u — oo, was fiir das erste Integral in (2.58) gerade

lim —————=V(dy;z) = lim ¢ ——=V(dy; 2
B Pl < o0y V) = i f SV )
I —
< lim qif(u @) V([0,al; 2)

U—00 H,g;(u)
=qV([0,a];2) :==qV(a;2)
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impliziert. Dabei gilt
Va;z) = / e NP <a, L7 > 2)dt
0

S/ et P> 2)dt
0

1
= — FEl1l,,1 P(e, € dt
Q/(o,oo) ( (2 >z}> (eq € dt)

1

N q/(O,oo) E (1{$e;1>z} ‘ €q = t) P(eq € dt)

1
- ;E (E (1{zgql>z} | eq))
1 -
—-p (zej > z) 2200,
q

da 7! und eq definitionsgeméfl nicht defekt sind. Bleiben noch die letzten beiden

Summanden in (2.58) zu untersuchen. Es gilt

Mew-y) . . eV
/(W Pir(w) <o0) VWA By < 00)

1 = /
P(r(u) < %) </(a7u) Wp(u—y)V(dy) +cV (u))

P (XL_l > a,7(u) < oo)

r(u)—

P(1(u) < 00)

<

nach Satz 1.43(iv). Mit (2.26) und Bemerkung 2.17(i) folgt nun

P (XLl > a,7(u) < oo>

. L‘r(u)— . .
uh_)rgo P(r() <o) = ulLrgoP (XLLi(w_ >al|T(u) < oo)
—log1)?
q [0,a]
=1- q V(a)7

und der letzte Term konvergiert wegen V(o0) = % fiir a — oo gegen 0. Damit ist die

Behauptung gezeigt. O

In allen oben bewiesenen Theoremen haben wir vorausgesetzt, dass der Lévy-Prozess
X nicht spektral negativ sei, also Iy ((0, 00)) > 0 gelte. Den einfacheren Fall ITx ((0, 00)) =
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0 wollen wir deshalb zum Abschluss dieses Abschnitts in der folgenden Bemerkung kurz

diskutieren.

Bemerkung 2.20. Sei IIx((0,00)) = 0. Dann besitzt der Prozess X nach Satz 1.6 P-
f.s. hochstens negative Spriinge, d.h. falls Ruin eintritt, so geschieht dies fast sicher nur

durch ,, Aufwértskriechen®, also
P(X7) =u|7(u) <o0) = 1.

Dies wiederum impliziert, dass der Overshoot X ) —u P-f.s. 0 ist fiir alle u > 0.
Auflerdem folgt mit (1.17)
F =t.

Fiir die Laplace-Transformierte von 7(u) = inf{t > 0 : X; > wu} erhélt man mit [6]
(Theorem 1, S. 189)
b (ei/\T(U) 1{T(U)<oo}) = 67UT(/\)7

fir A > 0. Dabei wird die Funktion Y : [0, 00) — [0, 00) definiert durch die Gleichung
—U(—iT\)=A

fiir A > 0 mit ¥ aus der Lévy-Khintchine-Formel, und Y(0) =: a ist die grofite Losung
der Gleichung
—V(—ia) = 0.

Fiir weitere Details zur Funktion T sei der interessierte Leser auf [6] (S.188f.) verwiesen.
Mit A = 0 ergibt sich so fiir die Ruinwahrscheinlichkeit

P(7(u) < 00) = e "
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3 Anwendungen

In diesem Kapitel soll die Anwendung unserer in Kapitel 2 bewiesenen Resultate im
Mittelpunkt stehen. Wir werden im ersten Abschnitt Sdtze formulieren, die uns den
Zugang zu unseren Hauptresultaten erleichtern. Dazu wollen wir dquivalente Aussagen
zu unserer Annahme (2.12) zeigen und Beziehungen zwischen IIx und I, fiir « > 0
und o = 0 angeben. Im zweiten Abschnitt werden zunichst allgemeine Uberlegungen
zu spektral positiven Lévy-Prozessen mit gewissen zusétzlichen Eigenschaften angestellt

und diese dann auf den Risikoprozess mit Brownschem Stérterm angewendet.

3.1 Eigenschaften von m (), I1x und II

Wir wollen im folgenden Satz einige Aquivalenzbeziehungen zu Annahme (2.12) herlei-

ten. Darin wird uns auch die momenterzeugende Funktion Fe®Xt von X; begegnen.
Satz 3.1. Es gelte (2.10). Dann sind fiir beliebiges 3 > 0 folgende Aussagen dquivalent:
(i) EePX1 (ist endlich und) < 1;
(ii) e mr(8) < 1;
(11i) my(f) < oo;
(iv) logm »(B) = e+ f[o’oo)(eﬁy — 1)Lz (dy) < q¢ mit ¢ Driftkoeffizient.

Wenn eine der obigen Aussagen gilt, so folgt

1 —log EeX1

my () =q—logmy(B) = W- (3.1)

Beweis. Sei >0 und (2.10) gelte.
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(i)<(ii): Die Wiener-Hopf Faktorisierung des charakteristischen Exponenten (Satz
1.27 und Bemerkungen 1.29(i),(ii)) liefert auch fir = —if ¢ R

U(—if3) = — log EeX1

= Vg (—iB) ¥y (—ip)

= (logEeﬁHl) (logEeﬂgl)
(log (Eeﬁ "1 >1}>) (logEeﬁﬁl)
(log (Eeﬁ "1, >1}>) (log Eemﬁh)

(log (e T e (B ))) <logEeﬁﬁ1>,

wobei die fiinfte Identitiit wieder mit (1.5) folgt. Nun ist H; wegen tlim Xy = —oo P-fs.
—00
(laut (2.10)) nicht defekt und definitionsgemé&f negativ, und dies impliziert

| log Eeﬁﬁ1| < 00

und
log B < 0.

Dann folgt mit (3.2)
llog Ee® | <00 & |[log (e”my(B))| < o

und
e Imy(B)<1l < log(e 9mu(B)) <0
& —log BePXt = (log (e™my(B))) <logEeﬁH1) >0
& EPX <1
(ii)<(iii): Nach (2.9) ist
m(8) = [T mae (@) i
und dieser Term ist genau dann endlich, wenn
e Imy(f) <1

gilt.
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3.1 Eigenschaften von m_(f3), llx und Il

(ii)&(iv): Sei e79m 4 (F) < 1, dann ist insbesondere
EeP =m0 (B) < o0,

und deshalb gilt Korollar 1.33(i) auch fiir ¥ = — < 0 (vgl. Anmerkungen in Bemerkung
2.17(ii)):

—log BB = /(0 )(1 — P Iy (dx) — B,

und dies ist dquivalent zu

log . (8) = /(O (=) Tpd) + e

Die Ungleichung in (iv) und die Riickrichtung bekommt man durch einfaches Umformen:
e Imy(B)<l < logmy(B) <gq.

Ist nun eine der obigen Aussagen erfiillt, so gilt nach dem eben Gezeigten insbesondere

(3.2), und zusammen mit
q—logmy(B) = —log (e_q mjf(ﬁ))
impliziert dies die zweite Identitét in (3.1). Die erste Identitét in (3.1) folgt mit (2.9). O

Mit Hilfe dieses Satzes kénnen wir nun auch zeigen, dass die Annahme (2.12) in Ver-
bindung mit unserer Annahme (2.11) hinreichend dafiir ist, dass die Cramér-Bedingung
nicht erfiillt ist:

Bemerkung 3.2. Fiir a > 0 sei e 9my(a) < 1 (ist fiir o = 0 immer erfiillt), was

gemeinsam mit der Monotonie der momenterzeugenden Funktion m - fiir v € (0, o]
e Imy(v)<1

und mit Satz 3.1
Ee’X1 <1

impliziert. Wegen I1 € .(®) ist nach Satz 2.11 auch P71 € .#(®) und Satz 2.8 besagt
dann

my (V) = 00
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fir v > «. Daraus folgt aber mit der Wiener-Hopf-Faktorisierung wie im Beweis von
Satz 3.1

Ee’X1 = .

Also existiert kein v > 0 mit
EerXt =1,

d.h. die Cramér-Bedingung gilt nicht.

Die folgenden beiden Sdtze geben Auskunft iiber den Zusammenhang von Ilx und
11 . Wir wollen sie aber nur zitieren, fiir Beweise verweisen wir auf die Vorlage dieser
Arbeit. Dabei sei fiir ndhere Informationen zu ﬁ; und ITy an Definition 1.21 und zu

VU, an Korollar 1.33 erinnert. Zunéchst behandeln wir den Fall a > 0:
Satz 3.3. Seien a > 0 und (2.10) erfillt. Dann gilt
Iy e 2@ & Tue2@®.
Die Gliltigkeit dieser Aussagen impliziert
T (u) ~ W gy (i) Ty ()
fiir u — oo.
Beweis. [20], Proposition 5.3, S. 1781 und S. 1796/1797. O
Aus obigem Satz kénnen wir noch ein Korollar gewinnen:
Korollar 3.4. Seien o > 0 und (2.10) erfillt. Dann gilt
Oy e 7@ o Ty, e. 7.
Beweis. Die Behauptung folgt direkt mit den Sétzen 2.6 und 3.3. O

Fiir den Fall o = 0 definieren wir noch

A@) =T+ [ Tx)dy o1,

und

_ , , f(u)
f(u) <g(u),u—o00 & UOHZO'CSES

c€(0,1]

mit Funktionen f, g :[0,00) — (0,00) (vgl. [6], S. 74).

[

A
u>ug
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3.2 Beispiel

Satz 3.5. Seien ﬁ; e Z2O) und (2.10) erfiillt.

(i) Fir [;" Ty (y)dy = oo gilt

o) = /(1,oo> <Ay(y)> Mo+ ), v = oo

(it) Fir [Ty (y)dy < oo gilt

Ty (u) = /( RO

Beweis. [20], Proposition 5.4, S. 1782 und S. 1797-1799. O

3.2 Beispiel

3.2.1 Aligemeine Uberlegungen

Wenn man die von uns gezeigten Resultate auf versicherungsmathematische Modelle
anwenden mochte, so ist es sinnvoll zu fordern, dass der zugrunde liegende Lévy-Prozess
X spektral positiv ist (also ITy = 0), d.h. er soll keine negativen Spriinge besitzen. Dieses
deckt sich gut mit unserer Anschauung, eine Aufwirtsbewegung als Schadensauszahlung
und eine Abwirtsbewegung als Priamieneinzahlung aufzufassen. Pramieneinzahlungen
sollen n&mlich sicher und kontinuierlich auftreten, Schadensauszahlungen hingegen als

Spriinge. Auflerdem soll wie schon im gesamten Verlauf dieser Arbeit
lim X; = —oco P-f.s.
t—00

weiter gelten, d.h. die Primieneinzahlungen iiberwiegen die Schadensauszahlungen (die
Versicherung méchte langfristig Gewinne erwirtschaften). Mit diesen beiden Forderungen
(ITy = 0 und negative Drift), (1.18) und den Korollaren 1.46 und 1.47 erhalten wir dann

Hy = —t,
e (u) = / Iy (y) dy = / Ix(y) dy, u > 0, (3-3)
u u
|EX1| < 00
und wegen der negativen Drift
EX; <O.
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Die Bedingung
/ (2% A1) T (dz) < oo
(0,00)

aus der Lévy-Khintchine-Formel (Satz 1.4) impliziert dabei
nyf(u) < 0

fiir alle v > 0. Um unsere Resultate anwenden zu konnen miissen wir auflerdem fiir ein

fest gewdhltes o > 0
ﬁ; e Y falls a >0 bzw. Iy € ., falls a =0, (3.4)

annehmen. Mit Korollar 3.4 folgt dann auch fiir o > 0

My .7,
Betrachten wir nun den Laplace-Exponenten v von X, der definiert wird durch

EeﬁXt _ etw(ﬁ)

fir ¥ € {z € R: Ee**t < 00}. Wenn also

Ee?t < o0

erfiillt ist, so kann man den charakteristischen Exponenten ¥ von X fortsetzen, und man

bekommt
— V(=) = (9 (3.5)
(vgl. [25], Theorem 25.17, S. 165). Dazu wollen wir eine notwendige und hinreichende

Bedingung zeigen:
Satz 3.6. Es seien X wie oben beschrieben und (3.4) erfillt. Dann gilt
Ee"¥1 <00 & e (—o0,al

Beweis. Aus der Voraussetzung Iy = 0 (X spektral positiv) folgt ﬁjX =0 (X
spektral negativ), und dies impliziert mit [6] (S. 188)

Ee’ 1 < oo

fir v <0.
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Sei nun ¥ > 0. Dann folgt mit der Voraussetzung IL,» € (@) Satz 2.11, Satz 2.8 und

der Monotonie der momenterzeugenden Funktion
my(9) = Ee" <00 & 9<a.

Mit der Wiener-Hopf Faktorisierung wie im Beweis von Satz 3.1 erhélt man die Behaup-

tung, denn log Ee?H st fiir 9 > 0 immer endlich und somit gilt

Ee’ <0 o logEe’9X1 < 00
& log Bt — g 4 log Ee?h < o

& EVM < .

O]

Da wir oben angenommen haben, dass der Prozess X spektral positiv sein soll, ist
der Erwartungswert F.X; endlich und lédsst sich mit Hilfe des Laplace-Exponenten nun

konkret berechnen:

Satz 3.7. Unter den oben genannten Voraussetzungen gilt
EXy =limy/(z) = ¢'(0-). (3.6)
Beweis. Satz 3.6 besagt gerade
B’ <00 & ¥e(—o0,al

Fiir o > 0 folgt die Behauptung somit direkt aus dem Differentiationssatz fiir analytische
Transformierte ([1], Satz 40.4, S. 205), da 0 in dem Fall innerer Punkt von (—oo, o] ist.

Im Falle o = 0 impliziert der Differentiationssatz
(EeﬁXl)’ _ <e¢(ﬁ))/ — () e = E (Xl eﬂXl)

fiir ¥ € (—00,0), und der Grenziibergang ¢ 7 0 liefert mit dem Satz von der majorisierten

Konvergenz die Behauptung, da £X; endlich ist. O

Mit den von uns aufgestellten Annahmen lésst sich £.X7 nun konkret angeben. Lemma

1.37(ii) und H; = —t implizieren némlich

¢ =1lim 2 oy =YY YY) ¢/ (0-) = —EX,,
910 d(9) 90 —log EBe—PH1 9o —d
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also
—q=FEX; <0. (37)

In unseren Hauptresultaten haben wir fiir o > 0 noch
e Imy(a) <1

vorausgesetzt. Wegen unserer vereinfachenden Annahmen in diesem Abschnitt konnen
wir dafiir eine dquivalente Aussage zeigen. Die zweite Identitdt in (3.1), die wegen
m_(a) < oo auch ohne die Aussagen des Satzes gilt, besagt fiir a > 0

—log Ee®X1 —4(a)

q—logmp(a) = — = 3.8
() —log Eext o (38)

und damit

—(a)

(07

e Imyla)<l < q—logmy(a)= >0 < ¢Yla)<O.

Fir a = 0 ist e 9m (o) < 1 wegen m(0) = 1 und ¢ > 0 immer erfiillt. Mit diesen

Voraussetzungen vereinfachen sich unsere in Kapitel 2 bewiesenen Hauptresultate:

Theorem 3.8. Seien X spektral positiv, tlirn X = —o0 P-f.s., (3.4) fiir gegebenes o > 0
—00

erfillt und ¥ (o) < 0, falls a > 0. Ferner vereinbare man fir o =0

()

a ='(0-) = EX;.

a=0

Dann gilt:

(i) P(r(u) < 00) ~ |EX,| (1;;))

(it) lim P (X, —u>z|7(u) < 00) = G(x), z > 0, mit

uU— 00

/ T (y) dy fiir u— oo
0

Gx) = yeE_le <_¢a($) +/( )(eay — ) Ty (y) dy) ;
(iii) Firt>0

P (L > t| m(u) < 00) = <1 _ 1l (1 4 _vla) >> exp <¢(O‘)t) .
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Beweis. Die Voraussetzungen dieses Theorems implizieren gemeinsam mit obigen Uber-
legungen die Giiltigkeit von (2.10), (2.11) und (2.12).

(i) Die Behauptung folgt aus Theorem 2.14. Dabei werden (3.3), (3.7) und (3.8) ver-
wendet.

(ii) Theorem 2.15(i) impliziert die Behauptung, wobei hier wieder (3.3), (3.7) und
(3.8) eingehen.

(iii) Hier folgt die Behauptung mit Theorem 2.15(ii), (3.7), (3.8) und

) log m () Y(a) logmp(a) —q+q

1+t (g —logmy(a =1-—t
P(a) ¥(a)
=1—-t— |1+ ——"—].
« + « ’EX1|
O
3.2.2 Der Risikoprozess mit Brownschem Stérterm
X = {X; :t > 0} sei nun ein Risikoprozess mit Brownschem Stérterm, der durch
Ny
Xy :=0Bi+» Yi—t (3.9)
i=1

gegeben wird. Dabei seien 0 > 0, v > 0, B = {B; : t > 0} eine standardisierte Brown-
sche Bewegung, N = {N; : t > 0} ein Poisson-Prozess mit Rate A > 0 und Y3, Y», Y3, ...
stochastisch unabhéngige, identisch verteilte, fast sicher positive Zufallsgrofen mit Ver-
teilungsfunktion F. Auflerdem seien B, N und Y7, Y5, Y3,... stochastisch unabhéngig.
Die Summanden —vt¢ und Zf\[:tl Y; konnen wieder als kumulierte sichere Pramienein-
zahlung bzw. als kumulierte zufillige Schadensauszahlung (jeweils bis zum Zeitpunkt ¢)
aufgefasst werden. Der Brownsche Storterm kann auf zwei Weisen interpretiert werden,
als zusétzliche Unsicherheit bei den kumulierten Schidden oder als ,, Zufallskomponente*
bei den eigentlich sicheren Prémieneinzahlungen (vgl. Dufresne und Gerber [11], S. 51).
Fiir weitere Details zum klassischen Risikoprozess mit Brownschem Storterm verweisen
wir auf [11].

Um die im letzten Abschnitt formulierten Resultate auf diesen Lévy-Prozess X an-

wenden zu konnen muss insbesondere

lim X; = —oco P-f.s.
t—o00
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gelten. Dies wollen wir hier nicht explizit fordern, weil es spéter aus einer anderen Vor-
aussetzung folgen wird. Aber damit diese Bedingung iiberhaupt erfiillt sein kann, muss
wegen

Y1 >0 P-fs.
notwendigerweise

FY) =pu< o0
gelten, was wir fiir den weiteren Verlauf voraussetzen wollen. Die Forderung, dass X

spektral positiv sein soll, muss nicht gestellt werden, da
IIx((—00,0)) =0

nach Satz 1.6 immer erfiillt ist. X besitzt ndmlich wegen der P-f.s. stetigen Pfade von B
und wegen Y; > 0 P-f.s. nur positive Spriinge (P-f.s.). Des Weiteren gelte (3.4). Wegen

der vereinbarten Voraussetzungen impliziert Satz 3.6 fiir ¥ € (—o0, @]
Ee'X1 < o

und damit insbesondere
P(U) < 0.

Den Laplace-Exponenten 1) wollen wir nun berechnen:

e?0) = peiXa

N1
= Fexp <190B1 —1—1925@ — 19'7)

=1

o292 > g
= exp <—197 + 5 ) E Z 1in=jy exp <19ZYZ>
=0 i=1
o29?\ & _ ovi\!
=exp | -y 5 ZP(Nl =7) (Ee )

§=0
& (VB
)e L

o292
2 ‘
7=0

o292

2

2.92
o TR [ (e 1) By ).
2 (0,00)

) e exp ()\ Eeﬁyl)
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also
292

D(0) = —9y+ T+ A /(0 . (eﬂy - 1) F(dy), (3.10)

wobei die stochastische Unabhéngigkeit der Prozesse in der dritten und vierten Identitét
und die identische Verteilung der Y7, Y5, Y3,... in der vierten Identitdt eingehen. Die
Laplace-Transformierte von Bj erhélt man mit der Fourier-Transformierten ¢y, ¢2) fir

Normalverteilungen mit Erwartungswert 7 und Varianz (2

242
gsz(n’gz)(t) = exp (int — C)

(vgl. [1], S. 282) und t = —icY, n = EB; = 0 und ¢(? = VarB; = 1. Der Laplace-

Exponent v lésst sich unter Verwendung der Voraussetzung
EY1:/ x F(dx) = p € (0,00)
(0,00)
und der Abschétzung

0< / x F(dx) < / z F(dr) < oo
(0,1) (0,00)

noch weiter umformen:

B(9) = 0y + "22’92 +A /( - (eﬂw - 1) F(dz)

0'2192 Iz
=—0 |7—A x F(dz) | + +A <e — 1_79$1{\x|<1}> F(dz).
(0,1) 2 (0,00)

Nach Satz 1.4 und (3.5) ist ¢ von der Form

$(0) = (i)

o292

= —ta + +/ (e% —-1- ?9%1{|$|<1}) IIx(dx),
(0,00)

und dies impliziert

und
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Aus (3.3) folgt fiir u >0

o) = [ Ty =2 [ F)dy=AuFiu),

(3.11)
wobei mit

Fiw =, [ F)dy

die integrierte Tail-Verteilung und mit F';(u) wiederum dessen Tail bezeichnet wird. Fiir
das weitere Vorgehen wollen wir die Fille o > 0 und a = 0 unterscheiden.

Seien zunéchst o > 0 und nach Voraussetzung (3.4) ﬁ; € .7 also F € .7,
Damit ist insbesondere F € .#(®), d.h. nach (2.1) gilt

fir y € R. Daraus folgt dann fiir z > 0

F olog(ux)

_ F(logu+10g2) u—oo _aloga
Folog(u)

= — e =ax ¢
F(logu)

Y

d.h. Folog ist von beschrinkter Variation mit Index —« (vgl. Definition A.4 im Anhang).
Mit Karamatas Theorem (Satz A.5(ii) im Anhang; p = —a, v = —1) erhélt man somit

F o IOg(ZE) T—00
o 1 -
[.-y~tF olog(y) dy
und nach der Substitution logy = z
F (¢] log(x) T—00
——— — q,
flogz F(z)dz

was gleichbedeutend ist mit

F(u) F(u)

wEr(u) - [ F(z)dz

uU—00
—

(3.12)
Daraus folgt mit Satz 2.6

F[ S y(a)
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und mit Satz 2.8(i)

mmmoz/' e Fy (dy)
[0,00)

Ry
Ny

/ / e dy F(dx)
0,00)

:au o) (€™ = 1) F(dx)

_ mp(a) -1 -
ap

ol

Unter Verwendung von (3.10) bekommt man damit fiir den Laplace-Exponenten ¢ von
X in

202

() = —ya + + )\/(0 | (e* —1) F(dx)

2 9 A () — 1) (3.13)

o

— —f}/a—|-
2a2

= —ya+ + Apamp, (o).

Um Theorem 3.8 anwenden zu kénnen muss ¢ («) < 0 gelten, also

2,2
—ya + +Apamp, (o) <0,
was dquivalent ist zu
2
o‘a
— <1 3.14
pm @) + 5 (3.14)
mit
BA
pi=—.
Y
Dies wollen wir nun voraussetzen. Wegen %* > 0 folgt daraus pmp, (o) < 1, und mit

mmmz/ € Fy(dy) > t/F
[0,00)
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([1], (A.2), S. 115) impliziert dieses
A
B2 o p<t. (3.15)
~
Fiir den Erwartungswert £X; ergibt sich somit

N
EX1=E (aBﬁZYi—v)

=1

7=0 =1
0 .
AN
j=0
=pA—y
A
- (2
Y
=7(p—1) <0,
und deshalb gilt P-f.s.
lim X; = —o0.
t—o00

Nun kénnen wir Theorem 3.8 auf unser Beispiel anwenden. Dabei wollen wir uns auf die
Betrachtung des asymptotischen Verhaltens der Ruinwahrscheinlichkeit P(7(u) < o0)

fiir u — oo beschrianken:

Korollar 3.9. Es seien a > 0 und X gegeben durch (3.9). Ferner seien EY] = p < 0o
und (3.4) und (3.14) erfillt. Dann gilt

Plr(u) < o) ~ —— 020 Ty
(1% ~pmr (@) 3.17
N (L—p)p Fu) (3.17)

2
Ma(l_%_mel(a)>
fiir u — oo.

Beweis. Nach dem oben Gezeigten sind die Voraussetzungen von Theorem 3.8 erfiillt,

und wir erhalten

P(r(u) < 00) ~ |EX,| (dfa)) | iy
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fiir u — o0o. Den letzten Term kénnen wir noch weiter umformen:

ca N [P 7 (1= p)aAp _
B (711(04)) /u ly)dy = <7a—‘7220‘2—AuamFI(a)>2FI(U)
_ o2 ~2 o
_ (1 ?p gl _Fi(u)
v%ﬂ(I—%f—pﬂwﬂaﬁ
- U=Pe 7w,

wobei die erste Identitat mit (3.11), (3.13), und (3.16) und die zweite mit (3.15) folgt.
(3.12) liefert nun
Fu) ~ paFi(u)

fiir u — oo, und damit ist auch der zweite Teil von(3.17) gezeigt. O

Sei nun o = 0 und wir setzen
Te() = [ Ti@dy=2 [ Fw)dy=pAFit) € 70 (3.18)

voraus, es gelte also (3.4). Da der Prozess X wegen AX > 0 P-f.s. spektral positiv ist,

benétigen wir nur noch eine hinreichende Bedingung fiir die Voraussetzung

lim Xy = —c0 P-fs. (3.19)
t—o0
um Theorem 3.8 anwenden zu konnen. Deshalb sei
A
p="12 <1, (3.20)
~

wobei dies nach (3.16) gerade (3.19) impliziert. Die Voraussetzung ¥ (a) < 0 muss des
Weiteren nur fiir o > 0 erfiillt sein. Damit kénnen wir jetzt auch fiir den Fall a = 0 eine
Aussage iiber das asymptotische Verhalten der Ruinwahrscheinlichkeit P(7(u) < o0)

formulieren:

Korollar 3.10. Seien o = 0 und X durch (3.9) gegeben. Auflerdem existiere EY] = p
und (3.4) und (3.20) seien erfillt. Dann gilt

P(r(u) < 00) ~ %F[(u) (3.21)

fiir u — oo.
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Beweis. Nach dem oben Gezeigten sind die Voraussetzungen von Theorem 3.8 erfiillt,
und unter Verwendung von (3.16), (3.18) und (3.20) ergibt sich damit die Behauptung.
O

Abschlieflend wollen wir noch anmerken, dass (3.21) unabhéngig vom Brownschen

Storterm ist und somit iibereinstimmt mit dem klassischen Fall ohne Brownschen Storterm.
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A Anhang

A.1 Die Kompensationsformel

Fiir einen Poissonschen Punktprozess z(t) mit Intensititsmafl v und Werten in F U {v},

wobei 7y ein isolierter Punkt in F'U{~} ist, besagt die Kompensationsformel in [6] (S. 7):

Satz A.1 (Kompensationsformel). Sei C = {C,t > 0} ein vorhersagbarer Prozess (d.h.
messbar beziiglich der von den linksseitig stetigen, adaptierten Prozessen erzeugten o-
Algebra; [6], S. 5), der Werte im Raum der nichtnegativen messbaren Funktionen auf
EU{y} annimmt (d.h. Cy : EU{y} — [0,00)) , so dass C¢(y) =0 fiir alle t > 0. Dann
qgilt

E| Y Ciz() :E</OOO/ECt(e)V(de)dt).

0<t<oo

A.2 Frullanis Integral

Fiir die Wiener-Hopf Faktorisierung benétigen wir Frullanis Integral. Wir verwenden
daher aus [6] (S. 73):

Satz A.2 (Frullanis Integral). Fir a,b >0 und A\ > —b gilt
5‘ > Az -1 —bzx
a log l—i—g = (l—e )a:r e dx.
0

A.3 Partielle Integration

Fiir die Integration mit Verteilungsfunktionen und den zugehorigen Maflen gibt es eine

hilfreiche Formel, die an dieser Stelle bewiesen werden soll:



A Anhang

Satz A.3 (Partielle Integration). Seien F, G : R — R monoton wachsende Funktionen,
F rechtsseitig stetig, G linksseitig stetig, mit den zugehorigen o-endlichen Maflen up
und pg auf (R, B), wobei B die Borelsche o-Algebra bezeichne. Dann gilt

G(x) pr(dx) +/ F(y) pa(dy) = F(b) G(b) — F(a) G(a)

(a,b] [a,b)

fiir —oo <a <b< 0.
Beweis. Wende den Produktmafsatz (Elstrodt [12], S. 167) auf ur ® pug(A) mit
A={(z,y) eR*:a<zx<ba<y<uz}
an. Dieser besagt zum einen
pr ® pe(A

G(z) — G(a) pr(da) (A1)

und zum anderen

pr @ pa(A /[ ) pr((y,b]) pa(dy)
= / F(b) = F(y) pa(dy) (A.2)
= F(b) (G(b) — G(a)) — o) F(y) pa(dy).

Gleichsetzen von (A.1) und (A.2) und elementare Umformungen ergeben schlielich die

Behauptung. O

A.4 Karamatas Theorem

Fiir unser Beispiel benétigen wir Karamatas Theorem, in dem jedoch die Voraussetzung
der reguldren Variation auftritt. Deshalb wollen wir zunéchst nach Bingham et al. [9]
(S. 18) definieren:
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A.4 Karamatas Theorem

Definition A.4. Eine messbare Funktion f : R — (0, 00) ist von beschrinkter Variation

mit Index p, wenn fiir alle A > 0

f(Ax) T—00

w7

gilt.
Damit kénnen wir nun Karamatas Theorem formulieren:

Satz A.5 (Karamatas Theorem). Sei f von regulirer Variation mit Index p und lokal
beschrdnkt in [s,00). Dann gilt:
(i) Firv>—(p+1)
fL‘VJrl f(fl?) T—00
T +p+1;
Fegwa 7T
(i) firv < —(p+1)

v+1
TI@) w44,

L f(t) dt
Beweis. [9], S. 28. O
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Symbolverzeichnis

={1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen
=NuU{0}

Menge der ganzen Zahlen

Menge der rationalen Zahlen

Menge der positiven rationalen Zahlen
Menge der reellen Zahlen

Menge der komplexen Zahlen

Imaginérteil von z € C

Wahrscheinlichkeitsraum

= {X; :t > 0} Lévy-Prozess auf (2, A, P)

= {F; : t > 0} kanonische Filtration beziiglich X

={AecA: An{r* <t} € F fir alle t > 0} o-Algebra der 7*-
Vergangenheit, 7* Stoppzeit beziiglich X

Borelsche o-Algebra

Lebesgue-Maf} auf (R, B)

— (00,0

Poisson-Verteilung mit Parameter A € [0, c0)
Exponentialverteilung mit Parameter g € (0, 00)

Exp(q)-verteilte Zufallsgrofie

Summe & unabhéngiger und identisch Exp(q)-verteilter Zufallsgrofien

Gammaverteilung mit Parametern a, b € (0, 00)

Gammafunktion

Normalverteilung mit Erwartungswert ¢ € R und Varianz o2 € (0, co)

inverse Gauf3-Verteilung mit Parametern d € R und (a, b) € Z4



Symbolverzeichnis

[1]
a

= >
"=

R
|
S

~

3

NS
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(r,y); >0,y >0 fird>0
=9 (z,y);2>0,y>0 fird=0
(,y); x>0,y >0 fird>0
modifizierte Besselsche Funktion dritter Art mit Index d

Klasse von Verteilungen (vgl. Definition 2.1)
C 2@ Klasse der subexponentiellen (o = 0) bzw.

faltungséiquivalenten (« > 0) Verteilungen

:Xt_th

= lim X
sTt

= {X; : t > 0} Supremumsprozess von X

=sup{X;:s€[0,t]}

= {X; — X; : t > 0} reflektierter Prozess

= {X, : ¢t > 0} Infimumsprozess von X

= inf{X,:s€0,t]}

= {L; : t > 0} Lokalzeit von X — X bei 0

=i

= {L; : t > 0} Lokalzeit von X — X bei 0

={L; Lot > 0} inverse Lokalzeit von L, aufsteigender Leiterzeitprozess
=inf{s >0: Ls >t}

=inf{s >0: Ly >t}

= {f); Lot > 0} inverse Lokalzeit von IA/, absteigender Leiterzeitprozess
—inf{s > 0: L, >t}

= {H; : t > 0} aufsteigender Leiterhohenprozess

=X Lt

= {H; : t > 0} absteigender Leiterhhenprozess

— Xi/;l

= {% : t > 0} nichtdefekte Version von L

= {Z ' : t > 0} nichtdefekte Version von L~

= {J# : t > 0} nichtdefekte Version von H



Symbolverzeichnis

Lévy-Maf} von X
Lévy-Maf} von 57
Lévy-Maf} von H

= IIx((—o0, —u)), u >0
=IIx((u,0)), u >0
=TIy (u) + g (u), u>0
=1, ((u,00)), u >0
=Il4((—00,~u)), u >0

= Ee™Y 9 € R, charakteristische Funktion der Zufallsgrofie Y
= —log Ee™X1, 9 € R, charakteristischer Exponent von X

= —log Ee™H1 99 € R, charakteristischer Exponent von H

= —log Ee 19 € R, charakteristischer Exponent von H
—log Eei 9 € R, charakteristischer Exponent von ¢
—log Ee % 9 >0

= —logEe*‘g'%ﬁt, 9 >0

= —logEe’ml, 9 >0

= —log Ee "1 ¢ >0

= —U(—id) = log Fe?X1, 9 € {y € R: Ee¥X1 < oo}, Laplace-

Exponent von X

= [y P(H; € -)dt = [[° e 9" P(A € -) dt ErneuerungsmaB von H
=V ([0,u]), u>0

= % —V(u)

= fo Ht € ) dt Erneuerungsmaf} von H

= [ e f[O,oo) h(z) P(#_ € -, € dz) dt, h beschrinkte,
nichtnegative und messbare Funktion

=I5 *th(%e SN > 2) dt

= f 0,00) G (dy) momenterzeugende Funktion eines endlichen
MaBles G auf [0,00), a € Z

={keR: f[o,oo) ek G (du) < oo}

=mpy(a), Y > 0 ZufallsgroBe

Ersteintrittszeit eines stochastischen Prozesses in (u,00), u > 0
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Symbolverzeichnis

alb Minimum von a und b

aVb Maximum von a und b

ful@) ~ gu(@), & lim L =1

U — 00

f(z) < g(x), <:>3x020,66(0,1]10§%§%wc2x0
T — 00

A () “ T (1) + [ Tx(y) dy, @ > 1

Cy(u) = qV(u)

Fr(z) = ifox F(y) dy, F Verteilungsfunktion auf [0, o), u = f[o,oo) y F(dy)
F = 1— F, F' Verteilungsfunktion

Fx(n) n-fache Faltung von F, F' Verteilungsfunktion
4 verteilungsgleich

L konvergent in Wahrscheinlichkeit
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