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Einleitung

In der klassischen Theorie der Galton-Watson-Prozesse (GWP) basieren asymp-
totische Verteilungsaussagen zumeist auf der Analyse der zugehdrigen erzeugenden
Funktionen (O [Als3], [AH], [AN], [Har], [Jag]). Eine solche Sichtweise hat den Vor-
teil, daB sich die rekursive Struktur und gewisse Unabhéngigkeitseigenschaften des
betrachteten Prozesses, der zumeist mit (Z,),>¢ bezeichnet wird, in giinstiger Weise
in brauchbare Eigenschaften dieser analytischen Transformierten iibersetzen lassen.
Insbesondere durch geeignete Taylor-Entwicklungen 1. oder 2. Ordnung dieser ana-
lytischen Werkzeuge gelangt man dann relativ schnell zu den gewiinschten Aussa-
gen, wobei der technische Anspruch in akzeptablen Grenzen bleibt. Ferner erlaubt
eine Modifikation dieses analytisch geprigten Zugangs auch die Untersuchung ge-
wisser Verallgemeinerungen von Galton-Watson-Prozessen; als Beispiel konnen hier

Galton- Watson-Prozesse mit Immigration genannt werden (0 [Als3], Kapitel II).

Andererseits verhindert diese Reduktion auf analytische und wenig intuitive Ar-
gumente ein tieferes Verstindnis des betrachteten Prozesses: Man erkennt zwar, wie
sich GWP asymptotisch verhalten, aber nicht warum, da die so gefiihrten Beweise

kaum eine probabilistische Interpretation zulassen.

Hier setzt nun die vorliegende Arbeit an und stellt verschiedene konzeptionelle Be-
weismethoden fiir weitestgehend wohlbekannte Grenzwertsitze vor. Dazu halte man
sich vor Augen, dafl GWP ja gerade das Langzeitverhalten einer nicht n&her spezi-
fizierten Population unter stark idealisierten Bedingungen beschreiben. Daher neh-
men wir in dieser Arbeit einen eher genealogisch orientierten Standpunkt ein, d.h.
wir stiitzen unsere Untersuchungen grofitenteils auf die Betrachtung des resultie-
renden Populationsstammbaums 7. Dies impliziert, dafl wir — im Gegensatz zum
zumeist verwendeten Standardmodell — die Individuen der Population formal unter-

scheiden und auch auf Verwandtschafts- und Abstammungsbeziehungen zwischen



2 Einleitung

diesen zuriickgreifen.

Ziel dieser Arbeit ist es somit nicht, bekannte Grenzwertséitze zu verschérfen
oder gar neue asymptotische Aussagen zu gewinnen, sondern solche Beweise bekann-
ter Konvergenzsétze vorzustellen, die ein tieferes und anschaulicheres Versténdnis

ermoglichen und eine intuitive Interpretation gestatten.

Dazu fiihren wir im ersten Kapitel den zu untersuchenden Galton-Watson-Prozef3
formal ein und stellen einige im Rahmen spéterer Untersuchungen benétigte elemen-
tare Eigenschaften vor, wobei wir wie im Rest der Arbeit gewisse Trivialfille a priori

ausschlieBen und uns auf die o.a. Werke stiitzen.

Im zweiten Kapitel werden wir den oben erwihnten Populationsstammbaum 7',
den sogenannten Galton-Watson-Baum (GWB), exakt definieren, diesen selbst als
Zufallsvariable mit einem gewissen Wertebereich T auffassen und einige grundlegen-

de Eigenschaften diskutieren, die im weiteren Verlauf von Bedeutung sind.

Das dritte und umfangreichste Kapitel dieser Arbeit widmet sich einer von R. Ly-
ons, R. Pemantle und Y. Peres (O [LP], Chapter 10; [LPP]) entwickelten Methode
zum Beweis klassischer Grenzwertsiatze. Neben den beiden ersten, vorbereitenden
Kapiteln stiitzen wir uns wesentlich auf zwei noch einzufiihrende Hilfsmittel, na-
mentlich die bereits zu Beginn erwihnten GWP mit Immigration (GWPI) und so-
genannte griffenverzerrte GWB mit Riickgrat. Préziser formuliert, konstruieren wir
cinen unendlichen zuféilligen Baum T (den wir ebenfalls als T-wertige Zufallsvaria-
ble auffassen), in dem ein zufilliger Pfad, das Riickgrat, besonders ausgezeichnet ist.
Unsere Untersuchung beruht dann auf einem MafBvergleich zwischen den Verteilun-
gen von 7" und f, wobei wir die Generationsgréflen dieses groflenverzerrten Baumes
mit einem geeigneten GWPI assoziieren und so asymptotische Verteilungsaussagen

fiir diesen Prozef}, die wir zu Beginn des Kapitels beweisen, zu Rate ziehen kénnen.

Das vierte Kapitel befaf3t sich mit neuen Beweisen klassischer bedingter Grenz-
wertsitze. Das dazu angewandte Verfahren wurde von J. Geiger (O [Geil]) ent-
wickelt und basiert auf folgender Uberlegung: Da wir in diesem Kapitel die Vertei-
lungen von Z,, gegeben Z,, > 0 untersuchen, existiert bei festem n fiir jedes £ < n ein
eindeutig bestimmtes , kleinstes“ Individuum in Generation &, das Nachfahren in Ge-
neration n hat. Indem wir den bedingten GWB entlang dieser ,,Ahnenlinie“ zerlegen
(dies wird von J. Geiger treffend als ,,Zersigen“ bezeichnet), erhalten wir rekursiv

eine Folge zufilliger Baume (7"),>0, so dafl einerseits 7" fiir jedes n eine Kopie



von T' gegeben Z, > 0 bildet und andererseits die Folge (7™),>¢ eine geeignete
Abhéngigkeitsstruktur besitzt, die uns die Analyse erheblich erleichtert.

Im fiinften Kapitel liefern wir einen weiteren probabilistischen Beweis fiir den so-
genannten exponentiellen Grenzwertsatz von Yaglom. Der vorgestellte Beweisansatz
stammt ebenfalls von J. Geiger (O [Gei2]) und basiert auf der folgenden Zerlegung
von Z, auf {Z, > 0} : Besitzt der letzte gemeinsame Vorfahr aller Individuen der
n-ten Generation S,, Kinder, die selbst Nachfahren in Generation n haben, und be-
zeichnen wir diese Anzahl von Nachfahren mitY,, ;,...,Y, s ,sogilt Z, = Zfil Y.,
Fiir eine geeignete Reskalierung dieser Summe weisen wir Konvergenz gegen die Ex-
ponentialverteilung mit Parameter 1 in einer addquaten, noch einzufithrenden Metrik

nach.

Fiir die Vergabe dieser Diplomarbeit und die umfassende Betreuung wéhrend der
Entstehungsphase mdochte ich Herrn Prof. Dr. G. Alsmeyer meinen Dank ausspre-
chen. Auflerdem danke ich all denen, die mich auf die eine oder andere Weise bei

der Erstellung dieser Arbeit unterstiitzt haben.






Kapitel 1
Grundlagen

In diesem einfithrenden Kapitel, das zunéichst den gewohnlichen Galton-Watson-
Prozefy vorstellt und elementare, spitere benétigte Eigenschaften dieses Prozesses
zusammenfafit, folgen wir im wesentlichen den Darstellungen in [Als3], [AN] und
[Jag], wobei wir auf die Angabe von Beweisen weitestgehend verzichten. Fiir einen
tieferen Einblick in die klassische Theorie der Galton-Watson-Prozesse weisen wir
zudem auf die Standardwerke [AH] und [Har| hin.

Zum Einstieg geben wir eine verbale Beschreibung des zu modellierenden Sach-
verhaltes und gehen von einer nicht genauer bestimmten Population mit den folgen-

den Eigenschaften aus:

e Zum Zeitpunkt n = 0 besteht die Population aus einem Individuum, dem

sogenannten Urahnen.

e Jedes Mitglied der Population hat die deterministische Lebensdauer von einer
Zeiteinheit und generiert am Ende seines Lebens eine zufillige, endliche Anzahl
von Nachkommen geméfl der Reproduktionsverteilung (pj);>o (die nicht vom

speziell betrachteten Individuum abhéngt).

e Die Individuen reproduzieren unabhéngig voneinander. Ferner ist die Repro-
duktion eines Individuums unabhéngig von der Grofle seiner Generation bzw.

der vorangegangener Generationen.

Bezeichnet unter diesen Annahmen 7, fiir n > 0 die Grofle der n-ten Generation,

so nennen wir (Z,),>o einen einfachen Galton- Watson-Prozefl oder Galton- Watson-
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Verzweigungsprozess. Als néchstes geben wir die entsprechende formale Definition

aln.

1.0.1. Definition. Es sei (p;);>0 eine W-Verteilung auf (INy, P(INg)). Dann ver-
stehen wir unter einem Galton- Watson-Prozefs (GWP) (Zy,)n>o mit Reproduktions-
verteilung (pj)j>o eine diskrete Markov-Kette mit Zustandsraum Ny, Z; = 1 und

Ubergangsmatrix P = (pij)i,j>o der Form

Pij = P;(i), (1.0.1)

wobei (p;(i))jz[] die i-fache Faltung von (p;);>¢ angibt, im Fall ¢ = 0 also das Dirac-
Maflin 0. p := Zj>1 Jp; wird als Reproduktionsmittel bezeichnet, entsprechend heifit
o? = Zj>1 7*pj — u? Reproduktionsvarianz. (Zy,)n>0 heiBt superkritisch, falls p > 1,

kritisch, falls p = 1 und subkritisch im Fall p < 1.

1.0.2. Bemerkungen. (a) Wie aus Gleichung (1.0.1) ersichtlich, bilden Galton-

Watson-Prozesse zeitlich homogene Markov-Ketten.
(b) Fiir k,1 > 0 folgt aus Gleichung (1.0.1) die Implikation
Z,=0—= Zk+l =0 P—f.S., (102)

d.h. 0 ist ein absorbierender Zustand fiir (Z,,)n>0.

Um die weitere Untersuchung von Galton-Watson-Prozessen zu vereinfachen,
stellen wir nun das wohl einfachste Modell zur Konstruktion von Galton-Watson-
Prozessen vor: das sogenannte Standardmodell. Dabei orientieren wir uns sehr an
den zu Beginn des Kapitels genannten Quellen und schicken zunéchst die folgende

Vorbemerkung voraus:

1.0.3. Bemerkung. Im weiteren Verlauf der Arbeit sei (€2, 2, P) ein fest gewéhlter
Wahrscheinlichkeitsraum, den wir als hinreichend grofl voraussetzen, um fiir alle

auftretenden Zufallsvariablen als Definitionsbereich dienen zu konnen.



Bezeichnet dann (L) >0 eine Familie unabhéngiger Zufallsgrofen auf (2,2, P)

mit derselben Verteilung (p;);>o, so setzen wir

Zy =1 und Ly = L. (n>1), (1.0.3)

T

wobei wie iiblich leere Summen als 0 zu interpretieren sind.
Daf diese Definition uns weiterhilft, bestétigt das folgende Lemma (O [Jag],
S. 19):

1.0.4. Lemma. Ist (Z,),>o in einem Standardmodell, d.h. durch Beziehung (1.0.3)
gegeben, so bildet (Zy,)n>0 einen GWP mit Reproduktionsverteilung (p;);>o-

Das wohl wichtigste Hilfsmittel in der klassischen Theorie der Galton-Watson-

Prozesse bilden die sogenannten erzeugenden Funktionen (e.F.), gegeben durch
fals) = Es”" =) P(Z, (n>0,s€0,1]).
k>0

Setzen wir f := fi, so folgt (O [AN], S. 4; [Als3], S. 5f):

1.0.5. Satz. Firn > 1 gelten die folgenden Aussagen:

(a) f ist konver und monoton wachsend auf [0, 1].
(b) fn(l) = lafn(o) = P(Zn = 0)
(¢) fu=fo.. . of.

(d) EZn = f(1) = f/(1)" = (s kpr)" = 1.

no?, falls p =1,

(e) Var Z,, =
2

T Viea YR Y P

pn—1

Als né#chstes stellen wir einige Resultate beziiglich der sogenannten Aussterbe-

wahrscheinlichkeit q, gegeben durch

q:P(Zn N o) — lim P(Z, = 0),

n—oo n—o0
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zusammen. Dazu beachte man die Isotonie der Folge ({Z, = 0})n>1.

Um dabei Trivialfille auszuschlieen, treffen wir die folgende

1.0.6. Generalvoraussetzung. Von nun an werden wir stets unterstellen, dafl die

zugrundeliegende Reproduktionsverteilung (p;);>o die Ungleichung

0<po<po+p <1 (1.0.4)
sowie
p= ijj <00
jz1
erfiillt.
Zur Rechtfertigung dieser Einschrinkung notieren wir zunéchst, dal py = 0

offenbar ¢ = 0 impliziert. Andererseits liefert die Markov-Ungleichung
P(Z,>0)=P(Z,>1)< EZ, =u", (1.0.5)
so daf} sich sofort die Implikation
P+ =1L0<p<l=pu<l=q=1

ergibt.

Fiir den Fall, dal unsere Generalvoraussetzung 1.0.6 erfiillt ist, halten wir fest
(O [Als3], S. 6ff; [AN], S. 4ff):
1.0.7. Satz. (a) q ist der kleinste Fizpunkt von f in [0, 1].

(b) {s € [0,1] : f(s) = s} = {q,1}, d-h. f hat im Intervall [0,1] genau die
Fizpunkte g und 1.

(¢c) p<l=q=1.
(d) p>1=py<q<l.

(e) P <Zn _ oo) =1 —q. Speziell gilt P(Z, = k) — 0 fir jedes k > 1.

n— 00



1.0.8. Bemerkung. Ein Blick auf Satz 1.0.7(e) zeigt, daf die durch (Z,),>¢ be-
schriebene Population f.s. entweder ausstirbt oder explodiert. Dieses Phinomen wird

auch als Ezplosions-Extinktions-Prinzip bezeichnet (O [Als3], S. 6f).

Spéater werden wir auch die bedingten Verteilungen P(Z, € -|Z, > 0) untersu-
chen. Dabei stellen sich die folgenden Hilfsresultate als niitzlich heraus (O [Geil]):

1.0.9. Lemma. (a) Fir jedes n > 0 gilt die Ungleichung

(1—po)" < P(Z,>0) < pu"™

(b) Die Folge (cp)n>0, gegeben durch

P(Z, > 0)

Pl 20 100

Cp 1=

ist monoton fallend. Im Fall pp < 1 gilt

msbesondere also

co=(1—po) ™' >cpn>p (n>0).

(¢c) Im Fall p <1 folgt fiir n,k > 0 die Abschdtzung

P(Zpir > 0) < p*P(Z, > 0).

Beweis. (a) Fiir die erste Ungleichung fiihren wir eine Induktion nach n. Da
der Fall n = 0 trivial ist, nehmen wir gleich an, daf§ die Behauptung fiir ein

beliebiges, aber festes n > 0 bewiesen sei. Das fiihrt uns zu

P(Zp1 >0) = > P(Zy1>0\Z, = k)P(Z, = k)
k>1: P(Zn,=k)>0

— > (1 = P(Zps1 =0|Z, = k)) P(Z, = k)

k>1: P(Zn=k)>0

= Y (- ph) P(Zu= k)

k>1
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v

(L —po)P(Z, > 0)
Z (1 - pO)n+17
wobei wir im letzten Schritt die Induktionsvoraussetzung benutzt haben.

Die zweite Ungleichung ist gerade Beziehung (1.0.5).

(b) Es sei n > 0. Die Konvexitéit von f liefert fiir 0 < x <y < 1 die Ungleichung

) = fl@) _ () = fy)
1—x - 1—y

(0 Lemma VI1.1(d) in [Els]) und damit wegen f(1) = 1, P(Z; = 0) <
P(Zyyy = 0) und P(Zpyy = 0) = f51(0) = f(fx(0)) = F(P(Z = 0)) fiir
E>0

1-P(Z,=0) o1 — P(Z,41=0) _.
FO) = F(P(Zy = 0)) = J() = f(P(Zys = 0) "

Setzen wir nun p < 1 voraus, so haben wir P(Z,, = 0) — ¢ = 1 und folglich
n— 00

Cp =

-1

1- P(Zn - 0) , o
RS SA

Cp =

Daraus folgt (b).

k-1
(c) Unter Verwendung von (b) sehen wir H Cnyi > % und somit
i=0
k-1
P(Zpsy > 0) = P(Zy > 0) [ [ enli < 0¥ P(2Z, > 0).
i=0

O

Wie in Satz 1.0.5 gesehen, wird der Erwartungswert von Z, fiir n > 0 durch
EZ, = (EZ)" = u"™ gegeben. Ist unsere Generalvoraussetzung 1.0.6 erfiillt, so folgt
0 < p < 00, und es ist naheliegend, die normierte Folge (W,,),>0, gegeben durch

W, :=p"2, (n>0),

zu untersuchen. Tatséchlich ergibt sich bei Giiltigkeit von Generalvoraussetzung 1.0.6
(O [AN], Theorem 1.6.1; [Als3], Satz 1.5.1):
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1.0.10. Satz. Auf (Q, %A, P) existiert eine nichtnegative Zufallsgrife W mit EW < 1

und

lim W, =W  P-fs.

n—oo
Genauer gilt: Ist (Z,)n>0 in einem Standardmodell gegeben, Sy = {0,Q} sowie
Spi=0({Ljr:1<j<nk>1}) firn > 1, so bildet (W,),>o ein nichtnegatives
Martingal bzgl. (&,,)n>0 mit EWy =1 und ist somit f.s. konvergent.

Es stellt sich die Frage, ob u™ tatséchlich die ,richtige” Normierung fiir Z,, bildet.

Dazu notieren wir die folgende Bemerkung;:

1.0.11. Bemerkung. Im Fall p < 1 gilt geméfl Satz 1.0.7 lim,, ,», Z, = 0 f.s. Da
jedes Z, f.s. INp-wertig ist, folgt offenbar W = 0 P-f.s. Daher ist eine weitere Unter-
suchung der Folge (W,),>0 nur im superkritischen Fall interessant. Diese nehmen wir
in Abschnitt 3.3 in Angriff und untersuchen, unter welchen Bedingungen tatséchlich

u™ die ,richtige* Normierung fiir Z,, bildet, d.h. wann

n—00

P(W>O):P<Zn A o>:1—q

gilt. Eine vollstdndige Antwort werden wir in Satz 3.3.3 geben, der auf Kesten und

Stigum zuriickgeht (O [KeSt]).
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Kapitel 2

Galton-Watson-Baume

2.1 Das Standardmodell mit Markierung

2.1.1 Das Modell

Das im vorangegangenen Kapitel vorgestellte Standardmodell wird aufgrund seiner
Handlichkeit in der klassischen Theorie der GWP, die sich im wesentlichen auf die
Untersuchung von erzeugenden Funktion stiitzt, bevorzugt verwendet.

Ein grundlegender Nachteil des Standardmodells liegt aber in der Tatsache, daf3
die in derselben Generation lebenden Individuen lediglich gezéhlt werden, nicht aber
formal unterscheidbar sind. So ist das Standardmodell lax gesprochen zu , klein®, um
die Stammbéaume der verschiedenen Individuen zu analysieren oder Verwandtschafts-
und Abstammungsbeziehungen zwischen den im Zeitablauf realisierten Individuen
untersuchen zu kénnen. Um dies zu ermoglichen, erhélt jedes Individuum im nachfol-
gend einzufiithrenden Standardmodell mit Markierung (O [Als3], S. 2f.) eine Markie-
rung, die nicht nur die Funktion eines Namens iibernimmt und somit das Individuum
eindeutig identifizierbar macht, sondern auch erkennen 1:i83t, welche verwandtschaftli-
chen Beziehungen zu anderen Individuen der Population bestehen. Dabei verwenden
wir das in [LP], Chapter 10 und [R6s3] benutzte Markierungsverfahren (00 [Als3]

fiir ein leicht modifiziertes Vorgehen), setzen N’ := {(0)} und legen eine Familie

{LU NS U ]N"}
n>0

unabhéngiger Zufallsgrofen mit derselben Verteilung (p;);>o0 zugrunde. Sodann set-

13
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zen wir Zg := 1, Ty := {(0)},

und fiir n > 2
To:={(i1,. .. in) € N": (i1,... yin=1) € Tuc1,in < L, in-1) } (2.1.1)
sowie fiir n > 1
Zy:=T|= Y Ly (2.1.2)
vET 1

Bevor wir die dabei vorzunehmende Markierung erldutern, halten wir fest:

2.1.1. Bemerkung. Da die in (2.1.2) vorgenommene Definition von Z,, wiederum
als Summe Z,,_; unabhéngiger Zufallsgréen mit Verteilung (p;);>o, die ferner un-
abhéngig von Z,,_; sind, vorgenommen wurde, bildet (Z,),>¢ wiederum einen GWP
mit Reproduktionsverteilung (p;);>o. Liegt (Z,),>o in der obigen Form vor, so sagen

wir, (Zy)n>0 sei in einem Standardmodell mit Markierung gegeben.

Die schon angekiindigte Markierung wird dabei wie folgt vorgenommen: In der
0-ten Generation haben wir nur den Urahnen, den wir mit ((}) bezeichnen. Die 1. Ge-
neration besteht definitionsgeméf aus den Z; = L(p) Nachfahren dieses Individuums,
welche wir (im Fall L(g) > 0) willkiirlich ordnen und mit (1),..., (L) bezeichnen.
Ist (j) ein Mitglied der 1. Generation mit L(;y > 0 Kindern, so werden diese wiederum
willkiirlich geordnet und mit (j,1),..., (J, L(;)) markiert. Eine Fortfiihrung dieses
Vorgehens versieht jedes Individuum der n-ten Generation (n > 1) mit einer Markie-
rung (i1, ... ,i,) € N", wobei (i, ... ,4, 1) die Markierung dessen , Mutter* angibt.
Abbildung 2.1 veranschaulicht den soeben beschriebenen Markierungsvorgang, wo-
bei die Individuen gleicher Generation in naheliegender Weise angeordnet werden.
Fir n > 0 gilt somit 7,, C N”, und die Gesamtheit aller méglichen Markierungen
ist gegeben durch

N = JNm (2.1.3)

n>0
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T,
(1,1,1) (1,1,2) (1,2,1) (2,2,1) (2,2,2) (3,1,1) (3,1,2)

Abbildung 2.1: Die ersten Generationen eines Galton-Watson-Prozesses. Dabei den-
ken wir uns die Individuen innerhalb einer Generation in der obigen,

naheliegenden Weise von links nach rechts angeordnet.

2.1.2 Verwandtschaftsbeziehungen und eine Ordnung auf N

Ist v € IN" fiir ein n > 0, so setzen wir ¢(v) := n und bezeichnen ¢(v) als Linge oder
Generation des Vektors v; speziell gilt also ¢((0))) = 0. Ferner setzen wir fiir v € A/
(v, (0)) == ((0),v) :==v.

Bevor wir die im vorigen Unterabschnitt vage angedeuteten Verwandtschaftsbe-
ziehungen prézise definieren konnen, sind die folgenden Vorbemerkungen erforder-

lich: Im folgenden werden wir fiir j € IN stets (j) mit j sowie fiir n, m > 1 stets IN" X

IN™ mit IN"*™ identifizieren; sind etwa v = (i1,... ,4,) € N", w = (j1,... ,Jm) €
IN™ so werden wir nicht zwischen den Vektoren (v, w) = ((i1,... ,in), (J1,--- ,Jm)) €
IN" x N und (i1, ... ,%n, J1s--- ,jm) € N*T™ unterscheiden.

Gilt speziell n = m, aber v # w, so setzen wir

(v, w) :=min{l < j <n:v; # w,}.

Damit 148t sich die in Aussicht gestellte Definition in Angriff nehmen:
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2.1.2. Definition. Es seien v, w € N.

(a) Besitzt w die Darstellung w = (v, x) fiir ein z € N, so nennen wir v einen Vor-
fahren von w bzw. w einen Nachkommen oder Nachfahren von v und schreiben

v <w bzw. w = v.

(b) Gilt in (a) speziell € IN, so bezeichnen wir v als Mutter von w bzw. w als

Kind von v.

(c) Wir definieren im Fall v # w

‘ L(v) < l(w), falls £(v) # L(w),
V< Wi

Vo) < Weww), falls l(v) = (w)

sowie allgemein

v<w:i<= v=woder v <w.
Insbesondere gilt fiir jedes v € N also (0) < v und (@) < v.

2.1.3. Bemerkung. Die in (c) eingefiihrte Relation , < bildet offenbar eine Ord-
nung auf N, und je zwei v,w € N sind vergleichbar. Daher besitzt jede endliche
Teilmenge N C N ein Minimum und ein Maximum in N.

Zur Interpretation der Relation , <* ist folgendes zu sagen: ,v < w* bedeutet
anschaulich, dal v vor w geboren wurde und somit ,dlter” als w ist. In Abbildung
2.1 sind die Individuen innerhalb einer Generation offenkundig der Grofie nach an-

geordnet, wobei links mit dem kleinsten Individuum begonnen worden ist.

Offenbar besteht kein Bezeichnungskonflikt mit der gewohnlichen Ordnung auf IN.

Um in dieser Arbeit Grenzwertsétze fiir GWP zu beweisen, greifen wir auf das
soeben vorgestellte Standardmodell mit Markierung zuriick, allerdings mit der fol-

genden Sichtweise: Wir interessieren uns nicht nur fiir den GWP (Z,),>0, sondern

T::UTn

n>0

mochten gerne die Menge
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aller im Zeitablauf realisierten Individuen als Zufallsvariable auffassen. Dazu stellen
wir im folgenden Abschnitt einen geeigneten Mefiraum (T, ¥) vor, der als Wertebe-
reich fiir 7' in Frage kommt, wobei wir uns im wesentlichen auf das in [LP], Chapter

10 skizzierte Vorgehen berufen.

2.2 Baume

2.2.1. Definition. Eine Teilmenge ¢+ C N heifit Baum, falls sie den folgenden Be-

dingungen geniigt:

1) (0) e,
(i) (41,...,0n) €t =>(i1,...,1;) €t  firjedes k € {1,...,n},
(111) (7:1,. .. 77:n77:n+1) €t = (il, R ,in,l) €t fiir jedes [ € {]_, R ,in+1}.

Erfiillt ¢ ferner die Bedingung
(iv) zp(t) :==tNIN"| < 00 fiir jedes n > 0,
so heif3t t lokal endlich.
Die Elemente von t nennen wir Individuen; das Individuum () wird auch als
Wurzel von t bezeichnet.
Wir beschiftigen uns im folgenden nur mit lokal endlichen Bdumen und setzen
T := {t C N : t ist ein lokal endlicher Baum}
sowie fiir t € T
H(t) :==sup{n > 0: z,(t) > 0} € Ny U {oo}.
Dabei weisen wir auf die Implikation
Zn(t) = 0= 2,(t) =0

hin, die fiir alle ¢ € T und m > n > 0 giiltig ist, und interpretieren H(t) als die

Héhe des Baumes ¢.
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2.2.2. Bezeichnungen. Fiir t € T und n > 0 setzen wir abkiirzend

tp =tNIN"={vet:l(v)=n},

t|n::Otk:{vEt:€(v)§n}

[t :={t' €T :t}, =t}
t, bezeichnen wir als die n-te Generation von t, so dafl z,(t) = |t,| die Grofe der

n-ten Generation von t angibt.

Die oben konstruierte Menge T wird uns in den néchsten Kapiteln als Werte-
bereich verschiedener Abbildungen dienen. Um aus diesen Abbildungen Zufallsva-
riablen, d.h. mefibare Abbildungen zu machen, verschaffen wir uns zunéchst eine
geeignete o-Algebra auf T. Einen ersten Schritt in diese Richtung gibt uns das fol-

gende Lemma, das uns eine Topologie auf T vermittelt:

2.2.3. Lemma. (a) Die Abbildung d : T x T — [0,00), gegeben durch
1

l—i-sup{nz():tm:txn}

d(t,t') == (t,t' € T),

ist eine Metrik auf T.!
(b) (T,d) ist separabel. Genauer gilt:
T :={teT:H(t) <oo}={teT:tist endlich}

15t abzdhlbar und liegt dicht in T.

Beweis. (a) Hier ist offenbar nur die Dreiecksungleichung fiir paarweise verschie-

dene t,t',t" € T zu verifizieren. Sie ergibt sich aber mittels der Ungleichung
sup {n : t), = tﬁl} > min {sup {n : ¢, = t?n} ,sup {n : thy = tf'n}} ,
denn diese Ungleichung liefert uns

d(t,t") < (1 +min {sup {n : tj, =], } ,sup {n: ¢, =t }} )1
< d(t,t) +d(t, ).

'Dabei ist die iibliche Konvention = := 0 zu beriicksichtigen.
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(b) Mit T, :={t €T :H(t)=n}={t € T:2,(t) >0, 2,41(t) = 0} fiir n > 0 gilt

T = Uqrn.

n>0
Um die Abzdhlbarkeit von T* einzusehen, zeigen wir, daf3 jedes T,, abzdhlbar
ist: Setzen wir fiir n > O und 7 > 1

P; (IN") :={ACN":|A| =i},

so haben wir fiir t € T,, offenbar die Inklusion
t=JtueJUYUP ).
k=0 k=0i>1

Folglich ist

und daher offenkundig abzéhlbar.

l—e

Seien nun ¢t € T und 0 < € < 1 vorgegeben. Wihlt man n = (TW , wobei fiir
x € R wie iiblich [z] := min{m € Z : m > x} gesetzt sei, so gilt ¢, € T* und

1
d(t, ty,) < <
(7\n)_1+n_67

so dafl T* tatsédchlich dicht in T liegt.

2.2.4. Bemerkung. Der soeben konstruierte metrische Raum (T, d) ist vollsténdig.
Auf den Beweis verzichten wir jedoch, da diese Eigenschaft fiir unsere Untersuchun-

gen keine Rolle spielen wird.

Bevor wir wie angekiindigt T mit einer o-Algebra ausstatten, stellen wir noch

einige Voriiberlegungen an:
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2.2.5. Bemerkungen. (a) Da die Abbildung d nur Werte in {0} U{1/k: k > 1}
annimmt, erhalten wir mit B(s,0) := {s' € T : d(s,s") < 0} fir s € T und
0 > 0 die Identitét

{B(t,e):t€T,e >0} ={B(t,1/k):t e T,k > 1} ={[t|p : t € T,k > 1},
denn fiir ¢,# € T und k > 1 haben wir die Aquivalenzen
t'e B(t,1/k) <= L4sup {n:ty, =t} >k <ty = t), <=1t € [t].
(b) Es seien t,t' € T und [ > k£ > 1. Dann gilt

[t];,  falls ) = 2],

[t]l N [t,]k = {S eT: S = t|l, Sk = tik} = (221)
0, falls #, # ¢,
d.h.
E={0, TU{[tlg:t €T, k>1} (2.2.2)
bildet ein N-stabiles System von Teilmengen von T.
Damit definieren wir nun
T=0)=0{[tlg:t €T,k >1}) (2.2.3)

und werden grundsétzlich diese o-Algebra auf T zugrundelegen. Als einfache Folge-

rung halten wir fest:

2.2.6. Bemerkung. Da sich in einem separablen metrischen Raum jede nichtleere
offene Teilmenge als abzihlbare Vereinigung (nicht notwendig disjunkter) offener
Kugeln darstellen 148t (O Theorem I1.6.23 samt Beweis in [HS]), stimmt T mit
der Borelschen o-Algebra iiber T iiberein: Bezeichnet O das System der offenen
Teilmengen von T, gilt also ¥ = o(O). Wir haben jedoch ¥ via Beziehung (2.2.3)
definiert, um fiir spéitere Rechnungen einen handlichen, N-stabilen Erzeuger von ¥

zur Hand zu haben.
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2.3 Eigenschaften von Galton-Watson-Biumen

Im folgenden setzen wir stets voraus, dafl die Folge (7},),>0 geméafl Beziehung (2.1.1)
gegeben ist. Wie zu Beginn dieses Kapitels angekiindigt, mochten wir im weiteren
Verlauf

T=JT, (2.3.1)

n>0

untersuchen. Offenbar liefert uns dies eine T-wertige Abbildung.

2.3.1. Definition. Ist (Z,),>¢ ein in einem Standardmodell gegebener GWP mit
Reproduktionsverteilung (p;),>o, so heifit die Abbildung 7" gem&f Beziehung (2.3.1)

Galton- Watson-Baum mit Reproduktionsverteilung (p;);>o-

Bevor wir 7" im folgenden Lemma als A-%-meflbar identifizieren, notieren wir,
daB fir n >0
Zn=|Th| =2,0T

gilt, wobei an die Definition von z, im Rahmen von Definition 2.2.1 erinnert sei.
Um diese faktorisierte Darstellung von Z,, fiir n > 0 ausnutzen zu kénnen, benoti-

gen wir neben der A-T-Mefibarkeit von 7" auch die Mefibarkeit von z, beziiglich T

und P(]NU) :

2.3.2. Lemma. (a) T ist A-T-mefbar.

(b) Fir jedes n > 0 ist die Abbildung z, T-P(Ny)-meflbar.

Beweis. (a) Es ist lediglich T7'(€) C 2 zu zeigen. Dazu sei A € £, 0.B.d.A.
A = [t]y, fiir ein ¢ € T und ein k£ > 1. Dann folgt aber

T7'(A) = {weQ:T(w) =t}
= ﬂ{weg:n(w) =t;}
€ :({LU () <k-—1}) C,

also tatséchlich die gewiinschte Mefibarkeit der Abbildung 7.
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(b) Fiir £ > 1 erhalten wir
o (k) ={teT:mt) =k}= |J [eq
tET:|tn|=k

da eine abzihlbare Vereinigung vorliegt. Daraus folgt die Behauptung.

Damit ist folgende Bezeichnungsweise sinnvoll:

2.3.3. Definition. Wir setzen Q := PT und bezeichnen dieses Bildmaf als das
Galton-Watson-Maf auf (T, ¥).

Mit dieser Definition gilt beispielsweise

P(Z,€:)=P(zpoT €-)=Q(z, € ") (n > 0).

Wir betrachten nun die Individuen der ersten Generation, d.h. die Menge 77. Die
vorgenommene Konstruktion von Galton-Watson-Béiimen legt die Vermutung nahe,
daB sich die Individuen der ersten Generation unabhingig fortpflanzen. Da T} aber
selbst eine zufillige Menge ist, mufl dazu sichergestellt werden, dafl diese Individuen
iiberhaupt realisiert werden, d.h. Elemente von 7} sind. Bevor wir dieses anschaulich

evidente Ergebnis formulieren kénnen, benotigen wir die folgende Nomenklatur:

2.3.4. Bezeichnungen. Es seien ¢t € T und ¢ € t. Dann heifit

t={et: =6}

der in & verwurzelte Teilbaum von t. Dieser enthilt alle Individuen in ¢, die von &
abstammen (einschlieflich £ selbst); um aus dieser Teilmenge von ¢ wiederum einen
Baum geméif Definition 2.2.1 zu machen, definieren wir den Shiftoperator me : t¢ — T
zu & durch

Te(&,w) == w (w e N),

speziell also (&) := (0), so daB m¢ () = {w: (£, w) € t} den Bedingungen aus
Definition 2.2.1 geniigt. Im Prinzip wird der in & verwurzelte Teilbaum also derart
verschoben, daf} er ({)) als Wurzel besitzt.
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Ist speziell £ =i fiir ein 7 € IN, so setzen wir zur Abkiirzung

t(i) ==m (t') = {w: (i,w) € t}.

Durch eine dhnliche Argumentation wie im Beweis von Lemma 2.3.2(a) erhilt
man im Fall £ € T die A-T-MeBbarkeit der Abbildung 7 o 7¢, und in der Tat
148t sich die oben ausgesprochene Vermutung hinsichtlich der Unabhingigkeit der

Teilbdume formal bestétigen:

2.3.5. Satz. (a) Ist p; > 0 fiir ein k > 1, so sind — gegeben Zy; = k — die von den
Individuen der ersten Generation generierten (geshifteten) Teilbdume T (i) =

mio Tt 1 <4<k, stochastisch unabhdngig mit Verteilung Q.

(b) Analog gilt fir n > 2: Ist P(Z, = k) > 0, so sind — gegeben Z, = k — die
von den Individuen der n-ten Generation erzeugten (geshifteten) Teilbdume

stochastisch unabhdngig mit derselben Verteilung Q.

Beweis. Um den Schreibaufwand in ertriglichen Grenzen zu halten, beweisen wir
nur (a) und verzichten auf den analogen, aber hinsichtlich der Notation aufwendigen

Beweis zu (b): Dazu seien A;,...,A; € £. Nehmen wir 0.B.d.A. Ay,... Ay # 0

©

an, so existiert eine Familie (BU)> von Teilmengen von Ny, so daf} die
veN 1<i<k

Gleichungskette
k k
HQ(Ai) = H H P (L, € BY)
i=1 i=1 veEN
k
= i [T P (Zwy € BY) P(Lig) = k)
i=1 veN
k .
— it (1= ) 1) (ha € 7))
i=1veN
B P(Z, = k)

giiltig ist, wobei wir die Tatsache benutzt haben, daf§ die Familie (L, ),cn unabhingig
und identisch verteilt ist. Man beachte ferner die Abzihlbarkeit von N. Setzt man
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nun A; = T fiir geeignete i € {1,...,k}, so folgt zunéchst die Verteilungsaussage
und damit im Hinblick auf die obige Rechnung und unter Hinweis auf Satz 23.3 in
[Als1] auch die Unabhéngigkeit, da €& N-stabil ist. O



Kapitel 3

Die Beweismethode von R. Lyons,

R. Pemantle und Y. Peres

In diesem Kapitel beweisen wir klassische Grenzwertsétze fiir Galton-Watson-Prozesse
mit den von R. Lyons, R. Pemantle und Y. Peres in [LP], Chapter 10 und [LPP]
entwickelten Methoden. Diese beiden Quellen bilden daher die Grundlage fiir unsere
Darstellung.

Im Gegensatz zur klassischen Theorie kommen wir bei unserer Analyse im we-
sentlichen ohne die Untersuchung von erzeugenden Funktionen aus. Stattdessen
greifen wir zu zwei anderen methodischen Hilfsmitteln: den sogenannten grdfien-
verzerrten Galton- Watson-Bdumen und den sogenannten Galton- Watson-Prozessen
mit Immigration, denen wir uns daher in den beiden folgenden Abschnitten zuwen-

den.

3.1 GroBBenverzerrte Galton-Watson-Biaume

Ein fundamentales methodisches Werkzeug fiir unsere weiteren Untersuchungen bil-
den die sogenannten griffenverzerrten Galton- Watson-Bdaume mit Rickgrat, die wir
im folgenden konstruieren. Dabei handelt es sich um zufillige unendliche, aber lo-
kal endliche Badume f, in denen ein zufilliger absteigender Pfad V, das sogenannte

Riickgrat, besonders ausgezeichnet ist.

25
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Zum Beweis klassischer Grenzwertsitze werden wir spéter die Verteilung dieses
Hilfsbaums 7' mit dem Galton-Watson-MaB Q vergleichen.

3.1.1 Groflenverzerrte Verteilungen und gréoflenverzerrte Zu-

fallsgroflen

Einen zenralen Grundbaustein zur oben angekiindigten Konstruktion unserer Hilfs-

baume bilden grdoflenverzerrte Zufallsgrofien, die wir daher zun#chst formal einfiihren:

3.1.1. Definition. (a) Es sei v eine Verteilung auf ([0, 00), Bjg «)) mit positivem,

endlichem Erwartungswert vy := f[ zv(dx). Dann heifit 7, definiert durch

0,00)
5(A) = fyl/Axl/(dx) (A € Broooy), (3.1.1)

die zu v gehorige grofienverzerrte (engl. size-biased) Verteilung auf [0, 00) oder

Gréffenverzerrung von v.

(b) Ist X eine nichtnegative Zufallsgrole mit Verteilung v und positivem, endli-
chem Erwartungswert, so heif3t die Zufallsgréfie X eine zu X gehorige grafien-
verzerrte Zufallsgriffe bzw. eine Groflenverzerrung von X, falls X die Vertei-

lung 7 besitzt.

3.1.2. Bemerkungen. (a) Wir werden hauptsiichlich Groenverzerrungen von
Verteilungen auf (INo, P(INg)) betrachten. Ist v = (v)r>0 eine solche, so gilt

offenbar U = (V) k>0 mit
f/\k = ’yilkl/k (k Z 0),
wenn 7y geméaf Definition 3.1.1 gewihlt ist.

(b) In der Situation von Definition 3.1.1(b) ist PX durch P¥ dominiert mit P*-Dichte

aPX

) =5y
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Somit haben wir fiir jedes Borel-meBbare ¢ : [0,00) — [0, 00) die fiir uns sehr

wichtige Rechenregel
Bo®) = [ otr) PR(a
0,00

_ /[0 X))
E)’fw(X)
EX

Ferner notieren wir, dafl X P-fs. positiv ist.

(¢) Ist in (b) P¥ selbst durch das Lebesgue-Maf3 A dominiert mit Dichte g, so gilt
offenbar fiir A € By o)

PY(A) = (EX) ! /A z PX(dz) = (EX)™! / zg(z) Mdz),

A

d.h. PX hat die A-Dichte g, gegeben durch

g(z) = (EX) 'wg(x)  (220),

3.1.2 Konstruktion und Eigenschaften gréflenverzerrter

Galton-Watson-Baume

Wir mochten nun das Konzept der Gréflenverzerrung nichtnegativer Zufallsgrofien in
geeigneter Weise auf unseren Galton-Watson-Baum 7' iibertragen und eine Gréfien-
verzerrung T von T konstruieren. Spater werden wir im Zusammenhang mit dem zu
beweisenden Satz von Kesten und Stigum (Satz 3.3.3) der Frage nachgehen, ob bzw.
unter welchen Bedingungen — in Analogie zu Lemma 3.1.2(b) — die mit Q bezeichne-
te Verteilung von T durch das Galton-Watson-Ma8 Q dominiert wird. Ist dies nicht
der Fall, so sind die beiden Mafle notwendig zueinander singuldr (O Lemma 3.3.2
und Satz 3.3.3 samt Beweis).

Zunichst schreiten wir jedoch zur angekiindigten Konstruktion.
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3.1.3. Konstruktion. Auf (2,2(, P) sei ( En,Cn>> eine Folge unabhéngiger
n>0
Zufallsvektoren, die ferner unabhingig von (L, ),ecp sei. Fiir n > 0 gelte

P (Ln € ) = (Pj)jz0 = (1 9p;) >0

~ 1
Ln:k = 7>
)=

d.h. gegeben L, = k sei C, Laplace-verteilt auf {1,...,k}, und L, besitze die

sowie im Fall p,, > 0 fiir k > m > 1

P<Cn:m

groBenverzerrte Reproduktionsverteilung (p;);>0."

>0 T\n mit Riick-
grat V = (V,,)n>o wie folgt definiert: Wir setzen Ty := {(0)}, Vp := () und induktiv
fiirn >0

Damit wird der gréflenverzerrte Galton-Watson-Baum T = U

~

Tn+1 = An-i—l U Bn+1

mit
Apyr = {(w,z) eN" i we T\ {V,}, i< Lw}
und
Bpy1 = {(Vn,k) 1<k< En},
sowie

Vn+1 = (Vn, Cn) € Bn+1-

In Worten 148t sich die obige Konstruktion wie folgt beschreiben: Wir starten
wieder mit ((}) als einzigem Individuum in der 0-ten Generation, welches zugleich die
0-te Komponente V; des Riickgrats bildet. Dieses Individuum bekommt eine zufilli-
ge Anzahl EO > 1 von Nachfahren. Aus diesen Nachkommen wird zufillig gemé&f
einer entsprechenden Laplace-Verteilung (vermoge Cy) die erste Komponente V; des
Riickgrats ausgewéhlt. Dieses Individuum V; reproduziert sich geméfl der grofienver-
zerrten Reproduktionsverteilung (pj);>o und generiert L, Nachfahren, withrend die
restlichen Individuen der ersten Generation T\l unabhingig Nachfahren geméaf§ der

Reproduktionsverteilung (p;);>o hervorbringen. So fortfahrend, wird V;,;; zufillig

IDije Existenz solcher Zufallsvektoren (En, Cn) ist offenbar durch den Satz von Ionescu Tulcea

(O Satz 54.4 in [Als1]) gesichert.
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Vi=(3,1,2,2)

Abbildung 3.1: Ausschnitt aus einem groflenverzerrten Galton-Watson-Baum

aus den L,, Kindern von V,, gewidhlt und produziert Nachfahren gemaf (pj);>o; alle
Individuen, die keine Komponente von V' bilden, erzeugen Kinder wie im gewdhn-
lichen Galton-Watson-Baum. Insgesamt erhalten wir somit einen zufilligen Baum
YA“, in dem eine absteigende Folge von Knoten (V,,),>0, das Riickgrat, besonders aus-
gezeichnet ist. Der Terminus ,absteigend”“ bedeutet hier natiirlich, dafl in jeder
Generation genau ein Individuum ausgewihlt wird. Abbildung 3.1 veranschaulicht
unsere Konstruktion, wobei die Riickgratkomponenten als Quadrate dargestellt sind
und die mit GW gekennzeichneten Teilbdume (verschobene) gew6hnliche GWB dar-

stellen.

Wegen P (En = 0) — 0 fiir n > 0 gilt offenbar |T| = oo fs., d.h. die durch
T beschriebene Population stirbt im Gegensatz zum gewohnlichen Galton-Watson-
Prozefl mit Wahrscheinlichkeit 1 nicht aus.?

Die obige Konstruktion liefert uns eine Abbildung
(T,V): Q> TxV

mit

2Vermoge Satz 1.0.7 gilt offenkundig P(|T| = 00) = P(Z, A 0)=1—-q¢< 1.
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wobei wir

Vo := {(vj)j20 : v; € NV und v;1, > v; fiir j > 0}

sowie fiir n > 1
V, = {(vo,... ,Un, 0,0,...) s v; € N fiir 1 < j < nund vy = v, fﬁr0§j<n}
gesetzt haben.

Tatséchlich nimmt die Abbildung V' nur Werte in V an. Die oben vorgenomme-
ne, zunichst kiinstlich erscheinende Vergroflerung des Bildbereichs erweist sich aber
bald als niitzlich, um ein Gegenstiick zu Lemma 2.2.3 erbringen zu kénnen. Analog
zu unserem Vorgehen bei der Konstruktion von Galton-Watson-Biumen besteht un-
sere nichste Aufgabe ndmlich in der Bereitstellung einer geeigneten o-Algebra auf
dem Produktraum T x V, so daf§ (TA“, V') zu einer meBbaren Abbildung wird. Diesem

Zweck dient das folgende Lemma:

3.1.4. Lemma. (a) Die Abbildung d' : V x V — [0, 00), gegeben durch

1

dl n/n>0, n;n = ’
((n)n>0, (wn)n>0) L+ sup{n > 0 : vy = wy, fiir allem < n}

st eine Metrik auf V.

(b) (V,d') ist separabel. Genauer ist V* := V\V, eine abzihlbare dichte Teilmenge

von V.

Beweis. Da der Beweis analog zum Beweis von Lemma 2.2.3 verlduft, verzichten

wir auf die Angabe. H
In Analogie zur Konstruktion von ¥ setzen wir nun fiir v € V und € > 0

B'(v,e) :=={w eV :d'(v,w) < &}

und damit
G =0 ({B'(v,e) :veV,e>0}).

Die gute Nachricht lautet dann:
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3.1.5. Lemma. Die Abbildung (T, V) ist A-T @ V-mefbar.

Beweis. Unter Riickgriff auf Satz 19.3 in [Als1] reicht es zu zeigen, daf}
(i) T A-T-meBbar und
(i) V A-Y-meBbar ist.

Der Nachweis von (i) erfolgt dabei wie der Beweis von Lemma 2.3.2: Gegeben t € T

und k£ > 1, erhalten wir

T4t = {w €0 Th(w) = t|k} co ((ch) (Lv),jeN:e(,,KH) c 9l

)
0<n<k—1

und daraus die gewiinschte Mef3barkeit von T.
Ahnlich gehen wir im Beweis von (ii) vor: Gegeben v = (v,)n>0 € V,0 < ¢ < 1
und [ =1+ L%J , ergeben sich fiir w € Q die Aquivalenzen

1—¢

V(w) € B'(v,e) <= sup{n:V,(w) =, firallem <n} >
— Vp(w)=v, firallem <l

— Vi(w) =1y
und weiter

V(B (ve)={weQ:Vi(w)=u} €0 ((Zn; Cn)0<n<l1> C 2,

also das Verlangte. O

Nachdem wir (T, V) als 2-T@Y-mefbar erkannt haben, setzen wir zur Abkiirzung

und

Die hier vorgestellten Techniken stiitzen sich massiv auf den Zusammenhang

zwischen den W-Maflen Q und Q Den Grundstein legt dabei das folgende, eminent
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wichtige Lemma. Vorab benotigen wir jedoch noch folgende abkiirzende Bezeich-
nung:

Fiir t € T und p € t,, setzen wir
[t; 0ln == {(t', (Vn)n>0) € T x Vi ' € [t]y, v, = 0} . (3.1.2)

Diese Menge besteht also aus allen Tupeln (', (v,)n>0) € T X V, so dafl der Baum
t' in den ersten n Generationen mit ¢ iibereinstimmt und der Pfad (v, )n>o durch p
verlauft.

Damit konnen wir das in Aussicht gestellte wichtige Resultat formulieren, wobei

vor allem (b) und (c) von Bedeutung sind.

3.1.6. Vergleichslemma. Setzen wir w,(t) := p "z,(t) firt € T und n > 0, so
gelten die folgenden Identitdten:

(a)
Q ([t]nJrl) =Pz (t) H Q ([t(])]n) (3'1-3)

fir alle t € T und n > 0.

(b)
Q. ([ 0u]n) = 1" Q ([t]n) (3.1.4)
fiir alle t € T, n.> 0 und g, € t,.
(c)
Q ([t]) = wa()Q ([t]) (3.1.5)

fir alle t € T und n > 0.

(d) Setzen wir Zl = 2, 0 T fir n > 0, so bildet Zz eine Groflenverzerrung von
Ly d.h. firk >1 gilt

P(Z,=k) = = : (3.1.6)
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Beweis. (a) Setzen wir abkiirzend k := z(¢) und nehmen 0.B.d.A. k£ > 1 an
(sonst stimmen offenbar beide Seiten mit py iiberein, wenn man leere Produkte

als 1 interpretiert), so gilt offenbar

k
{T € thon} ={Z = K} N [{T(0) € [t(D)]a);
i=1
0.B.d.A. p; > 0 voraussetzend?, erhalten wir unter Benutzung von Satz 2.3.5

Q([tn+1) = ka (T(5) € [t(G)]n fiir 1 < j < k| Z1 = k)

= pkHP (Nl Z1 = k)

= wlfan

(b) Wir verifizieren die Behauptung per Induktion nach n: Fiir n = 0 impliziert
Ty = Ty = {(0)} offenbar gy = () und somit fiir jedes ¢ € T

Q. ([t aolo) = Qu ([ (M)]o) = 1= Q ([1]o)

Die Behauptung sei nun fiir ein beliebiges, aber festes n > 0, alle t € T
und 9, € ¢, bewiesen. Fiir den Induktionsschritt benotigen wir die folgende

Zwischenrechnung;:

Gegeben t € T mit k = z(t) > 1 und 9,41 € tn+1, existiert offenkundig ein

eindeutig bestimmtes i € {1,...,k} mit g, € ¥, und es gilt
Q* ([t’ Qn+1]n+1) ,U’ ka* ([ ﬂ—z Qn+1 H Q . (317)
J#

Zur Begriindung ziehen wir folgendes Analogon zu Satz 2.3.5 heran: Offenbar

kénnen wir wiederum o0.B.d.A. p, > 0 annehmen. Dann gilt

P ((EO;CO> = (k,i)) =y kpy, - % > 0,

3Sonst verschwinden offenbar beide Seiten.
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und gegeben (EU,C’()) = (k,i) sind die Abbildungen (T\(i),w(i) oV) und
f(j),j € {1,...,k} \ {i} meBbar und stochastisch unabhingig mit Vertei-
lungen Q* bzw. Q. Damit folgt fiir

A= {(T0).mo o V) € [10): o ()] } 0 (VTG € [1)]a)

JFi
wie verlangt

~

Q. ([t Gnsilos) = PH{(Lo,Co) = (k,i)} N A)
= P((Lo,Co) = (k) - P (4] (Lo,oo)z(k,n)

= 17" Qe ([E(0); ™y (0n 1) HQ
J#i

Dabei haben wir von der konstruktionsbedingten Tatsache Gebrauch gemacht,
daB sich der groenverzerrte Galton-Watson-Baum ,,auflerhalb“ des Riickgrats
genauso verhilt wie ein gewohnlicher Galton-Watson-Baum (und unabhéngig

von der Fortpflanzung der Riickgratkomponenten (V;,),>0)-

Kombinieren wir dies in (%) mit der Induktionsvoraussetzung sowie mit (a),

folgt wie verlangt

Q. ([t; onsalnrt) = 1 'peQ. (It ([£(3); 71y (0n11)] H Q ([
Jj#i

1 e QU] [T Q (1))
j#i

—~
*
g

= Q([tng)-

(c) Unter Benutzung von (b) erhalten wir

Qtl) = P(Telt)
= Y P(Tetnvh=¢)

cety,

£ety,

= > 1" Q([t]n)

£€ln

wn (1) Q([t]n)-

—~
=
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()

Mit (c) folgt fiir k£ > 1

3
N
I
=
I
o)
=
g

I
|

o
—~
=*

S
~
3

O

3.1.7. Bemerkungen. (a) Das soeben bewiesene Lemma zeigt fiir n > 1 ins-

besondere, dafl — gegeben B, := {T\n ={&,... ,5,,}} fiir ein p > 1 — die
Riickgrat-Komponente V,, eine Laplace-Verteilung auf {&,...,&,} besitzt.*
Dies ist zum einen anschaulich evident, da in (b) der Term Q, ([t; 0n]n) nicht
von g, abhéngt, zum anderen 148t sich diese Aussage durch eine formale Rech-
nung unter Verwendung der Teile (b) und (c) des obigen Vergleichslemmas
bestéitigen. Da wir diese Aussage aber nicht explizit benétigen, verzichten wir

auf die Rechnung.

Zu Beginn dieses Abschnitts hatten wir die Frage aufgeworfen, wann Q durch
das Galton-Watson-Mafl Q dominiert wird. Immerhin zeigt das Vergleichslem-
mafirn>1lundteT
Q([tln) = wa()Q([t]n) = /H wn(s) Q(ds),

tn
da w, auf [t], konstant ist. Bei dieser Feststellung belassen wir es aber zunéchst
und kommen fiir den Beweis des Satzes von Kesten und Stigum (O Satz 3.3.3)

auf diesen Sachverhalt zuriick.

Bei der Untersuchung superkritischer und subkritischer GWP kommen wir mit

unseren bisherigen Werkzeugen allein nicht aus. Deshalb erweitern wir unser Re-

pertoire an Hilfsmitteln im néchsten Abschnitt um Galton-Watson-Prozesse mit

Immigration.

“Dabei unterstellen wir natiirlich P(B) > 0.



36 3 Die Beweismethode von R. Lyons, R. Pemantle und Y. Peres

3.2 Galton-Watson-Prozesse mit Immigration

In diesem Abschnitt stellen wir eine hilfreiche Erweiterung von Galton-Watson-
Prozessen vor, die Immigration gestattet. Bemerkenswert ist dabei die Tatsache,
daB wir die resultierenden Galton-Watson-Prozesse mit Immigration (GWPI) nicht
primér als Verallgemeinerung von GWP betrachten, sondern umgekehrt Aussagen
iiber GWPI fiir Beweise klassischer Konvergenzsitze fiir GWP nutzen. Dabei sei an
dieser Stelle darauf hingewiesen, dafl zum Beweis dieser Hilfsaussagen keine tieflie-
genden Ergebnisse iiber GWP erforderlich sind. Die beiden hier vorgestellten asymp-
totischen Resultate kénnen mit Standardmethoden der Wahrscheinlichkeitstheorie
bewiesen werden, so dafl wir uns zu keiner Zeit der Gefahr eines ,,Ringschlusses“ aus-

setzen.

3.2.1 Modellbeschreibung und eine niitzliche Verteilungsi-
dentitét

Wir beginnen mit der formalen Definition von Galton-Watson-Prozessen mit Immi-

gration.

3.2.1. Definition. Gegeben sei eine unabhéngige Folge (Y},),>1 identisch verteilter
ZufallsgroBen mit Werten in Ny und Verteilung (p});>0, die ferner unabhéngig von

(Luk)n,k>1 gewdhlt sei. Wir setzen =y := 0 sowie fiir n > 1

Sn—1

En=Yy+ Y Lu. (3.2.1)
i=1

Dann heiit (=,),>0 Galton-Watson-Prozeff mit Immigration (GWPI) mit Repro-
duktionsverteilung (p;) >0, Immigration (Yy,)n>1 und Immigrationsverteilung (p});>o.
(Zn)n>0 wird wiederum als superkritisch (kritisch, subkritisch) bezeichnet, falls p >
(=,<) 1 ist.

Diese Namensgebung 1483t sich durch folgende Interpretation rechtfertigen: Wir
starten mit =y = 0 Individuen in Generation 0. In jeder der folgenden Generatio-

nen immigriert eine zufillige Anzahl von Individuen in unsere Population; dieser
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Einwanderungsvorgang wird durch die Folge (Y,,),>1 beschrieben. Anschlieflend er-

zeugen die Immigranten unabhéngig wie die anderen Individuen (und unabhiingig

von diesen) Nachfahren gem&fl der Reproduktionsverteilung (p;);>o-

3.2.2. Bemerkungen. (a) Unsere Definition 3.2.1 weicht leicht von der in der

Literatur {iblichen Definition von GWPI ab (O [Als3], Kapitel I und [Jag],
Chapter 3). Dort enthiilt bereits die 0-te Generation eine zufallsabhingige

Anzahl von Immigranten gemif der Verteilung (p’;);>0.
Satz 3.2.3 erklirt, warum wir gerade diesen Ansatz wihlen.

Im Verlauf dieses Abschnittes greifen wir noch auf eine andere Darstellung von
GWPI zuriick: Bezeichnet

((Cé’k)nzﬂ)i,kzl

eine Familie unabhingiger GWP mit Reproduktionsverteilung (p;);>o, die un-

abhéngig von (Y;),>1 ist, und setzen wir = := 0 sowie fiir n > 1

. no_ n Y -
En= ) Eak= 3 ) G (3.2.2)
k=1 k=1 =1

(O [AH], S. 50ff), so folgt

d.h. (Z,)n>0 und (En)nZO besitzen dieselbe Verteilung. Zur Begriindung ist
lediglich eine geeignete, jedoch etwas umsténdliche Umindizierung der Zufalls-

groBen (Lyj)n k>1 vorzunehmen.

Daher werden wir spéter gelegentlich annehmen, daf§ =, in der Form (3.2.2)
vorliegt. Die Interpretation von (3.2.2) ist die folgende: Fiir £ € {1,... ,n}

16st jeder der Yj, Immigranten einen neuen GWP (((%F),,0) aus, und

Yy
= _2 : i,k
:n,k - Cn’—k
i=1

beschreibt die Anzahl der Individuen in Generation n, die von Immigranten

der Generation k abstammen.
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(c) Im Fall py < 1 ist der Zustand 0 offenbar nicht absorbierend fiir (Z,)n>0
(0 Bemerkung 1.0.2(b)).

Das Fundament fiir die spétere Verwendung von GWPI zur Herleitung asymp-
totischer Resultate fiir gew6hnliche Galton-Watson-Prozesse bildet der folgende Satz,
der die entscheidende Verbindung zwischen GWPI und groflenverzerrten Galton-
Watson-Béumen (und somit via Vergleichslemma 3.1.6 zwischen GWPI und gewthn-
lichen GWP) herstellt:

3.2.3. Satz. Gegeben sei ein GWPI (Z,),>0 mit Immigration Y, = En — 1 fir
n > 1. Dann gilt
Zn_l)n>0.

PErnzo — Q(anl)nzo — p(

Beweis. Offenbar gilt Q0! = §, = P= und fiir n > 0, (ko - -y kny1) € U2 unter

Beachtung der stochastischen Unabhéngigkeit von Y, 11, (Lny1k),5, und (Zo, ... ,Zp)
P (Eg — ko, RN 7En — kn; En+1 — kn+1)

kn,
= P (EO =koyo o = by Vi + Y Lo = an)

=1

kn
— p( n+1+ZLn+U_kn+1> P (Zg=koy. ,Z0 =ky)

i=1
n+1 kn
= P(Ey=ko...,Z0=ky) ZP( bl :l+1,ZLn+1,i:kn+1—l>
i=1
knt1

= P(Ey=ko -, Zn=ka) Y+ Dprap ppn),
=0

sowie andererseits mit II(kg, ... , k) :={t € Ty, : 20(t) = 1+ ko, ..., 2,(t) = 1+ k,}

Q (h{zz —1= kz})

=1

> ZP(TG Vo =6La+ Y. Lo _1+kn+1>

tell(ko,... ,kn) €L wELy WH#E

tell(ko,... ,kn) EELn WELy ,wH#E
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= Z Q ([tl) | - (i(l + 1)pl+1li_1ng?1)z>

te(ko,... kn) 1=0

kn+1
= Q (ﬂ{zz - 1= ki}) : (Z(l + l)pz+1u‘1p,ﬁi'“+"l)l> .
=1

=0

Dabei ist fiir (x) zu beachten, dafl die Abbildungen (fn, Vn) und (/[:n, (Lw)wemn)
(bei festem n) offenbar stochastisch unabhéngig sind.

Diese beiden Rechnungen zeigen induktiv die Identitét

i=1

fiir alle m > 0 und (ly, ... ,l,) € N™*.

Setzen wir noch
]Pn((kg, e ,kn), ) = P(En+1 € |EO == ko, e 7En = kn)

fiir n > 0, so folgt unter Beachtung der Konvention % := 0 nun

Pn((kﬂa s 7kn)7 ) = Q (Zn+l € ‘ m{zz —-1= kz}) )
i=1
so daBl der Satz von Ionescu Tulcea (Satz 54.4 in [Alsl])

-—4n n>0 — 60 ® ® IP _ Zn 1 n>0 — P(Zn_l)nzo

zeigt. 0

3.2.4. Bemerkung. Da Z, — 1 fiir n > 0 gerade die Michtigkeit von T}, \ {V,,}
angibt, liefert Satz 3.2.3 die folgende anschauliche Interpretation grofenverzerrter
GWB mit Riickgrat: Nehmen wir an, daf§ die Familie (Lyy),, ;~, unabhingig von
(En)nZO und (Ly,)yep ist, so haben wir in der Situation von Satz 3.2.3 fiir n > 0 die
Verteilungsidentitit®

Zn—l

/Z\n+1_1gEn+1 n+1 1+ZLn+lz—L _1+ZLma

5Man beachte hierzu auch die stochastische Unabhiingigkeit von Z, und (L, Lyt1).
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d.h. wir kénnen En — 1, die um eins verringerte Anzahl der Nachfahren von V,,,
als Immigration interpretieren.® Entsprechend 148t sich Zn — 1 als Grofle der n-ten

Generation eines geeigneten GWPI auffassen.

Dieser Zusammenhang ist insofern hilfreich, da wir zwei fiir uns spéter wichtige
Resultate hinsichtlich des asymptotischen Verhalten von GWPI in diesem Abschnitt

bereitstellen konnen. Dabei kiimmern wir uns zundchst um den superkritischen Fall.

3.2.2 Superkritische GWPI

Wir benétigen als erstes die folgende Hilfsaussage, die auf dem Lemma von Borel-

Cantelli basiert:

3.2.5. Lemma. Gegeben eine unabhingige Folge (X,,)n>o identisch verteilter, nicht-

negativer Zufallsgréfen mit n = EX, € [0, 00|, gelten die folgenden Aussagen:

(a) limsup 2= =0 f.s., falls n < oo.

n—o0

(b) limsup 2= = oo f.s., falls n = oo.

n—o0
(c) Y e*rc® < oo f.s. fiir alle c € (0,1), falls n < .
n>1
(d) Y eXrc" = oo f.s. fiir alle c € (0,1), falls n = oc.
n>1

Beweis. Eine Anwendung von Ungleichung (A.12) auf S. 115 in [Alsl] auf X,/e
liefert fiir € > 0

Sr(free) - Zp@m)

EX,

IN

(VAN
~
—
o |2
V
3
~

6In Abbildung 3.1 entspricht Ln—1 gerade der Anzahl der runden Knoten in Generation n + 1.
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Im Fall n = EXy < oo liefert das Borel-Cantelli-Lemma nun P (% > ¢ u.o.) =0
fiir jedes € > 0, im Fall n = oo dagegen P (% > e u.o.) = 1 fiir jedes € > 0. Daraus
folgen (a) und (b).

(c) Fir A := {w € Q:limy, o0 X"T(“’) = 0} gilt P(A) = 1 geméafB Teil (a). Fiir
w € A, 0 < e < —loge und alle hinreichend grofien n erhalten wir aber
X, (w) < ne, also

eXn(w)Cn < en(a-l—logc) — (ea-l—logc)n‘
N——"
<1
Dies liefert die f.s. Konvergenz der Reihe.

(d) Analog gilt im Fall n = oo gemé$ (b) P(B) =1 fiir

Xn
B = {wEQ:limsup (w):oo}.

n—00 n

Ist nun w € B, so kénnen wir nach eventuellem Ubergang zu einer geeigneten
Teilfolge lim,, X”T(“’) = oo annehmen. Fiir alle hinreichend grofien n gilt
daher X, (w) > —nloge, also X" > 1, was die f.s. Divergenz der Reihe

bestétigt. O

Bevor wir das von uns spéter bendtigte Ergebnis iiber superkritische GWPI
vorstellen konnen, ist noch eine Verallgemeinerung des wohlbekannten Martingal-
Konvergenzsatzes (0 Satz 17.2 in [Als2]) erforderlich, die Teil (a) des anschlieBenden

Lemmas bildet:

3.2.6. Lemma. (a) Es seien (M,),>o eine Folge (nicht notwendig integrierba-
rer)” nichtnegativer Zufallsgrifen auf (Q, 2, P) mit liminf M,, < oo f.s. sowie
n—o0
(Gn)n>o eine Filtration von (Q,2A), die den folgenden Bedingungen gentgt:
(i) Gy =0(Mo,... ,My) CGn  (n>0),
(ii)) E(Myy1|Gn) > M, f.s. (n>0),
(1i1) sup E(M,|Gy) < o f.s.
n>0

Dann konvergiert (M,),>o0 f.s. gegen eine endliche Zufallsgrofie M.

"Daher bildet die Folge (M,),>o i.a. kein Martingal, so daf eine direkte Anwendung des

Martingal-Konvergenzsatzes nicht in Frage kommt.
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(b) Es seien L, M nichtnegative Zufallsgrifien sowie N eine Zufallsvariable. Sind
L und (M, N) stochastisch unabhingig sowie | :== EL endlich, so gilt

E(L-M|N)=1-E(M|N) P-fs.

Beweis. (a) Eine Kopie der Beweise von Satz 15.3. sowie von Lemma 16.1. in
[Als2] liefert fiir jede bzgl. (G, )n>0 (und somit auch bzgl. (G,),>0) vorhersag-
bare Folge H = (Hy),>o beschréinkter, nichtnegativer Zufallsgréfien und

M@ = (M, —a)") (a € R)

n>0

die Ungleichung
E((H-MY), [6.)> (H-M®),  Pis,

da die Abbildung z — (z—a)* monoton wachsend ist. Daraufhin fiihrt uns eine
Kopie des Beweises der Uberquerungsungleichung 17.1. in [Als2] fiir beliebige
b > a zur Ungleichung

(b~ ) (U(a.0)lG0) < E (M, — 0)*|Go) — E (Mo —a)'|Go)  P-fs
(3.2.3)

dabei gibt U,(a,b) fiir n > 0 die Anzahl der aufsteigenden Uberquerungen
von (My)k>o des Intervalls (a,b) bis zum Zeitpunkt n an. Nennen wir die
Gesamtzahl der aufsteigenden Uberquerungen von (My)g>o dieses Intervalls
Uso(a, b), so gilt Uy,(a,b) T Usx(a,b) (n — oo) und somit aufgrund monotoner
Konvergenz (0 Satz 51.3 in [Alsl]) sup,so F (Un(a,b)|G0) = E(Ux(a,b)|Go).
Das ergibt vermoge Abschétzung (3.2.3) und Bedingung (iii)
(b—a)E(Ux(a,b)|Gy) <sup E ((Mn — a)ﬂgo) < la] + sup E(M,|Gy) < oo
n>0 n>0
P-f.s., also
Uso(a,b) < o0 P-fs.

Der Beweis des Martingalkonvergenzsatzes 17.2. in [Als2] liefert nun

P (lim inf M,, < lim sup Mn> =0,

n— 00 n—o00

so dafl (M,,),>o f.s. konvergiert. Aufgrund der Voraussetzung lim inf M,, < oo

n—00

f.s. folgt die Behauptung.
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(b) Unter Verwendung von Satz 51.6(a) und (b) in [Alsl] ergibt sich P-f.s.
E(L-M|N)=E (E(L-M|M,N)|N) =E (M -E(LIN,M)|N) = - E(M|N).
O
Nach diesen Vorarbeiten 148t sich jetzt das Hauptergebnis dieses Unterabschnitts
beweisen (00 Theorem I1.6.1 oder Corollary I1.6.2 in [AH)]):

3.2.7. Satz. Es sei (Z,)n>0 ein superkritischer GWPI mit Immigration (Y,,)n>o-

(a) Ist n := Elog™Y, < oo, so konvergiert (Z,/p")n>0 fast sicher gegen eine
endliche Zufallsgrifie =x.

(b) Ist dagegen n := Elog" Y, = oo, so gilt fiir jedes ¢ € (0,00)

limsup =, /c" = co P-f.s.
n—o0
Beweis. (a) Setzen wir G := o((Yy)k>1), so ergibt sich unter Verwendung des

Satzes von der monotonen Konvergenz und von Lemma 3.2.6(b)

E(Z.|9) = Y+ZE<11{- IZ}ZLM )

>0

=Y, —|—Z l,u E ]I{ETH:ZHQ)
1>0

= Y, + ME (En—1|g) P—f.S.,

denn fiir jedes [ > 0 ist 22:1 Ly; unabhingig von (1=, ,—y, (Yr)k>1) mit

Erwartungswert [u. Bei Beachtung von =y = 0 folgt daraus induktiv
E(Z,/u"G) = ZYk/u P-fs.

Wenden wir nun Lemma 3.2.5 auf die Folge (logJr Yn) an, so impliziert

n>1
n < oo

ZYk/uk < Zelog+ Ve Juk < 00 P-fs.

E>1 E>1
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Somit liefert das Lemma von Fatou fiir bedingte Erwartungswerte (Theorem
7.1.2 in [CT])

S e n .. - n . k 3
E(h;r_l)(l;lfan/u \g) ghgr_l)logle (r—in/,u ‘g) —ZYk/u < 0 P-fs.
k>1
und damit
liminf =, /p" < o0 P-fs.
n—o00
Wir miissen nun nur noch verifizieren, daf8 die Folge (Z,,/u")n>0 f.s. konver-

giert. Dazu setzen wir fiir n > 0
G, =0 ((Yk})kZh 205 ,En) D) O'(EO, - ,.:n)

und erhalten fiir jedes n > 0

> _ Yn+1/,un+1 + lufnflE (Z Ln+1,i

E <—'n+1/lu’n+l

=1

l
pt Z E (1{:n:l} Z Ly,
i=1

1>0

[
= :U’_n_l Z ]]‘{:n:l} Zz; ELn:—l,i

1>0

)
o)

v

= =Z,/pu" P-fs.

Durch Anwendung von Lemma 3.2.6(a) erhalten wir nun die Behauptung, da

sup (20 /"1G0) = Sup B(Z/119) = 3_e/u* < oo PLs.

n>0 k>1
Im Fall n = oo liefert Lemma 3.2.5 unmittelbar

hmsup log™ Y, = P-fs.

n—oo 1
und damit fiir jedes ¢ > 0
. -1 1 . —1y-1/n
limsupc™ exp [ —logV, | =limsupc™ Y, /" =00 P-fs.,
n—00 n n— 00
also wegen =,, > Y,, wie gewiinscht

limsup =, /c¢" > limsupY,/c" = limsup (C*IY;/”)R =00 P-fs.

n— 00 n—00 n—0o0
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3.2.3 Subkritische GWPI

In Analogie zum vorigen Unterabschnitt stellen wir nun ein spéter hilfreiches Konver-
genzresultat iiber subkritische GWPI vor. Dazu verwenden wir das folgende Lemma,

das eine Verallgemeinerung des Borel-Cantelli-Lemmas beinhaltet:

3.2.8. Lemma. Fs seien (I,)n>1 eine Folge nichinegativer, ganzer Zahlen, (An;),, 15,
eine Familie stochastisch unabhingiger Ereignisse und B, := Ui’;l Ay firn > 1,
wobei diese Vereinigung im Fall [,, = 0 als leere Menge zu interpretieren ist. Dann

haben wir die Implikation

ln
P (lim sup Bn> =0=) > P(A,) < .

n—roo n>1 =1

Beweis. Wiire die besagte Reihe divergent, so folgte (0 Beweis von Lemma 33.4
in [Als1]) aus der Unabhéngigkeit der Ereignisse (A,) der Widerspruch

n,i>1

1 = P (hm inf Bg)

n—o0

l
= Jm P (ﬂ ﬁAi,z)

k>nl=1

= nlggo H H (1 = P(Ary))

k>n =1

= lim exp (Zilog(l - P(Ak,l))>

k>n =1

!
< le exp (— sz:P(Ak,l)> = 0.

k>n =1

Dabei haben wir die Stetigkeit von P sowie die (bei Beachtung der Konvention

log 0 := —o0) fiir = € [0, 1] giiltige Ungleichung logz < x — 1 verwendet. O

Damit zeigen wir nun (vgl. auch Theorem I1.6.4 in [AH)):
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3.2.9. Satz. Fir einen subkritischen GWPI (Z,)y>0 mit Immigration (Yy,)n>o gel-

ten die folgenden Aussagen:

(a) Ist n = Elog"Y; < 0o, so konvergiert (E,)n>0 in Verteilung gegen eine endli-
che Zufallsgrifie Zu.

(b) Im Fall n = oo konvergiert (Z,)n>0 dagegen in Wahrscheinlichkeit gegen un-
endlich, d.h. fir jedes k > 1 gilt

lim P(S, < k) =0.

n—o0

Beweis. Wir benutzen die Darstellung

n n Y
- d = = ik
Sp = 8 = E Snk = E § Cnlk
k=1 k=1 i=1

gemiB (3.2.2). Bezeichnen wir hierbei fiir n > 1 die e.F. von Z,, ¥} und ¢! mit
hy, g bzw. f,,® so erhalten wir fiir s € [0,1] unter Benutzung der bestehenden
Unabhiingigkeitsbeziehungen, von Lemma 1.2.1 in [Als3]| sowie der identischen Ver-

teilung der Folge (Yi)k>1

ho(s) = Es™
— ESEZ:I sz:kl dL’Ek

_ H B i,
k=1
n
= H go fnfk
k=1
= H go fr1
k=1

n
Y ik
— H Eszi:kl Cllc—l
k=1

— En: §2k—1,k
ES k=1 ,

8 Aufgrund der Verteilungsidentitit (5" 4 Z,, besitzt jedes ¢-F die in Kapitel 1 definierte e.F.
fn-
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so daBl der Eindeutigkeitssatz fiir e.F. bzw. Laplace-Transformierte (O Satz 42.4 in
[Als1]) fiir n > 1

n

- d =

Sp = Z2k—1,k == Sn
k=1

zeigt. Offenbar ist die Folge (S, ),>1 monoton wachsend und daher konvergent mit

oo - g Z2k—1,k-

E>1

Limes

Da die Zuwéachse

Xy = S 1k—ZC 1—2:1{Y;c l}ZCk1

>1

offenbar stochastisch unabhéngig sind, erhalten wir mit dem Lemma von Borel-

Cantelli unter Beachtung von P(X} € INy) = 1 fiir jedes & die Implikationen

ZP Xr>1) <oo:>P<hmsup{Xk>1}> =0= P(E <0) =1

k>1 k—o0

und
Y P(Xp>1) = oo:>P<limsup{Xk21}>:1:>P(Eoo<oo):0,
k>1 k—o0

folglich

P(Z. < o) € {0,1}. (3.2.4)

(a) Es sei nun 7 < oo vorausgesetzt. Dann zeigt eine elementare Rechnung

E(Ex|G) =) ) 1y Yk l} (Zg ) > vttt Ps,

k>1 1>1 k>1

:l,uk'_l

wobei G weiterhin die von (Y})g>1 erzeugte o-Algebra bezeichne. Nun kommt
erneut Lemma 3.2.5 ins Spiel: Angewandt auf die Folge (log™Y;),>1 und
¢ = p € (0,1) garantiert es wegen n < oo die f.s. Konvergenz der Reihe

+
Yo 18T Ye o daf

D Vit = E(Ex|G) < P-fs.

k>1
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erfiillt ist. Daher gilt
P(Ex < 00) =1,

so daf} wir insgesamt

—_

d d
:n:Sn ”

(1]

~ (n — 00)
und damit das Verlangte erhalten, da =, wie gesehen f.s. endlich ist.

Fiir den Nachweis dieser Aussage setzen wir = oo voraus und zeigen im
folgenden P(Z, = 00) = 1. Dazu nehmen wir P(Z, = o0) < 1, also geméf
(3.2.4)
Vi
P(Esx=00)=P (ZZCi’kl — oo) -0
k>1 i=1
an, so daf fir Dy, := {EZ/; (,i’]fl > 1}

k—o0 k—o0

P <lim sup Dk> =P <lim sup Dy,

Q) =0 P-fs.

gilt. Da G und ((Cé’k)nz())i . stochastisch unabhiingig sind, erhalten wir

Yk
Yi=y, i>1) = P|limsu hEo>
miz1) = (i {S5a 1)

= P (lim sup Bk> =0

P <lim sup Dy,

k—00

k—o00
fiir POk)k21f .5, (Yk)k>1, wobei wir abkiirzend By := [J%*, {C,i’fl > 1} gesetzt
A
=tAkq

haben. Die Familie (A;)g,>1 erfiillt offenbar die Voraussetzungen des voran-

gegangenen Lemmas (mit ({5)g>1 = (Yk)k>1), woraus wir mit diesem

ZiP(Ak,i) :Zip(qu > 1) :ZykP(Zk—l >1) < oo

E>1 i=1 k>1 i=1 k>1

fiir PMokz1-f g, (Y )k>1, also

Y ViP(Zr1 > 1) <oo  Ps.

k>1
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schliefen konnen. Beachten wir fiir & > 1 noch die einfache Ungleichung
g™ Vi < 1 4V sowie die Abschitzung P(Zy_1 > 1) > (1 — po)** (O Lem-
ma 1.0.9), so ergibt sich wegen 0 < py < 1 (O Generalvoraussetzung 1.0.6)

Zelog+yk(1 —po)f < o0
E>1

und folglich im Hinblick auf Lemma 3.2.5(d) (mit ¢ = 1 —py) der Widerspruch
n= FElog"Y; < co.

Deshalb gilt P(Z,, = 00) = 1 und somit fiir jedes & > 1 unter Beriicksichtigung
der Monotonie der Folge (S,,),>1 und der Stetigkeit von P

1=P (U{Sn > k}) = lim P(S, > k) =1— lim P(Z, <k).

n—00 n—00
n>1
Dies bestétigt unsere Behauptung.
O

Wir haben nun alle notwendigen Vorbereitungen fiir die Untersuchung von GWP

erledigt und widmen uns im néchsten Abschnitt dem superkritischen Fall (> 1).

3.3 Superkritische Galton-Watson-Prozesse

Wir haben bereits in Kapitel 1 erwéhnt, da8 fiir jeden superkritischen GWP (Z,),>0
die Folge (W,)n>0, gegeben durch W,, = "7, fiir n > 0, f.s. gegen eine endliche
Zufallsgrofle W mit EW < EW, = 1 konvergiert, und zugleich die Frage aufgewor-
fen, unter welchen Bedingungen W nicht f.s. verschwindet, d.h. die Folge (u")n>0
eine geeignete Normierungsfolge fiir (Z,),>o bildet. Eine vollstindige Antwort auf
diese Frage werden wir in diesem Abschnitt liefern (O Satz 3.3.3). Dabei nehmen
wir gemifl Bemerkung 2.1.1 0.B.d.A. an, daf} Z,, in der Form 7, = z, o T fiir
einen Galton-Watson-Baum 7' gegeben ist; auflerdem halten wir weiterhin an un-
serer Generalvoraussetzung 1.0.6 fest und erinnern an die Tatsache, dafl im super-
kritischen Fall die Aussterbewahrscheinlichkeit ¢ die Ungleichung 0 < ¢ < 1 erfiillt
(O Satz 1.0.7).
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Sodann beinhaltet der folgende Satz ein erstes Ergebnis im Hinblick auf die zu

diskutierende Fragestellung:

3.3.1. Satz. Fir jeden Galton-Watson-Prozef$ (Zy,)n>0 gilt
PW =0) € {q,1}.

Mit anderen Worten:

Entweder ist W = 0 P-f.s. oder W >0 P-f.s. auf {Z,, / 0} = {Z,, — oo}.

Beweis. In diesem Beweis greifen wir auf die erzeugende Funktion von Z; zuriick,
die wir in Kapitel 1 vorgestellt haben. Da bei Giiltigkeit von Generalvorausset-
zung 1.0.6 ¢ und 1 die einzigen Fixpunkte von f in [0, 1] sind (O Satz 1.0.7), geniigt
es zu zeigen, dal P(W = 0) ein solcher Fixpunkt ist. Dazu verwenden wir Satz 2.3.5:

Offenbar haben wir fiir n > 0 die Zerlegung

Z
Zn+1 = Zzn © T(Z)a
=1

=:Zn(i)

wobei weiterhin T'(7) = {w € N : (i,w) € T} den i-ten geshifteten Teilbaum von T

bezeichne, und somit fiir jedes n > 0

7
Tnr 0" = Y Z(i) /i
= w6

Da die linke Seite f.s. gegen W konvergiert, konnen wir n — oo gehen lassen und

erhalten Z
. 1 N ~
nlgg}u E;Wn(z) =W  Pfs.
Bei vorgegebenem £ > 1 mit pp > 0 steht uns aber vermoge Satz 2.3.5 die Identitét
PWalnzo — p ((Wn(i))nzo €z, = k)

zur Verfiigung, speziell also

P ((I/Vn(i))n20 konvergiert |Z; = k) =1
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fir jedes i € {1,...,k}. Bezeichnen wir die (unter P(:|Z; = k)) fast sicheren
Grenzwerte mit W (i), so sind diese gegeben Z; = k ebenfalls stochastisch un-
abhéngig mit derselben Verteilung wie W, denn Satz 2.3.5 impliziert, daf} die Folgen
(Wo(1))n>0,-- -, (Wi(k))n>o0 gegeben Z; = k stochastisch unabhingig sind.

Insgesamt sehen wir damit

P(W=0) = Y pPW=0]Z =k)

k>0:py >0

= Z ka<hm,u ZW ‘Zl—k)
k>0:py >0

k

= Y ka<2 (i) = O‘lek>
k>0:pp >0 =1

= D mP(W=
k>0

= f(P(W =0)),

so da3 P(WW = 0) tatséchlich einen Fixpunkt von f in [0, 1] bildet. O

In Bemerkung 3.1.7(b) mufiten wir die Frage, wann die Verteilung Q des groflen-
verzerrten GWB durch das Galton-Watson-Mafi Q dominiert wird, zuriickstellen.
Das folgende, sehr allgemein formulierte Lemma ebnet nun den Weg, um auch die-

sen Sachverhalt in Satz 3.3.3 aufdecken zu konnen:

3.3.2. Lemma. Es seien (Q*, F) ein mefbarer Raum, «, [ Wahrscheinlichkeits-
mafe auf (Q, F) sowie (F,)n>o eine Filtration von (Q*,F) mit o(Up>eF,) = F.
Fir o, == o7, und 3, := B, gelte a, K B3, mit ?T: =X, firn >0.

Dann folgt mit X :=limsup,_, . X, :

(a) « besitzt die folgende Zerlegung in einen absolut 3-stetigen und einen (3-singuldren

Summanden:

:/Xdﬂ—i—a(Aﬂ{X:oo}) (AecF). (331
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(b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent
(i) a < f
(i1) X < oo a-f.s.
(iii) [, X df = a(Q*) =1
(¢) Dual dazu sind dquivalent:

(iv) o L 3
(v) X =00 a-fs.

(vi) [, X d3=0.

Beweis. (a) Wir zeigen als erstes, daf8 (X,,),>0 ein Martingal bzgl. (F,),>o und

[ bildet: Jedes X, ist offenkundig JF,,-mefbar sowie (-integrierbar wegen 1 =
() = [ X, df. Seien nun n > 0 und A € F,, C F,41. Dann ergibt sich

/ Xn+1 dﬂ = Oén+1( = Oén / X dﬂ, (332)

da X, F,-mefibar ist, bildet somit tatséchlich X,, eine Version von E (X, 1|F,)

so dafl wir (X,,),>0 als nichtnegatives Martingal erkannt haben. Der Martingal-
Konvergenzsatz (Satz 17.2 in [Als2]) liefert daher

X =lim X, < o0 B-f.s.

n—0o0

da

Um nun Beziehung (3.3.1) nachzuweisen, nehmen wir zunichst o < § mit
dg

= Y an. Dann ist Y fS-integrierbar sowie X,, eine Version von E(Y|F,)
bzgl. 3, wie eine zu (3.3.2) analoge Rechnung zeigt, so dafl Satz 18.3 in [Als2]
X, 25 X (n — 00)

liefert. Ist nun B € F, fiir ein n > 0, so folgt fiir alle m > n

!/Ydﬂ: X, df — [ Xdp <1,
B B m—00

B

M&zLszéXM

d.h.
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Da (J,,~¢ Fn ein N-stabiler Erzeuger von F ist, schliefen wir vermoge Satz 3.8
in [Als1] fiir alle A € F

Mm:AXM. (3.3.3)

Beziehung (3.3.1) folgt, da B (AN{X =o0}) < B(X = o0) = 0, also auch
a(AN{X =o0})=0.

Fiir den allgemeinen Fall setzen wir o := O‘TJ’B und o, := gyF,. Dann gilt
a, # < o, und wir kénnen das soeben Bewiesene auf U, := ‘éO‘T" und V,, := ‘é’%
anwenden. Dazu setzen wir U := limsup,,_, . U, sowie V' := limsup,_, ., V;.

Fiir jedes n > 1 und B € F,, gilt

/B (U, + V) do = o(B) + B(B) = 20(B) = / 2do,

B

also
o(Up+V,=2)=1. (3.3.4)

Die gleiche Argumentation wie oben liefert U, — U und V,, — V p-f.s. fiir
n — oo; in Verbindung mit Gleichung (3.3.4) zeigt dies o(U =V =0) =0, so
daBB U/V p-f.s. wohldefiniert ist. Weiter folgt damit unter Hinweis auf Korollar
13.5 in [Alsl]

Vo lim,oV,  nieV,  noeo dfy/do,  nso oL

Ferner erhalten wir fiir A € F in Analogie zu (3.3.3)

a(A):/UdQ und B(A):/Vdg
A A
und daher letztlich
alA) = /Udg
A

= / U]l{v;,go} dQ + / Uﬂ{vzg} dQ
A A

- /XVdg+/U]l{V0} do
A A

= /Xdﬂ-F/U]I{XOO}dQ
A A
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_ /dea(Am{X:oo}),

also (a).
Damit kénnen wir nun zum Beweis von (b) und (c) schreiten:

(b) ,,(i)= (ii)“: Ist « absolut stetig bzgl. 3, so ist wegen B(X = oo) = 0 die Menge

{X = oo} auch eine a-Nullmenge.
»(it)= (iil)“: Gilt a(X = o0) =0, so liefert (a) 1 = (") = [,. X df.

L (ii)= (1)“: Ist (iii) erfiillt, so zeigt (a)

1=a() = [ X df+a(X =)
Q*
=1
und folglich o(X = 00) = 0. Das ergibt mit (a) a(A) = [, X df fir A € F,
d.h. o < .

(¢) ,(iv)= (v)“: Sind o und [ singulér, so existiert ein A € F mit «(A°) = f(A) =

0. Unter Benutzung von (a) erhalten wir

1 = a(4) :/XdﬂJra(Aﬂ{X:oo}) — (AN {X = }),
A
=0
also a(X = o00) = 1.
»(v)= (vi)“: Im Fall (X = oo) =1 folgt vermoge (a)
a(Q) =1 :a(X:oo)—i-/ X dg,
=1 @
also [,. X dB = 0.

»(vi)= (iv)“: Wegen f{X<oo} X dp = 0 ergibt sich mit (a)
a(X <o0)=a() =0=p6(X =)

und damit die Singularitit von « und f.
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Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieses Abschnitts, einer erstmalig im Jahre
1966 von H. Kesten und B. Stigum (in der allgemeineren Situation mehrdimensio-
naler GWP) bewiesenen Charakterisierung des asymptotischen Verhaltens der Folge
(Wa)n>o (O [KeSt]). Fiir einen auf die spezielle Situation gew6hnlicher GWP zu-
geschnittenen Beweis mittels erzeugender Funktionen sei auf [Jag], Theorem (2.7.1)
hingewiesen; ein anderer Zugang findet sich in [AH], Theorem I1.2.1.

Fiir den Beweis des Satzes verwenden wir die Teile (b) und (c) des soeben bewie-
senen Lemmas, Aussage (a) diente uns lediglich als Hilfsmittel zum Beweis dieser
beiden Teile.

3.3.3. Satz. (Kesten, Stigum) Es seien (Z,)n>0 ein superkritischer GWP und

W =1lim,_,o W,. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) P(W=0)=q
(i) EW =1

(iii) EZylog" Z1 = 5" prkloghk < oo.

k>1

Beweis. Fiir n > 0 setzen wir &, := {[t], : t € T}U{0, T} und F, := o(&,). Zum
Beweis des Satzes wenden wir das vorangegangene Lemma auf Q* = T, F = %,
a = Q und # = Q an. Dazu weisen wir zunéchst nach, daf die Folge (F;)n>0
wirklich eine Filtration von (T, %) bildet: Offenbar gilt wegen & = {0, T}

Ué&=¢

n>0

wobei wir an Beziehung (2.2.2) erinnern, und somit F;, C ¥ fiir jedes £ > 0 sowie
o (UnZO fn) =%.
Fiir n > 0 ist noch &, C F,.; zu zeigen; diese Inklusion ergibt sich aber mittels

der Darstellung
[t = U [tlnt1 C Frpa

teTN[t*]n: H(t)<n+1
(abzéhlbare Vereinigung) fiir jedes t* € T. Insgesamt haben wir also (F,),>o als

Filtration von (T, %) erkannt.
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Betrachten wir jetzt fiir n > 1 das durch

Co(B) = /B wy(s) Q(ds)

definierte Wahrscheinlichkeitsmaf} ¢,, auf (T, ¥) (man beachte die einfache Identitét
= [pa(s)/0" Q(ds) = p™E(z, o T) = 1), so liefert uns Vergleichslem-
ma 3.1.6( ) fir A=[t], € &,

Q) = w()Q(f)
- /[ wn (1) Qdt)

In

= /Awn(t')Q(dt')
= Cn(A)a

denn fiir ¢’ € [t], gilt offenbar w, (t') = w,(t).

Somit stimmen die W-Mafe (,, und Q auf &, iiberein. Um diese Gleichheit auf F,,
auszudehnen, haben wir gemifl Satz 3.8 in [Alsl] nur noch die N-Stabilitdt von &,
zu verifizieren; diese Eigenschaft 148t sich jedoch unmittelbar aus Gleichung (2.2.1)
ablesen.

Insgesamt erhalten wir

Q\fn <L QiF,
mit N

dQ,z, W

dQ,z, "

Dazu ist anzumerken, daf fiir £ > 1

o (B ={teT: m@t)=k}= ] [theF
€Ty |tn|=k
gilt (abzdhlbare Vereinigung) und somit z,, daher auch w,, F,-mef3bar ist fiir jedes
n.
Fiir den restlichen Beweis setzen wir w := limsup,_,,  wy, so dal W = wo T
gilt. Da — wie oben nachgepriift — alle Voraussetzungen fiir Lemma 3.3.2 erfiillt sind,
ergibt sich mit den Teilen (b) und (c) desselben die entscheidende Dichotomie: Wir

haben einerseits die Aquivalenzen

/wdQ:1<:>Q<<Q<:>w<oo Q-f.s. (3.3.5)
T
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und andererseits die Aquivalenzen
w=0 Qfs. &= QL Q<> w=o00 Qfs. (3.3.6)

Diese Dichotomie wird uns helfen, da sie die Verteilung von w unter Q mit der
unter Q in Verbindung bringt, zu deren Untersuchung wir im folgenden Satz 3.2.7
heranziehen kénnen:

,(iii) = (ii)“: Die Integrierbarkeit von Z; log™ Z; impliziert offenkundig
Elogt(Li — 1) = p 'EZ log" (7, — 1) < >0

(0 Bemerkung 3.1.2(b)). Bezeichnet nun (=,),>o einen GWPI mit Immigration
Y, = /[:n — 1 fiir n > 1 und Reproduktionsverteilung (pi)k>o, so zeigt Satz 3.2.7

Zeo = lim p "=, < 00 P-fs.
n—oo

Da die Wahrscheinlichkeitsmafie P(Z»/#")n>0 ynd Q(w"_“_")nzo geméfd Satz 3.2.3
iibereinstimmen, gilt vermoge lim,,_,,, 4~™ = 0 offenbar auch
Q(w < 00) = Q <limsup (wn — /f”) < oo) =1.
n—oo

Also erhalten wir mit Beziehung (3.3.5)

1:/wdQ:/ondP:EW
T Q

und somit (ii).

,(il) = (1)“: Im Fall EW = 1 folgt notwendigerweise P(W = 0) < 1, also unter
Riickgriff auf Satz 3.3.1 wie gewiinscht P(W = 0) = q.

,(1) = (iii)“: Fiir die noch fehlende Implikation nehmen wir EZ;log" Z; = oo an.
Mit einer analogen Argumentation wie im Beweisteil ,,(iii) = (ii)“ folgt dann unter
Verwendung von Satz 3.2.7 und Satz 3.2.3

-~

Qw = o0) = 1,
also unter Beriicksichtigung von Beziehung (3.3.6)
Q(w=0) =1,
im Widerspruch zu
/ wdQ = EW = 1.
T

Damit ist der Satz von Kesten und Stigum vollstédndig bewiesen. O
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3.3.4. Bemerkungen. (a) Bedingung (iii) wird in der Literatur oft als Zlog Z-

Bedingung bezeichnet (O [Als3]). Sie ist hdufig ausschlaggebend fiir das asymp-
totische Verhalten von Galton-Watson-Prozessen (vgl. etwa Satz 1.8.1, Satz
1.8.3 oder Satz I.11.1 in [Als3]) und wird uns in Satz 3.4.2 erneut begegnen.

In der Situation des vorangegangenen Satzes sind die Aussagen (i) — (iii) ferner

dquivalent zu den folgenden Bedingungen:

(iv) lim E|W, = W|=0, dh. W, =5 W (n — oo).
n—0o0
(v) (Wh)n>o ist gleichgradig integrierbar.

(vi) EsupW,, < oo.
n>1

Dabei ist der Beweis der Implikationen ,(vi) = (v) = (iv) = (ii)“ offenbar
unproblematisch. Da sich unser Beweis von Satz 3.3.3 aber nicht ohne weiteres
auf die noch fehlende Implikation , (iii) = (vi)“ ausdehnen ldfit, belassen wir

es bei dieser Bemerkung und verweisen auf [Als3], Abschnitt L.6.

Ein Blick auf Satz 3.3.3 rechtfertigt die Frage, ob es — weiterhin x > 1 und
po > 0 vorausgesetzt — auch im Fall, daf§ die Zlog Z-Bedingung verletzt ist,
eine geeignete Normierungsfolge (k,),>o reeller Zahlen gibt, so daf$ die Folge
(k' Z5),50 L.s. konvergiert und einen nicht-degenerierten Limes W* besitzt.
In der Ta_t 18t sich diese Frage positiv beantworten, wobei die Folge (ky)n>0
derart gew#hlt werden kann, dal die Bedingung k,1/k, — p fir n — oo
erfiillt ist. Dies bildet die Aussage des Satzes von Heyde und Seneta (00 Satz
1.6.1 in [Als3]). Wir verzichten jedoch auf einen eigenen Beweis und gehen im

folgenden Abschnitt zur Untersuchung subkritischer GWP iiber.

3.4 Subkritische Galton-Watson-Prozesse

Im subkritischen Fall (2 < 1) gibt die Abschéitzung

P(Zy>0) < EZ, =" — 0

n—o0
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einen ersten Anhaltspunkt fiir die Konvergenzgeschwindigkeit von P(Z, > 0) gegen
0, wie wir bereits in Lemma 1.0.9 gesehen haben. Damit dréngt sich die Frage auf;,
ob bzw. unter welchen Bedingungen p" die richtige Konvergenzrate fiir P(X,, > 0)

angibt, und es ist naheliegend, die Folgen (z,,),>0 und (a,),>o mit
T = p "P(Z,>0) € (0,1]  (n>0)

und
an =E(Z)|Z,>0)=2' (n>0)

zu untersuchen. Dabei werden wir u.a. sehen, daf§ die Folge (x,),>0 stets konvergiert
(mit Limes z € [0, 1]). Dieser Grenzwert x wird — bei Festhalten an Generalvoraus-
setzung 1.0.6 — genau dann positiv sein, wenn Z; log" Z; integrierbar ist, d.h. die

7 log Z-Bedingung ist wie in Satz 3.3.3 richtungsweisend.

Ahnlich zum Vorgehen bei superkritischen Prozessen kombinieren wir ein Ergeb-
nis iiber GWPI mit einem allgemeinen Lemma ({iber grofienverzerrte Verteilungen),

das wir daher zunéchst angeben:

3.4.1. Lemma. Es sei (X,),>0 eine Folge von f.s. N-wertigen Zufallsgrifen mit
Verteilungen P,, endlichen Erwartungswerten o, = Y o, kP,({k}) sowie einer

zugehdrigen Folge gréflenverzerrter Zufallsgréfen ()?n)nzg.

(a) Ist die Folge (P)?")nzo straff, so folgt M := sup oy, < o0.
n>0

(b) Gilt dagegen X, L 00, d.h. lim P(X, < K) = 0 fiir jedes K > 1, so ist

n—00

lim o, = 0.
n— 00

Beweis. (a) Die Straffheit der Folge (P)A(")nzo garantiert die Existenz einer gan-
zen Zahl N > 1, so daf}

N
: S e 1
inf P(X, € {1,...,N}) = inf o, kzlkPn({k}) >1/2
und damit
N -1
sup an<ZkPn({k})) < 2, ergo sup a,, < 2N < o0.
n>0 1 n>0

<N
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(b) Fiir den Beweis des zweiten Teils nehmen wir «v,, /4 0o an, so dafl wir nach evtl.
Ubergang zu einer geeigneten Teilfolge gleich M < oo voraussetzen konnen.
Da fiir jedes K > 1
K
' X < K)=li —1 —
lim P(X, < K)=lim o' > kP({k})=0

>M-1>0 F=1

gilt, erhalten wir

P(X, < K) < zK:kPn({k}) — 0.

n—00
k=1

Ist nun L > 1 beliebig vorgegeben, existiert daher ein ny > 1 mit der Eigen-
schaft
inf P(X,, >L)>1/2.

n>no
Bei Verwendung von Ungleichung (A.12) auf S. 115 in [Alsl] liefert uns das

fir n > ng
L

an > Y P(X,>1)>Y P(X,>L)>LJ2

I>1 =1
im Widerspruch zu unserer Annahme, daf die Folge (o, )n>0 beschrénkt ist.

Das zeigt unsere Behauptung.
O

Damit 148t sich nun der folgende Satz beweisen, der das zu Beginn des Abschnitts
gestellte Problem, die Konvergenzgeschwindigkeit der Folge (P(Z, > 0)),>0 zu er-
mitteln, 16st. Fiir eine rein analytische Argumentation verweisen wir auf [Als3], Satz
1.8.1 und [AH], Theorem III.1.7.

3.4.2. Satz. Fir jeden GWP (Z,),>o mit positivem, endlichem Reproduktionsmittel
p ist die Folge (z3)n>0 mit x, = P(Z, > 0)/p™ fiir n > 0 monoton fallend (und
somit konvergent).
Mit a, = E(Z,|Z, > 0) fir n > 0 sind im Foll p < 1 ferner die folgenden

Aussagen dquivalent:

(i) x = nlgr;()% >0

(it) sup a, < o0

n>0

(ZZZ) EZl IOg+ Z1 < oQ.
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Beweis. Wir nehmen wieder an, dafl Z,, in der Form Z,, = 2, o T mit einem GWB
T vorliegt, und schreiben fiir n > 0,u € T abkiirzend A, := P(Z, € -|Z, > 0) und
Zn(u) = 2, 0 T(u). Auf {Z,, > 0} setzen wir im Fall n > 1 weiter

&ni=inf{ueTy: Z, 1(u) >0}

#0 aufv{zn>0}

und dann

Hp:i=2p10 Te, © Tgn : ]l{Zn>0}7

so daf} &, das kleinste Individuum in der ersten Generation bezeichnet, das Nachfah-
ren in Generation n hat, wihrend H,, die Anzahl der Nachfahren desselben angibt.

Eine einfache Rechnung liefert fiir n, k > 1

P(Hy=k) = > P& =12,>0H,=k)

>1
= Y P(Z1>1,Z,1(m) =0 fiir m <1, Z,_1(I) = k)
>1
= > > piP(Zya(m) =0 fiir m <1, Z,_1(1) = k| Z; = j)
I>1 §>1:p;>0
2SS g P(Zu oy = K)P(Zy 1 = 0)!
I>1 §>1:p;>0
= P(Zuo1=k)Y P(Zy > )P(Zpr = 0)'7",

I>1
wobei in (%) erneut Satz 2.3.5 eingegangen ist. Aus dieser Rechnung folgt nun

P(Z,>0) = Y P(H,=m)

m2>1

= P(Zy1>0)Y P(Z > 1)P(Zpy = 0)'

1>1

und daraus fiir £ > 1 durch Division
P(H,=k|Z,>0) = PH,=k)/P(Z,>0)
= P(Z,.1=k)/P(Z,_1 >0)
= P(Zn,1 = k|Zn,1 > 0),

d.h. die bedingte Verteilung von H, gegeben Z, > 0 wird fiir n > 1 gerade durch
An_1 gegeben.
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Wegen H,, < Z,, erhalten wir fiir n,k > 1

M({Ekk+1,...}) P(Z, > k|Z, > 0)
> P(Hn > k|Z,>0)
P(Zy_1 > k|Zy_1 > 0)

Ao1({kk+1,...})

und daraus mit Hilfe von Formel (A.9) auf S.115 in [Als]]

E(Zn|Zy>0) = > M({kk+1,...})

k>1

> Y Ak k41,0

k>1

= E(Zn—1|Zn—1 > 0)7

so dal wir die Folge (a,)n>o als monoton wachsend erkannt haben. Mittels der

Darstellung

EZ 1 1
n=p "P(Zy>0)=p" P = =—
=P O AR AN

ergibt sich einerseits, da8 (z,),>0 monoton fallend ist und andererseits vermoge

. . 1
r=limzx,=infz, = ——
n—00 n>0 Supn>0 an

die behauptete Aquivalenz von (i) und (ii).
Fiir den restlichen Beweis setzen wir p < 1 voraus und bringen die Folge (Zz)nzo
ins Spiel, wobei an Zz = 2,0 T erinnert sei. Bezeichnet Xn fiir n > 0 die Groflenver-

zerrung von \,, so erhalten wir fiir £ > 0 via Vergleichslemma 3.1.6(d)

P(Z,=k) = p"kP(Z,=k)
kP(Z, = k)/P(Z, > 0)

kAu({k})
(Zn|Z, > 0)

E
Ao ({K}),

d.h. die MaBidentitat

M=P(Z,c)=P(1+5,¢€") (3.4.1)
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fiir jedes n > 0 gemé&f Satz 3.2.3, wenn (=,,)m>o weiterhin einen GWPI mit Immi-
gration Y, = Em — 1 fiir m > 1 bezeichnet. Damit nehmen wir nun den Beweisteil

»(ii) = (iii)“ in Angriff: Ist die Folge (a,,),>0 beschrénkt, so liefert uns Lemma 3.4.1(b)
unmittelbar, daf (En)nzg nicht nach Wahrscheinlichkeit gegen unendlich konvergie-
ren kann. Im Hinblick auf Gleichung (3.4.1) folgt dasselbe auch fiir den GWPI
(Zn)n>0, so daB8 Satz 3.2.9(b) in Verbindung mit Bemerkung 3.1.2(b)

n=FElogt Y, = Elog* (L — 1) = "' EZ  log*(Z, — 1) < 0 (3.4.2)

und damit offenbar auch EZ;log™ Z; < oo, d.h. (iii) impliziert. Fiir die noch zu
erledigende Implikation

,(iii) = (ii)“ argumentieren wir wie folgt: Mit Z; log™ Z; ist offenkundig auch log™ Y}
integrierbar, wie ein Blick auf (3.4.2) zeigt. Fiir den zugehorigen GWPI (Z,),>0
besagt Satz 3.2.9(a) nun, daf (=,),> in Verteilung gegen eine endliche Zufallsgrofie
konvergiert. Damit gilt dasselbe auch fiir (Z,, 4+ 1),>¢ und wegen Gleichung (3.4.1)

auch fiir (Z,,)n>0. In Verbindung mit Satz 43.3 in [Als1] sichert uns dies die Straffheit

der Folge (PZ")nZO = (Xn)nZO- Unter erneutem Riickgriff auf Lemma 3.4.1 kénnen

wir daraus
sup E(Z,|Z, > 0) = sup/ T A\ (dz) < 00
n>0 n>0 JIN
schlieffen und unseren Beweis beenden. O

3.4.3. Bemerkung. (O [Als3], S. 40) Fiir den Aussterbezeitpunkt
T:=inf{j > 0: Z; =0}
(mit der Konvention inf () := 0o) besagt Teil (i) gerade

P(r>n) ~zu" (n — 00).

Wie bereits in Kapitel 1 gesehen, gilt im Fall 4 < 1

lim Z, =0 P-fs.

n—00
Deshalb gehen wir nun der Frage nach, ob A,, die bedingte Verteilung von Z, ge-
geben Z, > 0, fiir n — oo schwach konvergiert. In der Tat ist sogar die folgende

stiarkere Aussage giiltig:
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3.4.4. Satz. Im Fall pn < 1 konvergiert die Folge (\,)n>0 im folgenden Sinn:
Bezeichnet fir Wahrscheinlichkeitsmafle o, o' auf (INg, P(INy))

o= [l:= sup |a(A) — o'(A)]

AC]NO

die Totalvariation von o und o/, so gilt

D A = At [|< 0.

n>1

Beweis. Im Beweis von Satz 3.4.2 haben wir gesehen, daf§ die bedingte Verteilung
von H, gegeben Z, > 0 fiir n > 1 gerade durch \,_; gegeben wird. Daher impliziert
die sogenannte Kopplungsungleichung (O [Als2], S. 75) fiir n > 1 die Abschétzung

A = Al = ||P(Z € +|Zn > 0) = P(Hy € +|Zn > 0)]
< P(Hn # Zo|Zy > 0).

Da das Ereignis {H, # Z,} = >_,-,{6 = m, Hn # Z,} mit dem Ereignis

Z {Z1 = k, mz:IZn_l(u) =0, Zn_l(m) > 0, zk: Zn—l(u) > 0}

k>m>1 u=m+1

iibereinstimmt (wobei wir an die Notation aus dem Beweis von Satz 3.4.2 erinnern),

zeigt eine erneute Anwendung von Satz 2.3.5

||)‘n - >‘n—1|| < P(Hn 7é Zn|Zn > 0)
= o1 Y PP(Zu1=0)"" 1= P(Z, .1 =0)"")

k>m>1

mit ¢, 1 = P(Z,_1 > 0)/P(Z, > 0). Wegen lime¢, = p* > 1 (O Lemma 1.0.9)
n—o00

gilt 6 := sup ¢, 1 < oo und damit unter Verwendung der Bezeichnung
n>1

a(k) :=min{n >1: P(Z, > 0) < 1/k} (k >1)°

9Man beachte, daf diese Definition wegen lim P(Z, > 0) = 1 — ¢ = 0 sinnvoll ist.
n—o0
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durch geeignete Umordnung

ST = Al € 6 Y P (Zy = 0" (1~ P(Z, = 0)F ™)

n>1 n,k>1m=1

alk)-1 k
_ 52 Z Zka(Zn = 0)""Y(1 - P(Z, =0)k™)

k>1 n=1 m=1

633 N P (Zy = 0)" (1~ P(Zy = 0)F ™)

k>1 n>a(k) m=

Hier gilt einerseits genauer

alk)-1 &
L= Y S P = 0 (- Pz, = 0

k>1 n=1 m=1

alk)-1 &
> 2. 2 pPZ=0m!

<

k>1 n=1 m=1

a(k)—1 1

< -
S 2 2 Fz,)

k>1 n=1
< Dk pek) o

k>1 e PZay1 > 0)

<k

< D k) oun

k>1 n>0

1

= — < ,

1—pn >

wobei die gemdfl Lemma 1.0.9(c) fir n < a(k) — 1 giiltige Ungleichung
P(Zagy—1 > 0) < p*®=17mp(Z, > 0)

eingegangen ist. Eine #hnliche Rechnung unter Verwendung der fiir x € [0, 1] und

j > 0 erfiillten Abschétzung

1—(1-a) < ju, (3.4.3)
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die man leicht durch Differentiation iiberpriift, zeigt andererseits

L =Y > ZkaZ =0)""Y(1 - P(Z, = 0)k™)

k>1 n>a(k)m
< ) Z Zpk (1= P(Z,=0)*"™)
k>1 n>a(k
k
< Z Z piP(Z, > 0) Z(k—m)
k>1 n>a(k) m=1
< Y pk? Y P(Zy>0)
k>1 n>a(k)
< ZpkaZu P(Z >0)
k>1 n>0 <1/k
< ﬁ < 0.

Insgesamt haben wir also
D 1A = Al <6+ I) < o0
n>1

verifiziert. O

Die soeben bewiesene Konvergenzaussage erzwingt bereits die gewiinschte schwa-
che Konvergenz, wie das folgende Korollar lehrt (O Corollary I.8.1 in [AN], Corollary
I11.1.3 in [AH] oder Satz 1.8.2 in [Als3] fiir einen klassischen Beweis):

3.4.5. Korollar. In der Situation von Satz 3.4.4 existiert fiir jedes k > 1

by == lim P(Z, = k|Z, > 0),

n—o0

und es gilt o, by = 1, d.h. die Folge (by),>1 definiert eine Wahrscheinlichkeits-

verteilung auf (N, P(IN)). Insbesondere erhalten wir
)\n i) (bk)kzl (n — OO)

Beweis. Da jedes )\, auf (IN, P(IN)) konzentriert ist, impliziert der vorangegangene

Satz in Verbindung mit der gem#fl Lemma 29.5 in [Als1] giiltigen Darstellung

20 A = At = D Pa({TH) = Aaea ({1

1>1
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die Konvergenz der Reihe

D2 ) = Al

n>1 1>1

Speziell existiert fiir jedes k£ > 1

by = Ao({k}) + lim D (A — Auot) ({£}) = lim Ay ({E}),

n— 00

und fiir den Limes b, erhalten wir

Yot = D M)+ (A=A )k}

D 3TS On — Ao ({ED)
— Y () < A () = 1,

wobei wir in (x) aufgrund der weiter oben bestitigten absoluten Konvergenz die
Summationsreihenfolge vertauschen diirfen.

Die behauptete Verteilungskonvergenz ergibt sich nun aus dem Lemma von
Scheffé (Lemma 7.3 in [Schm]). O

3.4.6. Bemerkungen. (a) Vereinbaren wir } := oo, so gilt in der Situation von

0
Korollar 3.4.5

8| =

> kb, =

k>1

< 00, (3.4.4)

d.h. der Erwartungswert von (by)>1 wird gerade durch I gegeben, wobei wei-

terhin x = lim p"P(Z, > 0) gesetzt sei. Insbesondere steht uns im Hinblick

n— 00

auf Satz 3.4.2 die Aquivalenz

> kb < 0o <= EZilog" Z; < 00

k>1

zur Verfiigung. Auf den Beweis von Gleichung (3.4.4) verzichten wir aber und

verweisen auf [Als3], Satz 1.8.2.
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(b) Man beachte, da8 wir fiir die Beweise von Satz 3.4.4 und Korollar 3.4.5 lediglich
die Voraussetzung p < 1 benotigt haben und keine Bedingungen an hohere
Momente stellen mufiten. Dies ist insofern erwidhnenswert, da Korollar 3.4.5
urspriinglich nur unter der einschrinkenden Annahme VarZ; < oo gezeigt
werden konnte (O [Yag] oder [Har], Theorem 1.9.1).

3.5 Kritische Galton-Watson-Prozesse

Wie in Kapitel 1 gesehen, gilt auch im Fall g = 1 (kritischer Fall)

lim P(Z, > 0) = 0.

n—o0
Hier ist es jedoch weniger einfach als im subkritischen Fall, die richtige Konvergenz-

geschwindigkeit zu erahnen, denn offenbar ist die einfache Abschéitzung
P(Z,>0)<pu"=1

wertlos. Dennoch kénnen wir im Fall endlicher Reproduktionsvarianz o2 die Kon-

vergenzrate ermitteln. Genauer werden wir

P(Zy > 0) ~ % (n = o0) (3.5.1)

erhalten.

Unsere Untersuchung kritischer Galton-Watson-Prozesse basiert auf folgender
Zerlegung von Zn =z, 0 T
Bei festem (j,n) € N% := {(k,1) e N*: k <[} und ¢ € T; setzen wir

foj = Zp_j O O T¢

und erinnern an die in Unterabschnitt 2.1.2 eingefiihrte Notation. Sodann definieren
wir

._ ¢ _ BVi- A

Snj = > AR AR A

n—j
CET}: C=Vj—1, (Y

Rn,j = Z /Z\gfj'

CET;: (= Vj—1,(>V;

und
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Damit gibt S,, ; die Anzahl der Nachfahren von V;_; in fn an, die keine Nachfahren
von Vj sind; R, ; beschreibt gerade die Anzahl der Nachfahren von V;_; in T\n, deren
(eindeutig bestimmter) Vorfahr in Generation j sich im groenverzerrten Galton-
Watson-Baum 7' rechts von V; befindet, d.h. grofler als V; ist.

Z\n besitzt nun offenbar die Darstellung

Zy =142 -2 =1+ S, (3.5.2)
j=1
(Teleskop-Summe), und es gilt R, ; < S, ; fiir (j,n) € NZ.

Setzen wir fiir (j,n) € N noch
A’I’L,j = {Rna] = Snaj}7

so hélt das folgende Lemma weitere fiir uns wesentliche Eigenschaften der soeben

eingefiihrten Zufallsgrofien fest:

3.5.1. Lemma. (a) Bei festem n > 1 sind die Zufallsvektoren

(Rn,h Sn,l); ) (Rn,n7 Sn,n)

stochastisch unabhdngig, speziell auch die Ereignisse Ay, ..., Apy.

(b) Es gilt ER, ; = 0%/2 € (0, 0] ((,n) € N2).

P(Zn_j41>0) .
() P(Ang) = Sl = 'y ((J,n) € N2).

(d) Bei festgehaltenem j > 1 gilt

lim E (Ry;la4,,) =0/2

n—0o0

und im Fall 0% < oo
lim £ (Rn,j]lAij) =0.

n—0o0
Beweis. (a) Es seien (a1,01),...,(an,by) € N2. Fiir I < j < n schreiben wir
abkiirzend
Mji={CEeTy: (= Vi C<Vj}

und
Njiz{cej—\}':ctv}flac>‘/j}7
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so dafl M; bzw. N; alle Kinder von V;_; enthilt, die kleiner bzw. grofier als
V; sind und sich folglich im gréfenverzerrten GWB links bzw. rechts von V;
befinden.

Auf dem Ereignis D,, := ﬂ?:_ol Li=k;, C; = m;} gilt einerseits
Vi = (mo,...,mj_) € N (1<j<n)
andererseits ergibt sich in Analogie zu Satz 2.3.5 aus unserer Konstruktion

groflenverzerrter Galton-Watson-Bédume, dafl bei festem n die Zufallsgrofien

Z$ . (1<j<mn(eMUN;)

n—j
(im Fall P(D,) = [1/=, pr. > 0) gegeben D, stochastisch unabhiingig sind
und dieselbe Verteilung I',_; := P#—i besitzen. Da fiir jedes j offenbar

{Rn; = aj, Snj =bj} = Zngj:bj_“J’ZZ{ =

CEM]‘ (GNJ‘

gilt, folgt

P (ﬁ{Rn,j = aj, Snj = bj}>
= > Hm HF D (b — ag}) - BT ({ag));

INQTLZO j=1

dabei erstreckt sich die Summation Z(Nz)n tiber alle Tupel

((m07 kO)? T (mn—lv kn—l)) S (]N2<))n

Andererseits folgt fiir 1 < j < n durch geeignete Summation

P(R j:aj,Snj:b')

n,

= > HPI V(b — ag)) - DY ({ag)) (3.5.3)

(]N2 n =0

=Y nl - B ()

1<mj_1<kj_1

und daraus durch Umordnung in der resultierenden Summe

HP = a;, S (ﬂ{R ng = 5, S bj}> ,

also die gewunschte Unabhéngigkeitsaussage.
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(b) Aus Gleichung (3.5.3) folgt

ER,; = > IP(R,;=1)

>1

SIS )

I>1 k>1 m=1

= ZmZZlF " ({13

k>1  m=11>1

= Zpk Z(k —m)EZ,

k>1 m=1 1
k(k—1
_ Zpk%
k>1
- Z

(c) Auch hier ergibt sich aus Gleichung (3.5.3)

P(An;) = P(R,;= Sy j)

) n, ),

= Y wnm (o)

(m,k) E]N2

= ZkaP(Zn_j =0)""!

k>1 m=1

= P(Zy.>0) M>ozp’“ P(Zn5=0))

k>1

1
= ka(an i1 > 0|Zl = k)
P(Z, ;> 0) k>§k>0 !

P(Zn—j41 > 0)
P(Zn,j > 0) .

(d) Der besagte Erwartungswert besitzt gemifi Gleichung (3.5.3) die Darstellung

E(Rujla,,) = le(Rn,j:l,Rn,j:sn,j)

>1

=31 > plm Yoy - )

21 (m,k) E]N2
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=Y nPZe =0 I ()

(m.k)ENZ 1>1
k
= DY nP(Zuy = 0" (k= m).
k>1 m=1

Hier konnen wir wegen P(Z,, = 0) 1 1 fiir n — oo den Satz von der monoto-
nen Konvergenz anwenden und erhalten unter Hinweis auf die in (b) gefiihrte
Rechnung

k 2

E (Rujla,,) 1 Z Zpk(k —m) = % fiir n — oo.

k>1 m=1

Im Fall 0% < oo folgt mit (b) sofort

2
B (Rujlss,) = 5 = B (Rugla,,) — 0.

3.5.2. Bemerkungen. (a) Durch ein dhnliches Vorgehen wie im Beweis von Lem-

ma 3.5.1(b) erhilt man ES, ; = 0. Auf die Rechnung verzichten wir aber, da

wir diese Aussage nicht bené6tigen.

Wie im vorangegangenen Beweis gesehen, hingen die Terme E (Rn,jll An,j) ,
P(A, ;) bzw. E (Rn,j]lA;) von (n,j) nur iiber n — j ab. Deshalb sind die im

folgenden verwendeten Schreibweisen
ﬂnfj =F (Rn,jnAn,j) )

Yn—j = P(Anj)
und
0n = B (Roglag )

sinnvoll, und Lemma 3.5.1 sichert

lim 3; = 0?/2, lim v; = 1

1—00 1—00

sowie unter der Voraussetzung o? < oo

1—00
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Bevor wir die Asymptotik (3.5.1) bestétigen kénnen, notieren wir den folgenden,

sehr einfachen Sachverhalt:

3.5.3. Lemma. Es sei (by),>1 eine konvergente Folge nichtnegativer reeller Zahlen

mit Limes b € [0, 00]. Dann gilt

1 n—1
Jim 52 b=

d.h. die Folge der Césaro-Mittel von (by)n,>1 konvergiert ebenfalls gegen b.

Beweis. Fiir den Beweis im Fall b < oo verweisen wir auf Satz 27.1 in [Heu| und
nehmen gleich b = oo an. Dann existiert zu vorgegebenem K > 0 ein ny > 1 mit

der Eigenschaft inf,>,, b, > 2K, was fiir alle n > 2n,

n
k=ng N——
>1/2

n—1 n—1

1 1 n — Ny

— b > — by > 2K > K
DIEFSIE >

impliziert. O

Damit sind wir jetzt in der Lage, fiir das folgende, im Fall 02 < oo erstmals
von Kesten, Ney und Spitzer im Jahre 1966 (O [KNS]) in dieser Allgemeinheit
bewiesene Resultat einen probabilistischen Beweis zu fiihren, geben an dieser Stelle
aber den Hinweis, daf dieses Ergebnis unter der Zusatzvorausssetzung EZ} < oo

(bzw. f"(1) < 00) erstmalig 1938 von Kolmogorov bewiesen wurde (O [Har], S. 21).

3.5.4. Satz. Im Fall p =1 und o2 € (0, 00] gilt

2
lim nP(Z, >0) = =

n—00 0'2 ’

wobei wie Ublich % := 0 vereinbart ses.
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Beweis. Bei vorgegebenem n > 1 setzen wir R, := 1 + Z?Zl R, ;. Da R, ; die
Anzahl der Individuen in fn angibt, die grofer als V;, sind und von V;_;, nicht aber
von V; abstammen, bezeichnet R,, gerade die Anzahl der Individuen in fn, die nicht

kleiner als V;, sind.'® Definieren wir
A, ={V, = minfn},

so folgt wegen R, ; < S, ; fiir jedes j < n offenbar

Ay ={Ry="Zy} = ({Ruj = Sug} =) Any (3.5.4)
j=1 j=1

und via Lemma 3.5.1 (Teleskop-Produkt)

P(4,) =[] P(Any) = % — P(Z, > 0). (3.5.5)

Die fiir k£ > 1 giiltige Rechnung

P{Z,=k¥nA,) = P(Z,=k V,=minT,)
Z Q. ([t; mint,],)

teTy: z2n (t)=k

> Q(lth)

teTy: z2n (t)=k

P(Z,=k),

—~
*
g

fiir die wir in (x) einmal mehr Vergleichslemma 3.1.6 benutzt haben, impliziert somit

die Verteilungsidentitit
P(Z, € -|A,) = P(Z, € -|Z, > 0) = A, (3.5.6)

Diese Darstellung erweist sich als hilfreich, da sie uns die Konstruktion geeigneter
Zufallsgréflen Ry erleichtert, die die Verteilung A, besitzen und somit Kopien von
Zy, gegeben Z, > 0 bilden: Bei festem n > 1 seien dazu R, ,,..., R, , stochastisch
unabhéngige Zufallsgrofen auf (2, 2(, P) mit

P(R,; €)= P(Ry; € |Ayn;) = P(Sy; € |As) (3.5.7)

10R 1 gibt also die Zahl aller Individuen in 7}, an, die sich rechts von Vj, befinden.
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fir j < n, wobei wir auf P(A,;) = 7,—; > 0 hinweisen. Dabei sei der Vektor
(R! ) ,R;w) ferner stochastisch unabhéngig von ((Rp1,Sn1),- -, (Rans San))

n,l, ..
gewihlt. Definieren wir nun
R ;= Rujla,; + Rl (3.5.8)
sowie
Ry:=1+> R (3.5.9)
j=1
so sind vermoge Lemma 3.5.1 auch die ZufallsgroBen Rj ..., Ry, stochastisch

unabhingig, und es gilt fiir £ > 1 und j < n aufgrund der getroffenen Unabhingig-

keitsannahmen zunéchst

P(R,;=k) = P({Ru;=k}nAy;)+P{R,;=k}NA)
= P({Sn; =k} N Ay )+ P(A} ) P(R, ; = k)
= (P(Any) + P(A7)) - P(Sn; = k| Any)
= P(S,,; =FklAn;)

und damit im Hinblick auf (3.5.2) und (3.5.4) weiter

PR =k = Y P(ﬁ{R:z,j:kj})

Eqyeer ki >0: j=1
ky+..4kn=k—1

- Z HP(R:;,J' = kj)

Eqyeer ykn >0:
ky+..+kn=k—1

= > TP (Sns = kilAny)
=1

Eqyeer ki >0:
ky+..4kn=k—1

_ P(Zn) S oo (An ({50 = @})

Eqyeeeskn >0
ky4etkn=k—1

1 ~
= mp(An N{Z, =k}
= P(Z, = k|A,).

Das garantiert unter Hinweis auf Gleichung (3.5.6) wie angekiindigt

P(R: €)=\, = P(Z, € | Z, > 0), (3.5.10)
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so dafl R tatsdchlich eine Kopie von Z,, gegeben Z, > 0 bildet.
Sei nun zunichst 0? < oo vorausgesetzt. Dann gilt nach Definition der Zufalls-
grofen R;, ; sowie mit Blick auf Lemma 3.5.3, Lemma 3.5.1 und die im Anschluf} an

dieses gemachten Bemerkungen

1 1
_|ERn_ERZ| < _E|Rn_RZ|
n n

1 & )
: E;Emn’j = Bl
1 & )
= 5 ; /%j (Rnj+R;) dP
= /AC . (Rn,j + R;L,j) dP
1 ) ,
T o ; (On—s + P(AL ) ER, ) (3.5.11)
< l <(5n] + wERn,j)
n j=1 Yn—j

1 n—1 1— i
== ﬁ <(5] +0'227'J>
=0 i

1 —~,;
— lim <5i + 02—%> =0,
n—00 i—00 2;

13
wobei neben der Unabhéngigkeit von R, ; und ]lA;j die Abschétzung

0.2

1 i
ER, ;< P(An;)” ER,; = s

zu beachten ist. Damit folgt jetzt
|ER:/n—0%/2| < |ER:— ER,|/n+|ER,/n—o*/2|

= o(l)+ ‘1/n+ l/nZERn,j —02/2‘
j=1

=02/2
= o(1),
wobei wie {iblich o(1) eine geeignete Nullfolge bezeichne. Daraus erhalten wir mit
Gleichung (3.5.10) aber
1  E(Z,|Z,>0) ER, o

= — — € (0
nP(Z, > 0) n n  nooo 2 € (0,00)
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und sind am Ziel.

Fiir den noch zu erledigenden Fall 02 = oo notieren wir unter Hinweis auf (3.5.8)

und (3.5.9)

R > iRn,jnAn,j

j=1
und folgern unter erneuter Benutzung von Lemma 3.5.3
1 _ER: _1 — 2

a 1 o
= > E Rn i1 L) = — j s )
nP(Z, > 0) n - n ; ( 7 A”’]) n ‘= bi oo 2

was unseren Beweis abschlieft. O

3.5.5. Bemerkung. Die im obigen Beweis gefiihrte Rechnung (3.5.11) zeigt im Fall

endlicher Reproduktionsvarianz o2 insbesondere

&—&gO (n — o0)
n n

und somit via Satz 50.8 in [Als1]

&—&iﬂ) (n — 00).
n n

Diese Tatsache werden wir im Beweis von Satz 3.5.9 verwenden, denn in Verbindung
mit dem Satz von Slutsky (Satz 36.12 in [Als1]) garantiert sie uns, daf§ Verteilungs-
konvergenz von R, /n und Verteilungskonvergenz von R /n &quivalente Bedingungen

sind (wobei die Grenzverteilungen notwendig iibereinstimmen).

In Kapitel 1 haben wir gesehen, daf} Z,, im Fall 4 = 1 fiir n — oo f.s. gegen 0
konvergiert, so daf} es naheliegend ist, nach der schwachen Konvergenz der bedingten
Verteilung von Z, gegeben Z, > 0 zu fragen. In Satz 3.5.4 haben wir aber im Fall
endlicher Reproduktionsvarianz die Aussage

no?
E(Z,|Z, > 0) ~ > (n — o0)
getroffen, d.h. die Folge (E(Z,|Z, > 0)),~, wichst linear. Somit ist es verniinftig,

Z,, mit dem Faktor n™! zu ,reskalieren“ und die Folge (k;),>0 mit

Kp = P(Zy/n € -|Z, > 0) (n >0)
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auf schwache Konvergenz zu untersuchen. Bevor wir jedoch eine positive Antwort
geben konnen, ist noch einige Vorarbeit in Gestalt der drei folgenden Lemmata
zu leisten. Das erste dieser Hilfsergebnisse beleuchtet dabei den Zusammenhang
zwischen R, und Zn : Lax gesprochen, erhilt man R,, durch Stauchung von Zn mit
einem auf (0, 1) gleichverteilten Faktor (O auch Bemerkung 3.1.7(a)).

3.5.6. Lemma. Gegeben eine beliebige von (Zn)nzg unabhdngige, R(0, 1)-verteilte
Zufallsgrofie U, haben wir fiir jedes n > 1 die Verteilungsidentitit

R, 2[U-Z,,

wobei fir x € R wie dblich [z] :== min{n € Z : n > x} gesetzt sei.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 3.5.4 gesehen, gibt R, — 1 die Anzahl der Indivi-
duen in fn an, die sich rechts von V,, befinden; insbesondere gilt R,, < Zz

Ordnen wir fiir ¢t € T mit z,(t) =p (p > 1) die Individuen in ¢, in der Form

und ziehen erneut Vergleichslemma 3.1.6 zu Rate, so folgt fiir £ > 1

P(Ry=k) = > P(Zy,=m,R,=k)

m>k

= > Y Q(Errmtel,)

m>k  t€Ty: zn(t)=m

m>k  t€T,: zn(t)=m

= Y P(Z,=m)

m>k
~ k—1 k
= ZP(Zn:m)-P(—<U§—>
m m
mZk N ~ J/
=1/m

= Plk=1<U-Z,<k)
= P([U-Z,] =k).

Da sowohl R, als auch [U - Zn] f.s. auf IN konzentriert sind, ist unser Lemma

bewiesen. m
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Das folgende Lemma beschreibt, inwiefern die Begrifflichkeiten ,, Verteilungskon-

vergenz“ und ,,GroBenverzerrung® miteinander vertréglich sind.

3.5.7. Lemma. Es seien (X,,),>0 eine Folge nichtnegativer Zufallsgrofen mit end-
lichen, positiven Erwartungswerten (om)n>o sowie ()?n)nzo eine Folge zugehoriger

grofienverzerrter Zufallsgrofien. Es gelte
X, -5 X, (n — 00).

Ist die Folge ()?n)nzo ebenfalls verteilungskonvergent mit endlichem Limes, so gilt

bereits

X, -5 X, (n — 00).

Beweis. Fiir n > 0 setzen wir zur Abkiirzung P, := P*", so daf§ ﬁn = pXa gilt
und

]3,1&]30 (n — 00)

zu zeigen ist. Die schwache Konvergenz der Folgen (P,)n>o bzw. (ﬁn)nZO impliziert
vermoge Satz 43.3 in [Alsl] deren Straffheit und weiter durch eine Adaptation des

Beweises von Lemma 3.4.1'"

M :=sup a,, < o0. (3.5.12)
n>0
Im folgenden geniigt es, ,,ﬁn s ﬁo“ fiir n — oo, d.h. die vage Konvergenz
nachzupriifen, denn im Hinblick auf Satz 43.8 in [Als1] und die Straffheit der Folge
(ﬁn)nzo ist dann bereits die schwache Konvergenz, d.h. ,,]3n N ﬁg“ fir n — oo
sichergestellt.
Zum Nachweis der vagen Konvergenz sei g : R — R eine beliebige stetige Funk-
tion mit kompaktem Tréger. Dann haben wir

lim Eg(X,) = Eg(Xo)

n—00

"Die Tatsache, daBl die ZufallsgroBen X, nicht notwendig IN-wertig sind, bereitet dabei offenbar

keine Schwierigkeiten.
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zu zeigen, wobei wir nach evtl. Zerlegung von ¢ in Positiv- und Negativteil 0.B.d.A.

g > 0 annehmen diirfen und

EX,qg(X EXyg(X
lim ng( n) _ 09( 0)

n—oo an ao

zu bestdtigen haben. Im ersten Schritt verifizieren wir dazu die Konvergenz des
Zahlers: Offenbar ist die Abbildung x — zg(z) stetig und beschrinkt, so dafi die
Verteilungskonvergenz der Folge (X},),>o tatséchlich

lim EX,g(Xn) = EXog(Xo)

n—0o0

liefert. Damit ist nur noch die Konvergenz der Erwartungswerte, d.h. lim,,_,, a, =
ap zu begriinden. Dies werden wir via Satz 50.5 in [Als1] erledigen, indem wir noch
die gleichgradige Integrierbarkeit der Folge (X,,),>o nachweisen. Dabei hilft uns die
Straffheit von (ﬁn)nzo weiter, denn sie liefert uns zu vorgegebenem ¢ > 0 ein L > 0
mit EY1
5 nd{X,>L €
s Pol(Looo) =sup =2 B2 <

und daher bei Beachtung von (3.5.12)

sup EXn]l{Xn>L} < g,
n>0

woraus ersichtlich die geforderte gleichgradige Integrierbarkeit folgt. O

Ein wichtiges Ingrediens unserer Konvergenzuntersuchung in Satz 3.5.9 bildet
die in Teil (a) des folgenden Lemmas angegebene, von der sogenannten Geddchtnis-
losigkeit (O [Alsl], Satz 31.6) unabhéngige Charakterisierung der Familie der Ex-
ponentialverteilungen, die von eigenstdndigem Interesse ist. Da wir in Abschnitt 5.2
von einer dhnlichen Charakterisierung Gebrauch machen werden, geben wir diese
in Teil (b) an. Fiir eine detaillierte Diskussion einschlieSlich analoger Aussagen fiir

mehrdimensionale Verteilungen weisen wir auf [PK] bzw. [KoSt] hin.

3.5.8. Lemma. Gegeben sei eine nichtnegative Zufallsgréfie X mit endlichem, po-
sitivem Erwartungswert v und einer zugehdrigen gréffenverzerrten Zufallsgréfie X.
Ferner seien X1, Xy stochastisch unabhingige Kopien von X sowie U eine R(0,1)-

verteilte Zufallsgrifse.
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(a) Sind U und X stochastisch unabhdngig, so sind die folgenden Aussagen dqui-

valent:

(i) X LUX.

(1) X ist exponentialverteilt.
(b) Sind U und (X1, Xs) stochastisch unabhdngig, so sind dquivalent:
(1) X erfillt die ,Fizpunktgleichung“

XLUX, +Xy). (3.5.13)

(1) X ist exponentialverteilt.

Beweis. (a) Wir bestimmen zuniichst die Laplace-Transformierte ¢* von UX:
Fiir s > 0 ergibt sich bei Beriicksichtigung der Unabhéngigkeit von U und X ,

Bemerkung 3.1.2(b), des Transformationssatzes sowie des Satzes von Fubini

90*(3) — —sUX

- //; ¢~ A(du) P (do)
_ / / 2= du PX (dx)

= (™ [ 1= PG

= (s1)7 (1 —¢(s)),
wenn ¢ die Laplace-Transformierte von X bezeichnet (beachte, dafl X und
UX f.s. nichtnegativ sind). Aufgrund der trivialen Gleichung ¢*(0) = 1 = (0)
liefert der Eindeutigkeitssatz fiir Laplace-Transformierte (Satz 42.4 in [Als1])

in Kombination mit der obigen Rechnung

XLUX ©*(s) = (s) Vs >0
= () (1—gp(s) =p(s) VYs>0

1
/v Vs >0
s+1/v

< P* =Exp(1/v),

= o(s) =
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wobei in der letzten Zeile neben dem Eindeutigkeitssatz auch die wohlbe-
kannte Tatsache eingegangen ist, dal die Laplace-Transformierte der Exp(f)-
Verteilung fiir § > 0 durch s +— % gegeben ist (O [Alsl], S. 282).

»(1)= (ii)“: In Analogie zum Beweis von Teil (a) bestimmen wir zunéchst
die Laplace-Transformierte 1) von U(X; + X5), wobei auf die Nichtnegativitét
dieser Zufallsgrofie hingewiesen sei. Da X + X, offenbar die (stetige) Laplace-

Transformierte ©? besitzt, zeigt sich fiir s > 0 durch eine #hnliche Rechnung

wie in (a)
1 1 s
:/ /esum P (d) A(du) :/ ©*(us) du = —/ ©*(u) du;
(0,1) JR 0 S Jo
(3.5.14)
bei Giiltigkeit von (3.5.13) impliziert dies
1 S
o(s) =1(s) = —/ O*(u)du Vs> 0. (3.5.15)
SJo

Da ¢ auf (0, 00) differenzierbar ist (O [Alsl], Satz 42.1), folgt

o(s) = i(/ 2(u du):——/ w) du + <p2() Vs > 0;

kombinieren wir dies mit Gleichung (3.5.15), so geniigt ¢ der Differentialglei-

chung
s¢'(s) + ¢(s) = ©*(s) Vs > 0. (3.5.16)
Betrachten wir nun die auf (0, co) strikt positive Funktion ¥ := 7‘0 so folgt
aus (3.5.16)
Vis) . —¢ls)  _ =¢'s) 1 (3.5.17)

Us)  ols) —@*(s)  —s@'s) s
Vermoge Satz I1.11.2 in [For2] erhalten wir daraus fiir ¥ eine Darstellung der

Form ¥(s) = as fiir alle s > 0 und ein geeignetes a > 0, so daf} ¢ die Gestalt

| 1 1/a
#(5) 1+¥(s) 14as s+1/a ’

2Man beachte, dafi X wegen EX > 0 nicht f.s. verschwindet und somit ¢(s) < 1 fiir jedes s > 0

gilt.
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besitzt. Unter Hinweis auf den Beweis von (a) folgt die Behauptung, wobei die
Beziehung a = v ! besteht.

,(il) = (i)“: Diese Aussage 148t sich ebenfalls durch Bestimmung der Laplace-
Transformierten von U(X; + X5) bestétigen; um aber den Zusammenhang mit
Teil (a) zu verdeutlichen, geben wir eine alternative Begriindung: Gem#if Satz
31.3 in [Alsl] ist X; + X, ['(2,1/v)-verteilt, hat also die Lebesgue-Dichte

ho(z) = (1/0)ae /0 () = 2947)

Y

wenn g, die Lebesgue-Dichte der Exponentialverteilung mit Parameter 1/v

bezeichnet. Unter Beachtung von EX = v zeigt Bemerkung 3.1.2(¢) nun
d ~
X1 + X2 - X,

so dal X; + X, ebenfalls eine Grofienverzerrung von X bildet. Vermoge (a)
sowie der Unabhéngigkeit von U und X; + X, folgt nun (i).
U

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, das angekiindigte, auf A.M.
Yaglom (O [Yag]) zuriickgehende Konvergenzresultat anzugeben (O Satz 1.9.1 in

[Als3] fiir einen analytischen Beweis):

3.5.9. Satz. Gegeben einen kritischen Galton-Watson-Prozefl (Z,)n>0 mit Repro-
duktionsvarianz o < oo, gilt fiir t > 0

lim P(Z,/n < t|Z, >0)=1—exp(—2t/c?),

n—o0

d.h. die Folge (k,)n>1 konvergiert schwach gegen die Exponentialverteilung mit Pa-

rameter 2/02.

Beweis. Zuniichst sichert uns die Voraussetzung o? < oo wegen lim,, o, FR}:/n =
o2/2 (O Beweis von Satz 3.5.4) und EZ, = EZ2/EZ, =1+ no? (O Satz 1.0.5)

* ER o2 EZ
C:=sup—=2 <00, sup—e=14+—<o0o und sup——=1+0?< o0.
n>1 T n>1 N 2 n>1 N
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Weiter liefert die Markov-Ungleichung fiir K > 0

1+ 0%/2
sup P(Ry/n > ) < 22212 g
n>1 K K—oo

und damit die Straffheit der Folge (P(R,/n € -)),>1 sowie analog die Straffheit von
(P(Zp/n € st und (kp)ns1 = (P(R5/1 € -))n>1, da wir die Verteilungsidentitiit
P(R; €)= P(Z, € +|Z, > 0) fiir n > 1 im Beweis von Satz 3.5.4 erkannt haben.
Weil offenbar auch jede Teilfolge dieser Folgen straff ist, existieren gemé&f Satz 44.4
in [Alsl] eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen (nj);>1 sowie
(0.B.d.A. auf (©2,2(, P) definierte) Zufallsgréfien A, B mit

Ry, ni —5 A, (3.5.18)
Ry, [ng = Roy/mg + (R, — Ro,) /1 45 A (3.5.19)
L0
und
Zo, /1 -5 B (3.5.20)

fiir & — oo, wobei wir auf Bemerkung 3.5.5 hinweisen. Ferner gilt fiir s > 0,n > 1

aufgrund von Gleichung (3.5.10)

> EWZn]l n<s
P(Z,/n<s) = —E{?/ =5
E(Zn]l{zn/ngsﬂZn > 0)
- E(Zu|Zy > 0)
E (Lig; <y By /)
ER:/n ’

so daB Z, /n eine Groflenverzerrung von R /n bildet. Dies liefert fiir K > 0,n > 1
insbesondere
E (Ligy jusicy Ry, /n) < € P(Zufn > K),

also im Hinblick auf die Straffheit von (P(?n/n € -))n>1 die gleichgradige Integrier-
barkeit der Folge (Rj;k/nk)k>1 , welche vermége Satz 50.5 in [Als]]

EA = lim ER /n, = 0/2 € (0,00)
k—00 k
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impliziert. Nun kénnen wir Lemma 3.5.7 (mit Xy = A, X}, = R} /n; und )?k =
Zn, /ny, fiir k > 1) anwenden und schlieBen B £ A fiir jede auf (22,2, P) definierte

GroBenverzerrung A von A und somit aufgrund von Beziehung (3.5.18)
ZoiJr - A (k= ).

Bezeichnet im folgenden U eine von A und (Zn)n21 unabhingige Zufallsgréfie mit
P(U € -) = R(0,1), so folgt unter Hinweis auf Satz 36.11 in [Als]]

U-Zn, [ —5U-A (k- o0).
Wegen

0<[U-Z,)/n=U-Zpy/n<1/n — 0

n—o0

zeigt Satz 36.12 in [Alsl] in Verbindung mit Lemma 3.5.6

Ry Jre U - Zy fri + [U - Zo, 1)1 = U - Zn, 11 =5 U - A.

50

Somit sind im Hinblick auf (3.5.18) die ZufallsgréBen A und U - A identisch verteilt,
so dafl A — wie in Lemma 3.5.8(a) gesehen — exponentialverteilt sein muf}; wobei sich
der Parameter gerade zu (EA) ™' = 2/0? ergibt.

Liegt nun irgendeine verteilungskonvergente Teilfolge (R}, /my) oy YOn (I /n),>1
vor, so liefert eine Wiederholung der obigen Argumentation fiir eine geeignete weitere
Teilfolge (R;‘nkl/mkl>

. d
Rmk,/mkz — A (I = 00)
und folglich aus Eindeutigkeitsgriinden schon
R Jmp -5 A (k= o0).

Somit besitzt jede verteilungskonvergente Teilfolge von (R} /n), ., denselben Limes,
nidmlich Exp(2/0?). Da die Folge (k,)n>1 = (P(R:/n € +)),, straff ist, impliziert
Korollar 44.5 in [Als1] nun

Kn — Exp(2/0?) (n — 00)

und damit unsere Behauptung. O
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3.5.10. Bemerkung. (a) Zur probabilistischen Interpretation des obigen Bewei-

ses 1aft sich folgendes anmerken: Die mit A bezeichnete exponentialverteilte

Grenzvariable geniigt der Verteilungsidentitét
ALUALU(A, + Ay),

wenn Aj, A, voneinander und von U unabhéingige Kopien von A sind (O Lem-

ma 3.5.8): Schreiben wir Z, in der Form
Zn =1+L,+ Rna

wobei L,, die Anzahl der Individuen links von V,, in T\n angibt, so 1afit sich A,
als (Verteilungs-)Grenzwert von L, /n und A, als (Verteilungs-)Grenzwert von

R, /n auffassen.

Die Konvergenzaussage aus Satz 3.5.9 besitzt folgende Ergénzung fiir den Fall

unendlicher Reproduktionsvarianz:

Ist 02 = 00, so gilt ceteris paribus fiir alle ¢ > 0
P(Z,/n <t|Z,>0) — 0,
n—oo

d.h. gegeben Z,, > 0 konvergiert 7, /n nach Wahrscheinlichkeit gegen unend-
lich. Da sich der Beweis von Satz 3.5.9 aber nicht ohne weiteres auf diese

Situation iibertragen lafit, verweisen wir auf [Sla].



Kapitel 4
Die Beweismethode von J. Geiger

In diesem Kapitel wird ein anderer methodischer Zugang zu klassischen bedingten
Grenzwertaussagen fiir kritische und subkritische GWP vorgestellt. Dieser Ansatz
wurde von J. Geiger entwickelt, dessen Darstellung in [Geil] wir daher als Grundlage
fiir unsere Ausfiihrungen heranziehen, und basiert auf der zentralen Idee, rekursiv

eine Folge zufilliger Baume (7"),>¢ zu konstruieren, die einerseits der Bedingung
P(T"€-)=P(T € |z,0T >0) (n >0)

geniigt, andererseits aber eine geeignete Abhangigkeitsstruktur besitzt, die wir uns
beim Grenziibergang n — oo fiir die angestrebten Konvergenzaussagen zunutze
machen konnen. Die Tatsache, dafl in der klassischen Theorie der Galton-Watson-
Prozesse bedingte Grenzwertsitze fast ausschlieBlich im Fall g < 1 (d.h. ¢ = 1 bei
Beachtung von Generalvoraussetzung 1.0.6) eine Rolle spielen, fiihrt zur folgenden
inhaltlichen Eingrenzung unserer Darstellung: Da die Folge (P(Z,, > 0)),>o im Fall
p > 1 den Limes 1 — ¢ > 0 besitzt, ist das Bedingen von Z,, unter {Z, > 0} nur
von marginalem Interesse, so dafl wir uns auf kritische und subkritische GWP kon-
zentrieren, obwohl die Konstruktion der Folge (7™),>¢ auch im Fall x> 1 méglich

ist.
Es sei also fiir den Rest dieses Kapitels
0<u<l

vorausgesetzt.
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4.1 Eine niitzliche Folge zufilliger Bidume

Wie bereits erwdhnt, mochten wir in diesem Kapitel im Fall ;4 < 1 die bedingte
Verteilung von T gegeben z, o T fiir n — oo untersuchen. Dazu schicken wir als
erstes die folgende Warnung voraus: Im gewthnlichen GWP (Z,,),>¢ und somit im
gewohnlichen GWB T pflanzen sich die realisierten Individuen unabhénig voneinan-
der und zeitlich homogen fort. Von dieser Tatsache haben wir bisher — insbesondere
in Gestalt von Satz 2.3.5 — erheblichen Gebrauch gemacht, aber diese dem Prozef}
(Zn)n>0 immanente Unabhéngigkeitseigenschaft geht beim Bedingen unter Z, > 0
offenbar ebenso wie die zeitliche Homogenitéit verloren: Besteht etwa die Genera-
tion n — 1 aus k Individuen, wobei die ersten k£ — 1 Individuen keine Nachfahren
hervorbringen, so muf} das k-te Individuum offenbar mindestens einen Nachfahren
generieren, um die Bedingung Z,, > 0 zu erfiillen. Insbesondere ist zunéchst kein
Analogon zu Satz 2.3.5 in Sicht.

Erfolgreich ist nun aber folgender Ansatz: Wir bedingen nicht nur unter 7, > 0,
sondern interessieren uns auch fiir das kleinste Individuum in der ersten Generation
Ty, das Nachkommen in Generation n hat. Dieses haben wir bereits im Beweis von
Satz 3.4.2 beriicksichtigt und mit &, bezeichnet.

In der Tat bringt das folgende Lemma den Stein ins Rollen, wobei wir fiir n > 0

zur Abkiirzung
Q,:=P(Tec-|Z,>0)
und

n

definieren sowie an ¢, = P(Z, > 0)/P(Zy4+1 > 0) erinnern. Anschaulich wird der
auf Mindesthohe n bedingte GWB im Individuum &, ,,zerségt*.

4.1.1. Lemma. Gegeben n > 0 und k > 57 > 1 mit pp > 0, gelten die folgenden

Aussagen (wobei wir im Falln =0 nur j =1 zulassen):

(a)

P(éns1 =4, 2y = k|Zpiq > 0) = cupp P(Z, = 0)771. (4.1.1)
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(b) Gegeben {01 = j, Z1 = k}, sind die von den Individuen der ersten Gene-
ration erzeugten Teilbaume T(1),... ,T(k) stochastisch unabhdngig mit den
Verteilungen

oo falls1 <i<j—1,

n’

P(T(i) € |61 =7,21=k)=4Q,, fallsi=j,

Q, falsj+1<i<k.

(c) Ist t € T mit z,(t) = k sowie l > 1, so gilt ferner

P(T € [th1Z = kot = ) = Qul(t)-0) [T Q@) TT Qt(ih-v).

Beweis. (a) ergibt sich unter Verwendung von Satz 2.3.5 und der Notation aus

dem Beweis von Satz 3.4.2 aus der Identitit

P(Zl = k,§n+1 = j, Zn+1 > 0) = ka(Zn(Z) =0fir:i < j, Zn(.]) > 0|Zl = k‘)
= pP(Z, =0)"'P(Z, > 0)

und anschlieBender Division durch P(Z,., > 0).
(b) Wir notieren zunéchst, daf mit p; offenbar auch
P(Zy =k, &1 = J) = peP(Z, =0) "' P(Z, > 0) > 0
ist (wobei n = 0 offenbar j = 1 impliziert). Mit B, := z,'({0}) fiir n > 0 folgt

fiir beliebige, aber feste Aq,..., Ay € T zunichst

ﬂ{T(l) c Ay nN{Z =k, 6 =3}

= {Zi =k T(j) € A, B} ﬂﬁ{T(i) € A;N By}

=1

n () {76) € A}

i=j+1
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und dann mit Satz 2.3.5 und Teil (a)

P (ﬂ{T(z) € Ay {Zy =k, &ny1 = ]}>

j—1 k
=pP(T e 4;nB;) [[P(TeAnB,)- [[ P(T €4,
i=1 i=j+1

also nach Division durch pyP(Z, > 0)P(Z, = 0)’~! (nur im Fall j = 1, falls
n=0)

P (ﬂ‘{T(i) € Ait\Z1 =k, np1 = j) = Qu(4;) - ﬁQ%(Ai) : H Q(A;).

(4.1.3)

Setzen wir nun A; = T fiir geeignete i € {1,...,k}, so folgt aus (4.1.3)

zundchst die Verteilungsaussage und damit auch die Unabhéngigkeit.
Setzen wir A; := [t(i)]; 1 fir 1 <i <k, so erhalten wir
k
{T elth}={Z=k}n[{T(i) € A}
i=1

und die Behauptung durch Wiederholung der Rechnung aus Beweisteil (b).
U

Wir haben also gesehen, dafl durch Bedingen unter (71, &,,1) die Teilbdume von

T wieder unabhéngig werden. Dabei generieren die Individuen links von &, einen
unter Aussterben bis zum Zeitpunkt n bedingten GWB, &, .1 bildet die Wurzel

eines auf Mindesthohe n bedingten GWB, wihrend die Individuen rechts von &,
die Urahnen unbedingter GWB sind.

Lemma 4.1.1 legt nun folgende Konstruktion nahe, wobei natiirlich der Tatsache,

daf die Teilbdume nach Bedingen verschiedene Verteilungen besitzen, Rechenschaft

zu leisten ist:
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4.1.2. Konstruktion. Gegeben seien unabhiingige, auf (Q,2(, P) definierte Fami-

lien ((Mn, Np))ns1, (T™)nis0 und (T™"),>0,>1 unabhingiger Zufallsvariablen mit

folgenden Verteilungen:

(i) Fiir n,7 > 0 sei 7™ eine Kopie von T, d.h. ein gewhnlicher GWB mit Repro-
duktionsverteilung (p;);>o und Verteilung P(T™" € -) = Q.

(ii) Fiir n > 0,4 > 1 besitze T™ die Verteilung

P(T €Z,=0), fallsn>1,
(5{(@)}, falls n = 0,

d.h. T™ beschreibe im Fall n > 1 die Entwicklung eines GWP, der bis zum

Zeitpunkt n ausgestorben ist.
(iii) Firn > 1und 1 < j <k < oo gelte
P(Mn = ja Nn - k) = Cnflka(anl = O)jila

d.h. (M,, N,,) besitze fiir n > 1 die bedingte Verteilung von (&,, Z;) gegeben
Zn > 0.

Sodann definieren wir induktiv eine Folge zufilliger Baume (7"),>0: Wir setzen
70 . 00

so dal T einen gewdhnlichen GWB bildet. Nehmen wir fiir n > 1 nun 77! als
konstruiert an, so bezeichne 7" den offenkundig eindeutig bestimmten zufélligen,

lokal endlichen Baum mit den folgenden Eigenschaften:
o 2 0T" = Ny

e 7" besitzt die folgenden Teilbaume:

Tn-14, falls 1 < i < M, — 1,

T"(e) =771, falls i = M,,

Tr=bi=Mn  falls M, < i < N,.

\
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T N T L
T e ] (,A,[,I) ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, My =2,N, =3
o)
(M, My
T e N NQ My =2,N; =4
< ) == (o>
(2 < A T * W My =3,Ny =5

(My, My, My, M, M, = 1N,
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, - M= 1=2

o»

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung von 7*. Hier bezeichnet GW einen
gewohnlichen GWB sowie GW (i) einen auf Aussterben bis zum Zeit-
punkt i bedingten GWB, und fiir 0 < 7 < 3 Lift sich 7° mit dem in

(My, ..., M;,1) verwurzelten Teilbaum von 7% identifizieren.

Verbal 148t sich die soeben vorgenommene Konstruktion wie folgt beschreiben:
Wir beginnen mit einem gewdhnlichen GWB T°. Zum Zeitpunkt n > 1 geschieht
dann induktiv folgendes: Anhand des Zufallsvektors (A, N,,) wird zum einen die
Grofle der ersten Generation des lokal endlichen Baumes 7" , ausgewtirfelt”, ande-
rerseits wird unter diesen N,, Individuen eines besonders ausgezeichnet, ndmlich das
Individuum M,,. Dieses griindet nun seinerseits einen Stammbaum, der (nach ge-
eigneter Umbenennung der Individuen) mit 7"~! iibereinstimmt. Analog generieren
die Individuen s fiir 7 < M,, einen eigenen Stammbaum, der nach Shiften mit T”*I”',
einem unter Aussterben bis zum Zeitpunkt n — 1 bedingten GWB iibereinstimmt;

fiir ¢ > M,, generieren sie einen gewohnlichen, unbedingten GWB.

Daneben ist noch eine andere Sichtweise von Interesse: Nehmen wir 7"~! als kon-
struiert an, so bekommt der Urahn von 7" ! N,,—1 Geschwister, davon M,,—1 zu sei-
ner Linken und N,,— M, zu seiner Rechten (man beachte, daf wir fiir den Moment die

zeitliche Abfolge der Generationen umkehren), die ihrerseits unabhingige Verzwei-
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gungsbiume griinden.! Diese N, Individuen bilden somit die erste Generation von
7", und dabei ist M,, das kleinste Individuum in dieser, das Nachfahren in 7" hat.?
Daher ist es sinnvoll zu sagen, 7" sei entlang der ,Ahnenlinie“ des kleinsten Indivi-
duums in 7" aufgebaut worden; dieses ergibt sich induktiv zu (M,, ..., M;) € N".

Ferner weisen wir auf die grundlegende Asymmetrie beziiglich dieser Ahnenli-
nie hin, denn links befinden sich auf Aussterben bedingte, rechts aber unbedingte

Teilbdume.

Wie auch die obige Abbildung 4.1 bestiitigt, bildet fiir 0 < k < n der Baum T*

einen Teilbaum von 7", der von

(Mna Mn—la s 7Mk)+1) € 7;;,n_k; - INn_k

" v

:=(0), falls k=n

gegriindet wird. Ferner bildet genau dieses Individuum (M, M,,_1,... , Mg.1) (bei
festem n) das kleinste Individuum in 7" ., der (n — k)-ten Generation von 7", das
einen Nachfahren in 7, besitzt. Dies werden wir spéter im Rahmen von Satz 4.3.3
bei der Untersuchung des grofiten gemeinsamen Vorfahren aller Individuen in 7"

verwenden.

Offenbar liefert uns 7" fiir jedes n > 0 eine Abbildung mit Werten in T. Im
folgenden Lemma identifizieren wir zum einen 7" fiir jedes n als A-T-mefibare Ab-
bildung, zum anderen zeigt sich, da} 7™ nicht nur Mindesthdhe n besitzt, sondern

tatsdchlich eine Kopie von 7" gegeben Z,, > 0 ist.
4.1.3. Lemma. FEs sein > 0.

(a) Die Abbildung T" ist A-T-mefbar.

(b) Es gilt P(T" € ) = P(T € -|Z, > 0) = Q..

Beweis. (a) Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach n: Da T° einen
gewohnlichen Galton-Watson-Baum bildet, ist fiir n = 0 nichts zu zeigen. Neh-

men wir fiir n > 1 jetzt 7" ! als mefibar an, so gilt fiir t € T mit k := 2, (¢)

!Links auf Aussterben bis zur Generation n — 1 bedingte, rechts unbedingte.
2Denn induktiv folgt H(T™) > m fiir m > 1.
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und [ >1
{T" e [t],} = Z{M =4, N, _k}mﬂ{T" ti@)) iy e, (4.1.4)

denn gemiB Konstruktion 4.1.2 gilt 7"(j) = 7" auf {M,, = j}, und laut
Induktionsvoraussetzung ist neben (M, N,,), (T”’l’i)izl und (7" *%);5; auch
T ! A-%- meBbar. Da & = {[t]; : t € T,1 > 1} U {0, T} gemiB (2.2.2) einen
(sogar N-stabilen) Erzeuger von T bildet, folgt die Behauptung.

Wiederum fithren wir eine Induktion nach n, wobei der Induktionsanfang tri-
vial ist. Es sei also gleich n > 1 und die Behauptung fiir 7"~! bewiesen. Fiir
den Induktionsschritt notieren wir zunichst, da§ 77! konstruktionsgemis of-
fenbar stochastisch unabhiingig von (M, N,), (T )51 und (T™ )5y ist.
Daher ergibt sich fiir ¢ € T mit z,(t) > 0, k := z;(t) sowiel > 1und 1 < j <k
(wobei im Fall n — 1 = 0 wieder nur j = 1 zugelassen sei) unter Verwendung

des Beweises von (a)

<{M =J, No =k} N ﬂ{Tn (')]Z—1}>

= P = 0P ) ) T Qe () TT Qo))
2 e (o = 07 Q)0 TT @ () TT @l

2 P& =4, 2 = k|Zy > 0)- P(T € [t]|6n = §, Z1 = k)
P(T € [t & = j1Zu > 0), (4.1.5)

da z(t) = k und z,(¢t) > 0. Hier ist in (x) die Induktionsvoraussetzung sowie
n (o) (4.1.1) und (4.1.2) eingegangen. Dies ist die Behauptung im Fall n = 1
(und somit j = 1). Im Fall n > 1 folgt aus (4.1.5) durch Summation {iber j

unter Hinweis auf Gleichung (4.1.4) wie gewiinscht
P(T" € [th) = P(T € [t|Z, > 0),
und im noch zu erledigenden Fall z,(¢) = 0 gilt wegen H o T™ > n offenkundig

P(T" € [t],) =0= P(T € [t];|Z, > 0),
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so daf die Wahrscheinlichkeitsmafie P(7™ € -) und Q,, auf £ iibereinstimmen.
Da & N-stabil ist, folgt daraus die Behauptung.

O
Fiir unsere weiteren Untersuchungen setzen wir Z) := 1 sowie fiirn > 0,7 > 1
Zng = zaoT™,
ATL+1 = Nn+1 — MTL+1 (416)
. _ An+1
und Lni1 = Zn+ Z -
i=1

Dann bilden (Ay,)y>1, (Zn,i)n>0,i>1 unabhéngige Familien unabhéngiger Zufallsgrofien,

wobei fiir jedes (n,i) € Ny x IN
Zni L 7, (4.1.7)

gilt und A, ,; die Anzahl der Individuen rechts von (M,,;) in 7;"**, der ersten

Generation von 7"*!, angibt.

Wie sich im folgenden Lemma herausstellt, kénnen wir die bedingten Verteilun-

gen von Z, gegeben Z, > 0 mittels Zn explizit simulieren:
4.1.4. Lemma. Fir jedes n > 0 besteht die Verteilungsidentitdt

Ao = P(Z, € |Z, > 0) = P?.

Beweis. Wir zeigen per Induktion nach n die Identitit

Ly = z2p0 T
Diese impliziert dann fiir £ > 1 via Lemma 4.1.3(b) sofort
P(Zy=k) = > P(T" €[t

tETy: 2n (t)=k

— Y P(T € [t]a|Z, > 0)
tETy: 2n (t)=k

= P(Z,=k|Z,>0),
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also das Verlangte.
Fiir n = 0 gilt offenbar Z) =1 = 2,07°. Nehmen wir nun an, daf} die Behauptung

fiir ein beliebiges, aber festes n > 0 bewiesen sei, so erhalten wir

Apt1 ) Npy1—Mn41 (0)
= ~ * o (dx 1
Zn+1 == Zn + E Zn’i — Zp © Tn —|— E Zn © Tn,l — Zn+1 (@) Tn+ ,
i=1 i=1

wobei wir in (%) von der Induktionsvoraussetzung sowie in (xx) von der konstrukti-
onsbedingten Tatsache Gebrauch gemacht haben, dafl die Elemente der Generation
n + 1 von 7" entweder (verschobene) Elemente der Generation n von 7" oder
(verschobene) Elemente der Generation n eines Galton-Watson-Baums 7™ sind
(1<i<Apy). O

4.1.5. Bemerkungen. (a) Die vorgenommene Konstruktion erweist sich als sehr
niitzlich, da fiir n > 0 die bedingten Verteilungen \,, explizit durch die Zufalls-
grofien Z, simuliert werden konnen. Ein erheblicher Teil der folgenden Beweise
wird daher in elementare Rechnungen in Bezug auf (Zn)nZO miinden, so daf
wir auf die Konstruktion der Baumfolge (7™),>¢ kaum noch zuriickgreifen

miissen.

(b) Da die ZufallsgroBen Z, und S 2+t 7, i offenbar stochastisch unabhiingig sind,
zeigt Lemma 4.1.4 in Verbindung mit Gleichung (4.1.7), daf sich A,.;, die
bedingte Verteilung von Z,; gegeben Z,.; > 0, als Faltung von A, mit der
Verteilung einer zufélligen Summe unabhéngiger Kopien von Z,, auffassen 1af3t.
Induktiv folgt aus (4.1.6) fiir n > 0

n  Aj

Zn - ]. —|— ZZ Zj—i,i7

j=1 i=1

so daf3 A\, eine Darstellung der Form

Anzp<1+2@j c )
7j=1

besitzt, wobei die ®; unabhingige Zufallssummen unabhéngiger Kopien von
Z;_; sind.
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(c) Offenbar ist die Folge (Zn)nzo monoton wachsend. Daraus ergibt sich unmit-

telbar die Monotonie der Folge

(EZu)uzo = (B(Za|Zu > 0))uz0 = (ﬁ) .

(O Satz 3.4.2).

Weitere elementare, spéter benotigte Eigenschaften der soeben eingefiihrten Zu-

fallsgroflen hélt das folgende Lemma fest:

4.1.6. Lemma. Fir n > 1 gelten die folgenden Aussagen:

(a) P(Ap=k)=c,1 Y., piP(Z, 1 =0)y"¢D  (k>0).

>k+1

(b) Bezeichnet Ay, eine auf (2,2, P) definierte Zufallsgrifie mit

PBw=k=p" S p  (k20),

>kt
so gilt A, BN Ay fiir m — oo, d.h.

nll_r)réo P(A,, =k)=P(Ay =k) (k> 0).
Auferdem ist fiir jedes k > 0 die Abschdtzung

P(A, = k) < coP(Aw = k)

erfillt.

< oo.
=

Im Fall p =1 gilt ferner EA, = 02 /2.

(d) E(Zy — Zy_1) = " LEA,,.
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Beweis. (a) Offenkundig gilt fiir £ > 0

P(Ay=k) = > P(My=j—kN,=j)
i>k+1
= Cp—1 Z ij(Zn—l = O)j_k_l.
j>k+1

(b) p < 1 impliziert P(Z,, = 0) 1 1 fiir m — oo; wegen lim,, o ¢, = p~" liefert
der Satz von der monotonen Konvergenz also

P(Am = k) = Cm—1 Z ij(Zm—l = 0)j7(k+1) n;;o /,Lil Z pj'

j>k+1 j>k+1
Das Lemma von Scheffé (Lemma (7.3) in [Schm]) garantiert uns nun die Verteilungs-
konvergenz, und da die Folge (¢,),>0 geméB Lemma 1.0.9 monoton fallend ist, ist
die zweite Aussage evident.
(c) Wiederum impliziert der Satz von der monotonen Konvergenz

I ) MO WCAELI

k>0 j>k+1

Pl D DUD DR

k>0 j>k+1

j—1
= u ij Z k
k=0

jz1

)

=2

und im Fall 4 = 1 stimmt der letzte Term offenbar mit 02/2 iiberein.
(d) Eine einfache Zerlegung zeigt

l

E(Zn — Zn,l) = FE Z Tia,=n Z Zn—1,

I>1 i=1

[
= Y PA =1 EZy;
=1

>1
:lﬂ‘"71

— Mn_lEAn;

wobei wir den Satz von der monotonen Konvergenz sowie die Unabhéngigkeit von

A, und (Z,_1,;)i>1 verwendet haben. O
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4.1.7. Bemerkungen. (i) Wegen

(iii)

Z/fl Z pj:/,L_IZP(ZI >k)=1

k>0 F>k+1 k>0

(O Formel (A.9) auf S. 115 in [Als1]), liegt in Teil (b) des soeben bewiesenen

Lemmas tatséichlich eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (INy, P(INg)) vor.

Die Folge ((Mpy, Ny))n>1 ist ebenfalls verteilungskonvergent: Fir 1 < j < k
gilt
llm P(Mn :j, NTL = k) — /,Lilpk — P(OU :j, ZO —= k),

n—oo
ergo

(Mo, N,) =% (Co, Lo)  (n — ),

so daf ein enger asymptotischer Zusammenhang zu den in Kapitel 3 ausfiihrlich

untersuchten groflenverzerrten GWB besteht.

Auflerdem bildet offenbar A, eine Kopie von Lo — Co, d.h.
Aoo g Z0 - OU;

so daf wir A als Anzahl der Individuen in T} interpretieren kénnen, welche

sich zur Rechten der Riickgratkomponente V; befinden.

Unter der Voraussetzung 0 < py < 1 148t sich durch ein zu Konstruktion 4.1.2

dhnliches Verfahren eine Folge (7™),>o mit
P(T" €)= P(T € |HoT =n) = P(T € +|2,0T > 0, z,10T = 0) (n>0)

gewinnen. J. Geiger und G. Kersting (O [GK]) beweisen auf diesem Wege

Grenzwertsitze fiir die Folge (Z,,)n>0, gegeben durch
Zy i =z2p0T" (n >0).

Anschaulich bildet 7™ einen auf Héhe n bedingten GWB, und Z, gibt die

Grofie der letzten (nicht leeren) Generation an.
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4.2 Subkritische Galton-Watson-Prozesse

Nach den Vorarbeiten in Abschnitt 4.1 kénnen wir nun neue Beweise fiir bereits in
Abschnitt 3.4 hergeleitete Aussagen iiber subkritische GWP angeben.

Unser erstes Ergebnis bildet dabei eine Verschirfung von Satz 3.4.4.

4.2.1. Satz. Im Fall p <1 gilt

P(Zy < 00) = 1.

Beweis. Aufgrund der Monotonie der Folge (Z,),>o und der Tatsache, daf jedes

Z, fs. INo-wertig ist, geniigt es unter Riickgriff auf das Lemma von Borel-Cantelli,
> P(Zyiy > Zy) < 00
n>0

nachzuweisen. Beachten wir in Anlehnung an den Beweis von Satz 3.4.4 die fiir

xz € [0,1] und j > 1 giiltige Ungleichung
1—(1—2) < (jo) Al

sowie die Unabhingigkeit der auftretenden Zufallsgrofien, so erhalten wir

An+1

P(Zyr > Zy) = P (Z Zpi > 0)
i=1
k
= Yp (An+1 =k Y Zni> 0)
=1

k>1
k
= ) P(Ap=k) (1 . (Z Ti = 0))
k>1 i=1
= ) P(Ap=k)(1— P(Z, =0)")
k>1
< Y P(App = k)(LA (kP(Zy > 0))).
k>1
Schreiben wir A := {(n,k) € N*: P(Z, > 0) < 1/k} und B := IN? \ A, so erhalten
wir die Abschitzung
ZP(ZR-H > Zn) <L+

n>1
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mit

Ii:i= Y P(Any =k)kP(Z, > 0)

(n,k)eA

und

_[2 = Z P(An+1 = k')

(n,k)EB

Um zunéchst I; < oo nachzuweisen, verwenden wir fiir £ > 1 wieder die Notation

und schlieBen wegen P(A,.1 = k) < ¢oP(Ax

a(k)zinf{lZl;P(Zl>0)<%}

P(Zpiam) > 0) < " P(Zoky > 0) (0 Lemma 1.0.9(c)) durch Umordnen

=k

) (O Lemma 4.1.6(b)) und

L = ZZP Any1 = k)kP(Z, > 0)
k>1 n>a(k
< Y P(As=k) kZP n+a()>0)
k21 "2 U P (Zg 1y >0)
< @Y P(Dw=k)kP(Zogy > 0)> "
k>1 %’_/wo
S DG
S
Zur Untersuchung von I, setzen wir 3(n) := LP(Z}»O)J fiir n > 1 und erhalten

mittels geeigneter Umordnungen

Y PAui=k)

I,

IN

INE

>
INX
X

(n,k)EB

COZZ Zp] Z—Ojk1

n>1 k>B(n)

@) Z

n>1 j>B(n

j>k+1
7j—1
Dj P ] k—1
=B(n) J
S o=
P
P(Z, > 0)
b
P(Z, > 0)
Dj a(j)—1-n
I
(Za(]) 1> 0)
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1
< ; n
S O Zp] P(Za(j)fl N 0) Z/‘L
j>1 N - _n>0
<J
Co .
< =D ip
Hos
_ HCo < 00
L—p

Dabei ist zur Begriindung von (%) die Implikation

1
<j=P(Z,>0)>-=n<a())

R e j

zu beachten. Ferner gilt gemifi Lemma 1.0.9 fiir n < «(j) — 1 die Ungleichung
P(Zajy—1 > 0) < P(Z, > 0)pe) -1,

die (xx) rechtfertigt.

Insgesamt haben wir also

ZP(Zn+1>Zn)§1+[1+[2<OO

n>0

gezeigt. O

4.2.2. Bemerkung. Der Beweis von Satz 4.2.1 vereinfacht sich erheblich, wenn wir
die quadratische Integrierbarkeit von 7, d.h. 2@1 k*py < oo voraussetzen. Dann
gilt ndmlich gemifl Lemma 4.1.6(c)

lim FA, = FA, < o0,

n—o0

so dafl wir insbesondere C' = sup,,»; EA, < oo und weiter mit Lemma 4.1.6, der
Darstellung
o= Jim B =1+ B B

und dem Satz von der monotonen Konvergenz

~ = = C
Ezoo:1+ZE(Zn—Zn,1):1+Z,/HEAng1+1—<oo

n>1 n>1 —H

erhalten, was die f.s. Endlichkeit von Zoo impliziert.
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Die Bestitigung, dafl Satz 4.2.1 in der Tat eine Verschirfung von Satz 3.4.4
darstellt, bildet den Inhalt der folgenden

4.2.3. Bemerkung. Mit Satz 4.2.1 ergibt sich sehr leicht erneut Satz 3.4.4, weil
unter Riickgriff auf die dort benutzte Kopplungsungleichung

Yol A= €D P(Zn# Zaa) =Y P20 > Zya) < o0

n>1 n>1 n>1

folgt.

Als nichstes streben wir einen alternativen Beweis von Satz 3.4.2 an. Dazu

benétigen wir u.a. das folgende

4.2.4. Lemma. (a) Gegeben eine monoton wachsende Folge (V,,)n>0 positiver re-

eller Zahlen mit Limes 9 < oo, gilt die Aquivalenz

ﬁ<oo<z>zw<oo.
n>0 n

(b) Fir0<y<1undj>1istdie Ungleichung

erfillt.

Beweis. (a) Unter Verwendung der Monotonie der Folge (9,),>0 und der Unglei-
chung logx < x — 1 fiir x > 0 erhalten wir fiir n > 0

ﬁn+1 < 19n+1 1= 19n+1 - ﬁn < 19n+1 - 1971,
Y, — U, U - Yy

log ¥,+1 — log ¥, = log

und damit bei Beachtung der Konvention logoo := lim, ., logx = oo durch
Summation iiber n

L=V _ 0=V

log ) — log o = S (05 s — log ) < 3 L= < U2
n 0

n>0 n>0

Dies zeigt offenkundig die Behauptung.
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(b) Wir halten y € [0,1] fest und fiihren eine Induktion nach j: Fir j = 1 ist
offenbar nichts zu zeigen, so dal wir gleich zum Induktionsschritt iibergehen
konnen. Dazu nehmen wir an, dafl die Behauptung fiir ein beliebiges, aber

festes 7 > 1 bewiesen sei. Zu zeigen ist nun die Ungleichung

welche aber durch die Rechnung

§ o1&, 1,
J k — J - k - k J g
(0 L 13~ , j
k - k J
=D SIS SRS
k=0 k=0
j—1
> Zk by i
= Yy 2y 2?J
k=0
J
- S
k=0

bestétigt wird, wobei in (x) die Induktionsvoraussetzung eingegangen ist.
]

Das néchste Hilfsresultat bestimmt die Asymptotik der Folge («(j));j>1, wobei
an a(j) =min{n > 1: P(Z, > 0) < 1/j} erinnert sei.

4.2.5. Lemma. Es existieren Konstanten v,v* € (0,00), derart daf fir jedes j > 2

vlogj < a(j) < 7" logj. (4.2.1)

Beweis. Fiir n > 0 haben wir in Lemma 1.0.9 die Ungleichung
(1—po)" < P(Zy>0) < "

aufgestellt. Setzen wir fiir j > 1und 0 <6 < 1

log j

as(7) :=min{n >1:6" < 1/j} =1+ L_10g5

|em
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so impliziert obige Ungleichung ersichtlich

a1py (1) < ald) < au(d)
und damit fiir 7 > 2 und geeignete v,v* € (0, c0)

_logj
log 11

log j )J = oo (J) < a(f) < aulf) =1+ L

_ < ~v*log].
log(1 — po J_fy 8J

vlogjleﬂ—

O

Damit kénnen wir jetzt Satz 3.4.2 neu beweisen, wobei wir uns allerdings nur

um die folgende ,,abgespeckte® Version kiimmern:

4.2.6. Satz. Gegeben einen GWP (Z,,),>o mit Reproduktionsmittel pp < 1, sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) sup E(Z,|Z, > 0) = sup EZ, < o
n>0

n>0

(ZZ) EZ 10g+ 71 < 00.

Beweis. Aufgrund der Identitit FZ,, = SUP, >0 EZ,, die sich durch Anwendung des

Satzes von der monotonen Konvergenz bestitigen 1i8t, geniigt es, die Aquivalenz
EZy < 00 <= EZlog" Z) < 0o (4.2.2)

nachzuweisen. Dazu wenden wir Lemma, 4.2.4 auf 9, = EZL und ¥ = EZ,O an und

erhalten wegen FE(Z,1 — Zn) = FZ,EA,;; (0O Lemma 4.1.6(d)) sowie EZ, =
E(Z,|Z, > 0) die Aquivalenz

~ E(Zpi1 — Zn
EZy <00+ B = 2Zn) _ > EA 1 P(Zy,>0) < oo. (4.2.3)

n>0 EZ” n>0
Fiir den Nachweis von (4.2.2) setzen wir zunéchst EZ; log™ 7, = Y p;jlogj < oo

Jj>1
voraus und erhalten fiir n > 0 unter Hinweis auf Lemma 4.1.6

EAny1 = o Z k ij-l-lP(Zn =0)*
k>1 >k
J
co Y Pis1 Y kP(Zy=0y7"

§>1 k=1

IN
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= @Y P 3~ BP(Z = 0)

>1 k=0
< ¢ Z]pyﬂ Z P(Z
j>1
JPjs1 j
- COZ ZJ+>0 1 - P(Z, =0)")

und damit weiter

> P(Zy>0)EA 1 < Y Y jpjsi(l = P(Z, =0)))

n>0 n>0 j>1
a(j)-1 ‘
= @Y _jpjs ¥, (1= P(Z,=0))

i>1 n=0

-~

*
1

+co Y jpjs1 Y, (1= P(Z,=0)).

jz1 n>a(j)
N

S

i1
Zuerst wird mit Ungleichung (3.4.3) und Lemma 1.0.9(c) gezeigt, daf I; endlich

ist:

I =Y jpi Y (1= P(Z,=0))

J=1 n>a(j)
< D ipia Y JP(Zu>0)
jz1 n>a(j)
= Zj2pj+lzp(zn+a(j) > 0)
i>1 n>0
< Y P JP(Zay > 0) Y p”
>1 ﬁ'—’wo
1 .
< 1T-. (J+ pjn
J=1
< _r < 00.
l—p

Die Endlichkeit von I ergibt sich mittels der Abschétzung

a(j)-1
I = Y ipin Y, (1=P(Z,=0)))
n=0

i>1

< ijj-i-la(j)

jz1
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INE

P2+ Y ipjs17 log
j>2

p2 + *y*EZI 10g+ 71 < o0,

IN

wobei wir fiir (x) Lemma 4.2.4 herangezogen und (1) = 1 benutzt haben. Insgesamt

haben wir damit also

> P(Z, > 0)EA, < co(I} +I3) < 00

n>0

und dadurch unter Hinweis auf Aquivalenz (4.2.3) EZ, < oo nachgewiesen.
Fiir die umgekehrte Implikation nehmen wir EZX, < oo an. Eine analoge Rech-

nung unter Verwendung von Lemma 1.0.9 und Lemma 4.2.4(b) zeigt

EATL+1 = ankzp]+lp(zn = O)jik

E>1 5>k
J
S AP0
i>1 k=1
j—1 j—1
S YN 6 SECUES SINEARTY
i>1 k=0 k=0

v

p! ;pm (j - %) ;P(Zn =0
= (2u)* ijﬂ(j +1) (1 _pr(nZT;:O)O)J>

i>1

Weiter fiihren uns die Aquivalenz (4.2.3) und Lemma 4.2.5 zu

© > Y P(Zy>0)EAu+

> 07 Y i 1) (1 - P2, =0))
o afi)-1
> 0 a1 S (1 Pz~ 0)

> 207" ) piai+Da() [ 1-  max  (P(Z, =0))

: 0<n<a(j)-1
g2l <1-1/j
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v

%ZPHl(jJrl)logj (1 N (1 B %>]>

Jj=2

v

7Y , ,
Em ZPjH(] +1)log(j + 1),

i>2

wobei 7/ € (0,00) eine geeignete Konstante bezeichnet. Fiir die letzte Ungleichung

beachte man, dafl die Folge (1 —-(1- l/j)j) streng positiv ist mit positivem
j>1
Limes 1 — e~! und daf offenbar log j ~ log(j + 1) fiir j — oo gilt.

Die obige Abschétzung liefert uns wegen 2—7’ > () nun
o

ijjlogj < o0
j23

und damit die verlangte Integrierbarkeit von Z; log™ Z;. O

4.3 Kritische Galton-Watson-Prozesse

Mit der in Abschnitt 4.1 geleisteten Vorarbeit folgt nun viel einfacher als in Ab-
schnitt 3.5 (O Satz 3.5.4)

4.3.1. Satz. Gegeben einen kritischen GWP (Zy,),>0 mit (mdglicherweise unendli-

cher) Reproduktionsvarianz o2, gilt bei Beachtung der iblichen Konventionen

2
lim nP(Z, > 0) = = € [0, 00).

n— 00

Beweis. Greifen wir erneut auf Lemma 4.1.6 zuriick, so erhalten wir wegen p =1

1
= E(Z,Z,>0
P(Z, > 0) (Zn] )
- EZ,
= 1+ E(Zy — Zj)
k=1

k=1
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so daB} Lemma 4.1.6(c) und Lemma 3.5.3 nun

1 1 1< o2
lim ——— = 1i 4+ EALl=—=—¢€(0
ng{olonP(Zn>()) ng{.lo <n+nz Ic) 5 € (0, oc]

und folglich die Behauptung liefern. O

Wie bereits im Anschlufl an Konstruktion 4.1.2 angekiindigt, interessieren wir
uns nun — gegeben Z, > 0 — fiir den letzten gemeinsamen Vorfahren aller Individuen
in Generation n. Bevor wir eine exakte Definition geben, schicken wir das folgende
Lemma voraus (O [Baul, S. 242):

4.3.2. Lemma. Es seien n > 1 und ay,...,q,, 01, ..., 0, € [0,1]. Dann gilt die
Ungleichung

n n
[Lox =115

n
< Z | — Bl
k=1

n k
Beweis. Mit v, := Haj, O 1= Hﬁj fiir k=1,...,n sowie v,y := dp := 1 ergibt
j=k i=1
sich

n

Z(%’(Si—l — Yit10;)

i=1
n

< Z i — Bil.
i=1

= 7100 = Ynt10n| =

n n
[Lox =110

n

Z(Oéi — Bi)Vit10i-1

=1

Es seien zunéchst n > 0 und ¢ € T mit z,(¢) > 0. Dann setzen wir
On(t) == max{v €tp: (=v V(€ tn}

und erinnern an die Notation aus Abschnitt 2.1, so dafl 6,(¢) offenbar den letz-
ten gemeinsamen Vorfahren aller Individuen in der n-ten Generation von t angibt.
Bezeichnet weiter (Z,),>o einen gewéhnlichen GWP mit zugehérigem GWB T, so
setzen wir auf {Z, > 0}

0, =0,0T und G :=((0,)
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sowie

O, :=0,0T" und G, :=0(0,),

so dafl G, bzw. én die Generation angibt, in der der letzte gemeinsame Vorfahr aller
Individuen der n-ten Generation von 7" bzw. 7" lebt bzw. gelebt hat. Lemma 4.1.3
liefert unmittelbar

P(G, € -|Z,>0) = P(G, € -),
und G, /n ist P-f.s. [0,1]-wertig. Wie das folgende, auf A.M. Zubkov (O [Zub])
zuriickgehende Ergebnis zeigt, ist diese Grofie im Fall 4 = 1 und o?

asymptotisch R(0, 1)-verteilt:

< 00 sogar

4.3.3. Satz. Gegeben einen kritischen GWP (Z,)n>o mit endlicher Reproduktions-

varianz o2, gilt
P(Gn/n €| Zy > 0) = P(Gy/n € -) = R(0,1)  (n— o0),
d.h. fir 0 <u <1 besteht die Konvergenzaussage

lim P(G, <nu|lZ,>0)=u.

n— 00

Beweis. Wir halten zunachst n > 0 fest. Wie im Anschlufy an Konstruktion 4.1.2
gesehen, ist fiir 0 < k < n das kleinste Individuum in der (n — k)-ten Generati-
on von 7™ mit Nachfahren in 7" durch (M, M,_1,...,Mgi1) gegeben und hat
konstruktionsgeméf Zk = 2, o T* Nachfahren in Generation n. Speziell liefert dies

unter Hinweis auf die im Anschlu an Konstruktion 4.1.2 getroffene Konvention
(Mna s 7Mn+1) = (Q))

On € {(My, ... , My 411): 0<k <n}

und fiir 0 < k < n die Aquivalenz

Zy = Zp <= (M, ..., My_p1) ist Vorfahr aller Individuen in 7",

also mit Blick auf die Monotonie der Folge (Zn)nzo die Aquivalenzen

Gpn=n—k < ((©,)=n—Fk
— O,=(M,, ..., M)
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< (M,,...,Myy,) ist Vorfahr aller Individuen in 7",
(M, ..., M1, My) jedoch nicht
— Zk = Zn und Zk,1 < Zn

— nn::min{Oglgn:Z:Zn}:k.
Daher gilt én:n—nn und somit fiir 0 < u < 1
Gn —IIn
P<—§uZn>0>:P<n L §u>. (4.3.1)
n

n
Wir untersuchen nun zunichst die Verteilung von 7, fiir n — oo : Da die Folge

(Zn)nzo nichtnegative, unabhéingige Zuwichse besitzt, ergibt sich fir 0 < k <n

P, <k) = P(Z,=2,)
<ﬁ Zl+1 — Zl = 0}> (4.3.2)

(1 — P(Zi > Z)) .

o

3

~

Fiihren wir als néchstes fiir [ > 0 die Z#hlvariablen J;; := Zfz’fl Lz, >0 ein, so
gilt offenbar {Z,1 > Z;} = {Ji41 > 0} und weiter die Abschitzung

P(Jio1 =1) < P(Zip1 > 2)) < kP(Jip1 = k) = EJyj. (4.3.3)

k>1

Genauer sehen wir unter Verwendung der Unabhéngigkeit von (A,,),,>1 und (Z,,i)n,i>1

P(Ji=1) = Z P<Al+1 =m, Z]I{Zz,po} = 1)
i=1

m>1
— Z P(Al+1 = m)P(Z]I{Zl,i>O} = 1>
m>1 i=1
= Y P(Ayi=m)> P(Z,;>0,2,;=0fiir j # i)
m>1 i=1
= Y P(Apy =m)mP(Z > 0)P(Z, = 0)""
m>1

und daher mit Hilfe des Satzes von der majorisierten Konvergenz und Lemma 4.1.6

PJl“_l ZPA P(Z, = 0)™" LT (4.3.4)
P(Z > 0) w1 = m)mP(Z = oo 2 00 i
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denn fiir jedes m > 1 gilt
ll_lglo P(Ar1 =m)mP(Z = 0)"' = mP(Ay = m).
Zudem erinnern wir an EA =3 o mP(Ay =m) = %2 < oo und die Abschéitzung
0< P(Ay =m)mP(Z; =0)" ! < ¢gP(Ay = m)m,

die uns die Anwendung des Satzes von der majorisierten Konvergenz gestattet.
Andererseits steht uns via Lemma 4.1.6 und monotoner Konvergenz die Asym-
ptotik

m>1

= ZP Ay =

P(Zl > 0)71EJZ+1 = Zl > 0 Z E (]I{Alﬂ m} Z]I{Zzz>0}>

m>1
= FEAn
0.2
— FAy = — (4.3.5)
=00 2

zur Verfiigung, so dal uns insgesamt die Ungleichung

P(Jl+1 = 1) > > EJi
IP(Z) > 0) = L < IP(Ziy1 > 2) < IP(Z > 0) ——t
&,_l P(Z,>0) — (G > 2) < &,_lP(Zl > 0)
—>0%2 — —*022 —

o g
— 'z

unter Beachtung von o? < oo und Riickgriff auf Satz 4.3.1 sowie die Beziehungen
(4.3.3), (4.3.4) und (4.3.5) zu

lim lP(ZH_l > Zl) 1 (436)
—_——

=00
=g
fiihrt.
Gegeben u € (0, 1), gilt mit &, := |un]| ferner (Teleskop-Produkt)

und

n—k, 1 1—wu
:——]_:
" U U

lim

(man beachte die Ungleichung un — 1 < k,, < un). Daher existiert zu vorgegebenem

e > 0 ein ng > 1 mit



4.3. Kritische Galton-Watson-Prozesse 113

(1) SUPp>ng |IPn - ’LL| < %7

und

S

(i) Sup,>p, 25 <
(iii) sup;>, |1 —loaf <% (man beachte Beziehung (4.3.6)).

Vermdoge (4.3.2) und Lemma 4.3.2 folgt daraus fiir n > ng

|P(77n < nu) _U| = |P(77n < kn) _U|

n—1
< |J[@=a)=Pu|+ P, —ul

I=ky,

n—1 1 -
< l—g—(1-=)+2
< Z 01 ( l>‘+2

I=ky,

1 24 €
< = 1-1 —
= lz,; | Qz| +2

—_—
<(n—kn) %
< = i ue LS <e
= Tk, 2 2= 7
——
<t

so dafl " asymptotisch R(0, 1)-verteilt ist. Bezeichnet U eine R(0, 1)-verteilte Zu-
fallsgrofle, gilt also ™ 4 U und folglich

GTL n
Tn_qp 4y iy (n — 00)
n n

bei Beachtung des Satzes von Slutsky (Satz 36.12 in [Alsl]). Damit ist unsere Be-

hauptung vollstindig bewiesen. O

Wir notieren noch die anschliefende einfache Folgerung, die wir im nachfolgenden
—und letzten — Kapitel benotigen:

Setzen wir fiir n > 0 in der Situation von Satz 4.3.3
X,=n—-G, -1,

so beschreibt offenbar 1+ X,, den Abstand der Individuen in Generation n von ihrem

letzten gemeinsamen Vorfahren, und wir koénnen festhalten:
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4.3.4. Korollar. In der Situation von Satz 4.3.3 gilt

P(Xn/n € -|Z, > 0) > R(0,1) (n — 00).

Beweis. Die Behauptung ergibt sich aus der Rechnung

-1
Zn>0>:P<77” §t>—>t

n n n— 00

X
P(Sr <

fiir t € [0,1], denn wie im Beweis von Satz 4.3.3 gesehen, gilt 45 U und folglich

auch
|
LI N o) (n — 00),
non
wobei U weiterhin uniform auf (0, 1) verteilt sei. O

Um die asymptotische Untersuchung kritischer GWP im Rahmen der in diesem
Kapitel zugrundegelegten Sichtweise abzurunden, stellt sich die Frage nach einem

alternativen Beweis von Satz 3.5.9, d.h. der Konvergenzaussage
P(Z,/n € -|Z, > 0) = Exp(2/0?) (n — 00)

im Fall =1 und 02 < oo.

Da sich hier aber kein unmittelbar brauchbarer Ansatz aufdréingt, schliefen wir
dieses Kapitel ab und liefern im néichsten Kapitel einen probabilistischen Beweis
nach. Dabei trennen wir uns von unserer momentanen Sichtweise und gelangen iiber
einen anderen methodischen Zugang zum Ziel. Zwar greift dieser Zugang auf die hier
entscheidende Konstruktion der Folge (7"),>¢ nicht mehr zuriick, benutzt aber eini-

ge Resultate aus diesem Kapitel, beispielsweise das soeben bewiesene Korollar 4.3.4.



Kapitel 5

Ein probabilistischer Beweis des

Satzes von Yaglom

Wie am Ende des vorigen Kapitels angekiindigt, liefern wir in diesem Kapitel eine

alternative Herleitung von Satz 3.5.9, also der Konvergenzaussage
P(Z,/n € -|Z, > 0) == Exp(2/0?) (n — 00),

sofern 1 = 1 und 02 < co. Dabei orientieren wir uns an der Darstellung in [Gei2]
und stellen fiir eine geeignete Normierung 7 von Z, gegeben Z,, > 0 eine Rekursi-
onsgleichung auf, mit deren Hilfe wir nachweisen, dafl die Verteilung von Z} in der
sogenannten Mallow-Metrik gegen die Exponentialverteilung mit Parameter 1 kon-

vergiert. Wichtige Ingredienzen bilden Satz 4.3.1, Korollar 4.3.4 sowie Lemma 3.5.8.

5.1 Eine Rekursionsgleichung

Fiir den Rest dieser Arbeit gehen wir von einem kritischen GWP (Z,,),>¢ mit endli-
cher Reproduktionsvarianz o2 aus. Ferner unterstellen wir, daf§ Z,, fiir n > 0 in der
Form Z, = z, o T mit einem GWB T vorliegt, und erinnern zunéchst an unsere im
vorigen Abschnitt (auf {Z,, > 0}) eingefiihrten Bezeichnungen

O, :max{v eTy,: (v V(e Tn} :max{v eTy,: Z’Lé(v) = Zn},

n

115
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wobei wir fiir £ > 0 abkiirzend Z} = 2z, o m, o T" geschrieben haben, sowie
G, =10(0,) und X, =n-G, -1
Weiter setzen wir
zZon
Sn = Tyz,=1y + 1yz,>2 Zl ]l{z;i"’m>>o}?

diese Grofle gibt offenbar im Fall Z, > 2 die Anzahl der Kinder von ©,, an, die

ihrerseits Nachfahren in Generation n haben. Denken wir uns im Fall Z,, > 2 die
Elemente der Menge {m : Z&‘?ﬁ’m) > 0} in der Form d; < dy < ... < dg, geordnet,

SO setzen wir

Vo= 200 (1<) <8,

Y, ; zdhlt also, wieviele Individuen das j-te Kind von ©,, welches Nachfahren in
Generation n hat, tatséchlich zur n-ten Generation beisteuert.

Abschlieflend vereinbaren wir Y,,; := S,, = 1, falls Z,, = 1 bzw. der Vollsténdig-
keit halber Y, ; := S, = 0 und X,, := -2, falls Z,, = 0.

Dann haben wir fiir n > 1 auf {Z,, > 0} offenbar die Aquivalenzen

G,<n<=S5,>2<=7,>2+<— X, >0 (5.1.1)
und
G,=n<—S§5,=1—=/7,=-1— X, = —1. (5.1.2)

Auflerdem besitzt Z, die Zerlegung

Sn
Zn=> Yu; (5.1.3)
j=1
von der wir im folgenden Gebrauch machen.
Eine erste Beobachtung beziiglich der Zufallsgrofien Y, ; hilt dabei das folgende

Lemma fest:

5.1.1. Lemma. FEsseienn >1und0<m < n—1 sowiek > 2 mit P(Z, > k) > 0.
Dann sind die Zufallsgréfien Yy, 1, ..., Y, gegeben {S, = k,X,, = m} stochastisch

unabhdngig und identisch verteilt mit

P(Y,1 €S, =k, X, =m)=P(Z, €-|Z, >0)=A\p.
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Beweis. Wir setzen Dy, = {S, = k, X, = m} und erledigen zunéchst den Fall
m > 1. Indem wir dazu in nunmehr vertrauter Weise zweimalig Satz 2.3.5 anwenden,

erhalten wir aus Symmetriegriinden

P(Dim) = > P(Su=kGu=n—m—1Zy =1
I>1
= Y P(Znomer = DIP(Zypy1 = 0)""

1>1

Y pa (Z)P(Zm =0)"*P(Z,, > 0)F,

d>k

und der letzte Term verschwindet wegen P(Z; > k) = 3,5, pa > 0 offenkundig
nicht. Durch eine analoge Rechnung folgt fiir y,... ,l; > 0 mit A; := {Y,; = [;}
fiir 1 < j < k

k
P (ﬂ AN Dk,m> = > P(Zn-m1=DIP(Zpp1 =0)""

j=1 >1
d k
-Zpd(k>P(Zm = 0)" [ P(Zn =1)).
d>k j=1

Kiirzen liefert nun

p (ﬁ{Yn,j =1}

so daf} die Behauptung sich dann durch geeignete Summationen ergibt.
Im Fall m = 0 gilt offensichtlich

k
Sp =k, X, = m> =[[PZn=11Zm > 0),
j=1

Dk,O :{Sn :k,Gn:n—l} C {Yn,l = :Yn,k: 1}
und somit
k k
P (ﬂ{Yn,j = 1}‘Dk,0> =1=]][P(Z =1]2 > 0),
j=1 j=1
was diesen Beweis abschliefit. O

Fiir unsere weiteren Untersuchungen seien ((S;, X)), -, eine Folge von Zufalls-

vektoren mit

P((S: X)) e-)=P((Sn, Xpn/n) €-|Z,>0) (n>1) (5.1.4)

n
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sowie (Z})n>o eine Folge von Zufallsgréfen mit
P(Zre-)=P(Z,/a, € -|Z, > 0) (n >0), (5.1.5)

wobei wir an a, = E(Z,|Z, > 0) = P(Z, > 0)"" fiir n > 0 erinnern. Insbesondere
gilt also EZ; =1 fiir n > 0. Ferner seien a_; := Z*, | 1= Z*,, := ... := 1 sowie

(Z7;)i>0,j>1 eine Familie bei festem 4 stochastisch unabhéngiger Zufallsgréfen mit
Zij =2, (1 >0,7>1),

die ferner unabhéngig von ((S;, X)), seien. Wir halten bereits jetzt fest, daf
die Z7; generell nicht unabhingig zu sein brauchen. Tatséchlich kommt es — bei

variablem i — spéter wesentlich darauf an, geeignete Kopplungen zu konstruieren.

Mit diesen Bezeichnungen ist die folgende Rekursionsgleichung erfiillt:

5.1.2. Satz. Fir jedes n > 1 gelten die folgenden Aussagen:

(a)
a S
Zr L N T (5.1.6)

Qa
(R

wobei der Ausdruck auf der rechten Seite wegen P (nX} € {—1,--- ,n—1}) =

1 sinnwvoll 1st.
(b)

E (“Z—Xsn> ~ 1. (5.1.7)

Beweis. (a) Firt € R,k >2und 0 < m <n—1mit P(Z; > k) > 0 erhalten

wir unter Verwendung von Lemma 5.1.1

P (S, =k X, =m,Z, < ta,)

k
= P <5n =k Xp=m» V; < tan>
j=1

k
= P(S,=kX,=m)-P (ZYM < tan|S, =k, X, = m)
j=1

k
j=1
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denn offenbar bilden auch die Zufallsgréfien a,,,Z;;, ; (1 < j < k) unabhéngige
Kopien von Z,, gegeben Z,, > 0. Ein Blick auf Gleichung (5.1.4) zeigt zudem,
daf§ diese Identitdt auch im Fall 3, ps = P(Z; > k) = 0 richtig bleibt.

Kombinieren wir dies mit (5.1.1), (5.1.2), (5.1.3) und den Eigenschaften der
soeben eingefiihrten ZufallsgréBen (beachte Y, = a_y = Z*, ; = 1), so folgt
fiir jedes reelle ¢ wegen a,, = P(Z, > 0)7!
P(Z:<t) = a,P(Z, € (0,ta,))
= a,P(S,=1X,=-1Y,, <ta,)

n—1 k
tan » ) P(Sn =k Xp=m» Yp; < mn>

k>2 m=0 j=1
* * 1 A1
— P<Sn:1,Xn:—ﬁ,EZ_1’1§t>
n—1 m a k
P(S*:kX*:—)-P I N> 7e <y
T r(sonn=2)r (Y, s
k>2 m=0 j=1
a S;;
= P 2EN" 7 <t

also das Gewiinschte.

(b) Da die Zufallsgrolen (Z};)i> 1;>1 unabhéngig von (S;;, X)) sind, ergibt sich

n

unter Verwendung von (a) aufgrund monotoner Konvergenz

1

EZ:

Sn
anxy *
J=1

n

—
o
a2

k

n—1
Z ‘;_m ZP(S; =k, X =m/n) ZEZZM-
1

m=—1 " k>1 j=
—
=k

n—1
=»> kz—mp(s; =k, X! =m/n)

k>1 m=—1

- E (S;—“"X”?) .
an
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Die in Satz 5.1.2 aufgestellte Rekursionsgleichung ist uns noch zu unhandlich.
Insbesondere stort uns, dafl die Summationsgrenze S i.a. weder deterministisch vor-
gegeben noch beschriankt ist. Fiir den Rest dieses Abschnitts machen wir uns daher
zum Ziel, zu einer einfacheren und dennoch aussagekriftigen Gleichung iiberzuge-
hen.

Diesem Vorhaben dienen auch die beiden folgenden Lemmata.
5.1.3. Lemma. (a) Die Folge (%) ist asymptotisch R(0,1)-verteilt.
m/n>1

(b) lim E( ”X*>p = oi7 fir jedes p € [1,00).

n— 00

Beweis. (a) Wir verwenden die Darstellung

Unx:  GApx: N
—r = . . X 5.1.8
ay, nX; a, " ( )

Dazu ist folgendes anzumerken: Aufgrund von Korollar 4.3.3 ist X! asymp-
totisch R(0, 1)-verteilt. Deshalb kénnen wir gemaf Satz 36.9 in [Alsl] 0.B.d.A.
annehmen, daf die Folge (X}),>; P-f.s. gegen eine auf (2,2, P) definierte,
R (0, 1)-verteilte ZufallsgroBe U, konvergiert. Somit gilt fir P-f.a. w € Q

lim nX(w) = o0

n—o0

und daher gemif Satz 4.3.1 wegen a,, = P(Z, > 0)"!
2

Q

ApX*(w ) 1
n)é;"((w)) Iy iP(Z;>0) 2 € (0,00).
Insbesondere ist der Ausdruck (5.1.8) fiir P-f.a. w € Q und alle hinreichend
groflen n wohldefiniert. Da ferner geméf} Satz 4.3.1
lim — = lim nP(Z, > 0) =

n—oo (I,  n—00 o2 € (0,00)
gilt und fast sichere Konvergenz Verteilungskonvergenz impliziert, liefert der

Satz von Slutsky (Satz 36.12 in [Alsl])

2
QAp X * QAp X * n d O 2
an nXr an 2 o

Man beachte, dafl hierbei unsere einschrinkende Voraussetzung o? < oo we-

sentlich eingegangen ist.



5.1. Eine Rekursionsgleichung 121

(b) Wegen nX} < n liefert die Monotonie der Folge (a),>—1 (O Satz 3.4.2) die
Abschétzung 0 < a’;ﬂ < 1, so daB} die gleichgradige Integrierbarkeit der Folge

n

Qn

* p . . . . . . . .
((—G”X”> ) gesichert ist. Nun erzwingt eine Kombination von Teil (a) mit
n>1

Korollar 50.6 in [Als1] aber die Konvergenzaussage

Qp X * P ! 1
limE( ") :EU,{’:/ uf du = ——.
n—00 an 0 p+1

Das folgende Resultat benotigen wir spater nicht mehr explizit. Da es aber unser
weiteres Vorgehen motiviert und zudem von eigenstédndigem Interesse ist, fiihren wir
dennoch einen Beweis. Anschaulich besagt es, da} der letzte gemeinsame Vorfahr
aller Individuen in Generation n auf {Z,, > 0} asymptotisch genau zwei Kinder mit

Nachfahren in Generation n besitzt:

5.1.4. Satz. FEs gilt
lim P(S; =2) =1,

n—o0

d.h. die Folge (S})n>1 ist verteilungskonvergent mit Limes 2.

Beweis. Zunichst liefern Satz 4.3.3, Beziehung (5.1.2) und das Portmanteau-Theorem
(Satz 36.13 in [Alsl])

P(S; = 1) = P(Sy = 1|Z, > 0) = P(Gy/n = 1|2, > 0) — R(0,1)({1}) = 0.

Wegen % <1 fiir n > 1 folgt weiter

0<FE (5211{5,*;:1}%)(’*’) < P(S,=1) — 0, (5.1.9)

an, n—00

also unter Riickgriff auf Gleichung (5.1.7)

E (S;]l{s;x} anXﬁ) =1—-F <S,*L]l{s;1} anx;;) — 1.

an an n— 00
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Ferner notieren wir die einfache Abschétzung

1 > <S Tis:>9) On X )

n

> 2FE <]1{S gy s ) +3E (11{5 >3}a”X*> (5.1.10)

Qp An X}
= 3F <1{S >} ) E<]1{s gy —t >;

hier gilt vermoge Lemma 5.1.3(b) (mit p = 1) und Abschétzung (5.1.9)

3
—3F _3E(1 nXn d
) =om () —or (1) 25

also im Hinblick auf (5.1.10) und Lemma 5.1.3(b)

lim F <]]-{S x=2} anX*) =

n—0o0

Qp
3E | Lisz>ey—

,_. Do | =

Diese Aussage fiihrt uns in Verbindung mit Lemma 5.1.3(b) zur Abschéitzung

0<E (]1{5 <12} "X*> —F <“ZXT’?> E <]1{S gy ) — 0,

d.h. die Folge (]l{s;#z} a’;”) konvergiert in £; gegen 0. Via Satz 50.8 in [Als]]
"/ n>1

erhalten wir daraus

InXi Py0 (n— o0). (5.1.11)

Lispzay—

Nehmen wir nun §:= liminf, P(S;; =2)<lan,sofolgtfir0<e<1—p

Ay X * 10779,¢4
n">6> = P(S;;JEQ,”">5>
an an

> P(S;%2)+P<M>s>—l

p <11{s;;¢2}

Qn

- P(S;‘L%2)—P<M§6>

n

und weiter aufgrund von

lim P <a”’“ < e) =R(0,1)((0,¢]) =

n—00 Gy,

(O Lemma 5.1.3(a)) letztlich

> s) > limsup (P(S;‘L #2)—P (% < 8))
n—00 (07%

= (1_5)_5>07

lim sup P <]l{5 <49}

n—0o0
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im Widerspruch zu Beziehung (5.1.11). Daher ist § = 1 und unsere Behauptung
richtig. O

Im Hinblick auf Satz 5.1.4 ist es jetzt naheliegend, neben der Folge (Z;),>1 die

Folge (Z,)n>1, definiert durch

2
_ aTL * %
Zy = a—Xn E Zx: (n>1), (5.1.12)

in unsere Untersuchung einzubeziehen. Im Prinzip wird die zuféllige Summations-
grenze in Gleichung (5.1.6) also gestutzt, wobei wir jedoch auf die Tatsache hinwei-
sen, dafl Sy auch den Wert 1 annehmen kann.

Zudem ermoglicht Satz 5.1.4 die folgende heuristische Interpretation des zu be-
weisenden exponentiellen Grenzwertsatzes: Nehmen wir fiir den Moment an, dafl
Z* in Verteilung gegen eine (nichtnegative) Zufallsgrofie A konvergiert, so haben
wir geméfl Korollar 4.3.4, Lemma 5.1.3 und Satz 5.1.4 fiir geeignete, unabhingige

Kopien A, Ay, ... von A die Konvergenzen

d

* d .

gr Ly 2,

X 4y,

n

sowie
Anx: d

— U,

Qn
fiir n — oo, wenn U, weiterhin die R(0, 1)-Verteilung besitzt. Setzen wir weiter vor-
aus, daf} all diese Konvergenzen sogar f.s. giiltig sind (O Beweis von Lemma 5.1.3), so
konvergiert nX f.s. gegen oo, und der Grenziibergang n — oo in Gleichung (5.1.6)

zeigt wegen lyg-—9y — 1 f.s. und

a o a i
nX; % nX; %
n *,J n: n *,J,
ZXn'_ Liss—ky ZXn'
p  “—= an —
j=1 k>1 Jj=1

daf} der Limes A der Fixpunktgleichung

ALU (A + 4)
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geniigt, wobei U,, A; und A, stochastisch unabhéingig sind. Der Limes 148t sich al-
so auffassen als Kontraktion der Summe zweier identisch verteilter, unabhingiger
ZufallsgroBen mit einem unabhéngigen, auf (0, 1) gleichverteilten Faktor U,. Dabei
ist der Faktor U, auf die Tatsache zuriickzufiihren, dafl der Abstand zum letzten
gemeinsamen Vorfahren aller Individuen in Generation n asymptotisch uniform ver-
teilt ist (O Korollar 4.3.4), wihrend die Groflen A; (i = 1,2) gerade dem Limes der
adédquat reskalierten Nachkommenschaft derjenigen Kinder von ©,, entsprechen, die
Nachfahren zur Generation n beitragen. Asymptotisch hat O, — gegeben 7, > 0 —
genau zwei solche Kinder (O Satz 5.1.4).

Wie aus Lemma 3.5.8 ersichtlich, besitzt A somit die Dirac-Verteilung in 0 oder
eine Exponentialverteilung, wobei man wegen EZ’ = 1 die Hoffnung haben darf,
da3 A exponentialverteilt mit Erwartungswert 1 ist.

Im n#chsten Abschnitt werden wir aber unabhéngig von dieser a priori erfolgten
Motivation beweisen, daf die Folge (Z;;),>0 in Verteilung gegen die Exponentialver-

teilung mit Parameter 1 konvergiert.

5.2 Konvergenznachweis

Als néchstes méchten wir die Folge (Z}),>¢ auf Verteilungskonvergenz untersuchen.
Da eine Untersuchung der Verteilungsfunktionen oder Fourier-Transformierten auf
punktweise Konvergenz hier wenig erfolgversprechend scheint, weisen wir stattdessen
nach, dafl die Verteilung von Z fiir n — oo in einer geeigneten, noch vorzustellenden
Metrik gegen die Exponentialverteilung mit Mittelwert 1 konvergiert.

Daher fiihren wir in Anlehnung an [Als3], Abschnitt IV.4, zunéchst die Metrik

ein, die uns zum Ziel bringt, und setzen fiir p > 1
M, := {a :  W-Maf} auf (R, B) mit / |z|P a(dx) < oo} .
R

Sind ferner «, f € M, und (X, Y’) ein auf einem beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum
definierter Zufallsvektor mit der Eigenschaft, dal X die Verteilung o und Y die
Verteilung ( besitzt, so nennen wir den Vektor (X,Y") eine («, 3)-Kopplung und
schreiben kurz (X,Y) ~ («, ).
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Sodann koénnen wir die angekiindigte Metrik auf M, einfiihren, wobei wir uns

auf den fiir uns relevanten Fall p = 2 beschrinken:

5.2.1. Definition. Die Abbildung dy : My x My — [0, 00), definiert durch

dy(a,3) == inf (B(X — Y)2)1/2

a, B € My), 5.2.1
) (a, B € My) (5.2.1)

heiflt Mallow-Metrik auf M,.'

Der Abbildung dy (bzw. den analog auf IM,, fiir p > 1 definierten Abbildungen d,)
kommt insbesondere bei der Untersuchung stochastischer Fixpunktgleichungen eine
hohe Bedeutung zu (O [Rosl], [R6s3]), nicht zuletzt im Rahmen der asymptotischen
Laufzeitanalyse von Algorithmen (O [Als3], Kapitel IV; [R6s2], [RR]). Fiir weitere

Anwendungen der Mallow-Metriken weisen wir zudem auf [BF] und [Maj] hin.
5.2.2. Bemerkungen. (a) Sind «, 3 € My und (X,Y) eine («, 3)-Kopplung, so
gilt tatséchlich
E(X —Y)? = EX?+ EY? - 2EXY < oo,
da die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung |[EXY| < E|XY| < oo impliziert.

(b) Wegen [}, s* Exp(1)(ds) = [;° s?¢* ds = 2, wie man durch zweifache partielle
Integration nachweist, gilt Exp(1) € M,.

(¢) Unsere Voraussetzung o* < oo sichert P(Z; € -) € My und P (Z, € -) € M,

fir jedes n > 1 (0 Lemma 5.2.4 samt Beweis).

Bevor wir das besagte Lemma angeben, erinnern wir an den folgenden Sachver-
halt: Gegeben eine Zufallsgrofie Y mit Verteilungsfunktion F) so heifit die (mefibare)
Abbildung F~':(0,1) — R,

F~'(y):=inf{x € R: F(z) >y} 0<y<1),

die Pseudo-Inverse von F'. Ist F' stetig, streng monoton wachsend und somit inver-

tierbar, so stimmt die Pseudo-Inverse von F' offenbar mit der gewdhnlichen Inversen

'Daf diese Bezeichnung sinnvoll ist, wird Lemma, 5.2.3 rechtfertigen.
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tiberein. Fiir jede R(0, 1)-verteilte Zufallsgrofie U gilt gemdfl Lemma 36.8 in [Als1]

ferner die Verteilungsidentitit

4

Y':i=F'U)=Y; (5.2.2)

ein solches Y’ bezeichnen wir daher auch als Kopie von Y.
Die Aussage (5.2.2) wird von Teil (b) des folgenden Lemmas in der von uns

benétigten Form verschérft:

5.2.3. Lemma. (a) Die Abbildung dy ist eine Metrik auf M.

(b) Zu vorgegebenen o, 3 € My existiert eine («, 3)-Kopplung (Xo,Yy) mit der
FEigenschaft
dy(cv, f) = E(Xo — Yo)?,

d.h. das Infimum in der definierenden Gleichung (5.2.1) wird angenommen.
Genauer gilt: Bezeichnen F und G die Verteilungsfunktionen von o bzw. [3
sowie U eine auf einem beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum definierte, R(0,1)-

verteilte Zufallsgrofie, so besteht die Identitit

(a, ) = E(F7'(U) = G '(U))* = /(0 ) (F~'(u) — G~ (u))* A(du).

(5.2.3)
(¢) Ist (an)n>o eine Folge in My, so sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) JLIEOdQ(an,ao) =0

i) o, — n — 0o und lim [, 2% a,(dx) = [, 22 ap(dz).
R R

n—o0

Beweis. Wir verzichten auf eine eigene Ausfiihrung der Details und verweisen statt-
dessen auf [Als3], Kapitel IV, Abschnitt 4. O

Lemma 5.2.3 hat uns die Tiir zum Nachweis der Verteilungskonvergenz von
(Z7)n>1 bereits ein Stiick weit gedffnet, denn Teil (c) besagt ja gerade, dal Konver-

genz in der Mallow-Metrik gegen die Exponentialverteilung mit Mittelwert 1 eine



5.2. Konvergenznachweis 127

hinreichende Bedingung fiir die Verteilungskonvergenz gegen selbige darstellt. Dar-

aufhin setzen wir fiir n > 0
b, := ds (P”*,Exp(1)) (5.2.4)

sowie b_; := by und haben zu zeigen, da§ (b,),>_1 eine Nullfolge bildet. Einige erste

Schritte in diese Richtung gliedern wir in das folgende Lemma aus:

5.2.4. Lemma. Mit der soeben eingefiihrten Bezeichnung gilt

lim 2 (Pzn,PZ?%) ~0 (5.2.5)
n— o0
sowie
L :=supb, < ¢ und M := sup d3 (PZ", EXp(l)) < o0. (5.2.6)
n>0 n>0

Beweis. Zunichst weisen wir

lim EZ}* = lim EZ. = lim E (Z}Z,) =2

n— 00 n— 00 n— 00

nach, wozu wir fiir n > 0 als erstes die Identititen EZ! = 1, a,' = P(Z, > 0) und
EZ? =1+ no? (O Satz 1.0.5(e)) notieren. Daraus folgt

EZ? = a,?B(Z2|Zy > 0) = P(Z, > 0)(1+no*) — 2,

n—o0

wobei wir von Satz 4.3.1 sowie der Tatsache lim P(Z, > 0) = 0 Gebrauch gemacht
haben. o

Wegen a_y = Z* |, = Z* |, = 1 und a, 1 oo ergibt sich offenbar E (Z21x:=—1/n}) =
o(1) und weiter unter Verwendung der o.a. Identitéten

n—

E (220 xs50) = 3 P(XE =m/n) (am/aa)?E (Zyy + Z5 )" = 2(Iy + )
m=0

(5.2.7)

mit

i
L

Iy:=) P(Xy=m/n)(am/an)*EZy - EZy
0

3
Il
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und

g, = i: P (X! =m/n) (am/an)QEZ;an
= Z P (X5 =m/n) (am/a)*P(Zn > 0)(1 + 0"m).

0

3
]

Genauer gilt hier

1

2
anXy 1 L
X200 =7 3

I, =

P (X2 = m/n) (an/an)’ = E (

a
m=0 n

gemafl Lemma 5.1.3. Um nun lim,, ., EZ% = 2 einzusehen, haben wir im Hinblick
auf (5.2.7) nur noch lim, ,, J, = 2/3 zu verifizieren: Zu vorgegebenem ¢ > 0

existiert — wie oben begriindet — ein ng > 1 mit

sup |P(Z, > 0)(1 +no®) — 2| < e.

n>no
Dies liefert fiir n > ny wegen a,, T 0o

n—1

I, <o(1) + Z P (X =m/n) (am/a,)*(2 +¢)

m=ng

und folglich mit Lemma 5.1.3(b)

anx:\°  24¢
limsup J, < (2+¢) lim E< nX”) =

n—00 n—00 Qp, 3

fiir jedes ¢ > 0, d.h. limsup,,_,. J, < 2/3. Da sich analog liminf, , J, > 2/3
bestétigen 1a8t, folgt die zweite asymptotische (Hilfs-) Aussage.
Unter Verwendung des bisher Gezeigten, Beziehung (5.1.1) und a,, 1 oo folgt nun

E(2.2;) = E(Lx;>0Z.2,)
= E(Iys;>2Z0Z;)
> E(Lis:s01Zn)” (5.2.8)
= EZ’>+0(1)
— 2,

n—o0
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denn auf {S} > 2} gilt Z* > Z,. Weiter ergibt sich unter Verwendung der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung

2 <liminfE (Z,7;) < limsupF (Z,7)

n—0o0 n—00

< limsup (EZ2- EZ2)"* =2,

n—o0

also
lim E(Z,Z}) = 2.

n—00
Nach diesen vorbereitenden Rechnungen resultiert nun laut Definition der Mallow-
Metrik unmittelbar
& (P%,P%) < E (2 2,)" = BZ; + B2}~ 2B (2,2;) — 0.

n— 00

Bezeichnet auflerdem hier und im folgenden A eine auf (2,2, P) definierte Zufalls-
grofle mit P(A € -) = Exp(1), so erhalten wir aufgrund der Nichtnegativitit von
A und Z! mit Bemerkung 5.2.2(b) und C := sup,, EZ** < oo laut Definition der
Mallow-Metrik

by <E(Z —A?<EA*+EZ?<2+C<ox (n>1),

also die Endlichkeit von L. Die Endlichkeit von M ergibt sich schliellich durch eine

analoge Argumentation. O

Mit Lemma 5.2.4 im Riicken zeigen wir nun

5.2.5. Satz. FEs gilt
lim dy (P”",Exp(1)) =0,

n—0o00
speziell also

zZ LN Exp(1) (n — 00).

Beweis. Bisher haben wir iiber die Zufallsvariablen (Z;;

wenig vorausgesetzt. Die Idee dieses Beweises besteht nun darin, die Analyse durch

)iZO,jZla A und (X:L)nZI nur

yexplizite“ Kopien mit starker ,,Kopplung* voranzubringen: Dazu seien Uy, Uy, Us
auf (2,2, P) definierte, stochastisch unabhéngige, R(0, 1)-verteilte Zufallsgrofien.
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Beachten wir unsere Ausfiihrungen vor Lemma 5.2.3, bezeichnen fiir n > 0 die

Verteilungsfunktionen von 2, X |, Uy bzw. A mit F;;, ¥; |, G bzw. H und setzen

Z = FNU) £ 72,

AjI::}{_lajﬂ gﬁA

sowie
*— d *
X7,~b+1 = 1(UU):X

n+1 n+1

fiir n > 0, j € {1, 2}, so gilt wegen G(s) = sL(o,1)(s) + L1,00)(s) offenbar G (Up) =
Up f.s. und daher im Hinblick auf Lemma 5.2.3(b)

b= d2 (P%,Exp(1)) = B (7., — 4;)° (i =1,2). (5.2.9)

Ferner gilt nach Konstruktion der obigen Kopien wegen X N Up (O Lem-
ma 5.1.3(a)) und Satz 36.9 in [Alsl] samt Beweis

X,'LgUO (n — o0)

sowie in Analogie zum Beweis von Lemma 5.1.3(a)

2
anXx! anXx! n 1 fs O 2

no_ no. XIS 2 U = U — . 5.2.10
o nX! g, 5 5z Y=o (n — o0) ( )

a / 2

Da die Folge <<Z—f“) ) laut Lemma 5.1.3 gleichgradig integrierbar ist, folgt
n>1

mit Satz 50.8 in [Alsl] unmittelbar

2
5, = E <a”X¢l - U0> — 0. (5.2.11)

n n—o0

Aufgrund der Dreiecksungleichung fiir ds und Lemma 5.2.6 erhalten wir
Vo = dy (P% Exp(1)) < o(1) + d, (PZ", Exp(1))
und somit wegen M = sup, d2 (P?*,Exp(1)) < co auch
0 < by < o(1) + d? (PZ", Exp(1)) . (5.2.12)

Beachten wir die Tatsache, daf bei festem n > 1 einerseits die Zufallsgrofien 7, |,

Z,, 5 und X} sowie andererseits Uy, A1, A, nach Konstruktion stochastisch unabhéingig
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sind, so liefern ein Blick auf Gleichung (5.1.12) und eine Anwendung von Lem-

ma 3.5.8(b) die Verteilungsaussagen
2
> d anX/ 14+Ay
Zn & =22 Ziy und o PUOAER) = PA = Fxp(1)

fiir n > 1 und damit unter Verwendung von (5.2.12) und der Definition der Mallow-

Metrik weiter

by < ol)+d; PZ" EXp(l))
u 2 2 2
< o)+ E ( XN UOZA]) (5.2.13)
7j=1 7=1

2 2
= ( n Z;LX’ U()Al) + E <aZ/X;L ZTI),X{,“Z - UOA2>

n

n

Fiir den Term in der letzten Zeile gilt dabei nach Wahl der obigen Kopien wegen
EAj = EZ, ; = 1, Beziehung (5.2.11) und der Unabhingigkeit der gleichverteilten
Zufallsgroflen Uy, Uy, Uy
2E <anX;L Zoxi g — U0A1> : <anX;L Znx o — U0A2>
a n a/ n

n n

2
= 2F (U(?A1A2) +2F ((%X@) ZTILXLLJZ;LX;Q)

Qn

n—1
= 2EU; - (BA)*+2 ) P(X), =m/n)(am/an)’ - EZ,, - EZ),,
m=—1

25" (am/a)E (Lixy—mmyUs) - EZ}, 1 - BAs

m=—1

=2 ) (am/an)E (Lixg=mmUs) - EZy 5 - EA;

m=—1
2
= 2FEUZ+2F (a”—X> —4F (“”X‘L U0>
an an

2
— 9F <“"X4L - UO>
an,

= 20, =o(1).
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Aus Symmetriegriinden reduziert sich Abschétzung (5.2.13) also zu

2
bn < o(1)+2E (anxg Znxia— U0A1>
a n/ a ’ 2
= o(1)+2E ( ZX (Zixr i — A1) + A < an - U0>> (5.2.14)
. n, ) n ) , )
= o(1)+2E ( ZX (Zyxr 1 — A1)> +2E (Al ( ZX" — Uo>>
+4E (aZX;l (Z;,Xh,l — Al) Al (CLZ—X% — U0>> .

Dabei schlielen wir wegen FA? = 2 (O Bemerkung 5.2.2(b)) aus der Unabhéngigkeit

von Uy und U; genauer

2 2
E <A1 <anX4L _ Uo>> —EA2.E <anxa _ U0> — 25, =o(1)  (5.2.15)

n n

sowie daraus unter Beriicksichtigung von Lemma 5.2.4 mit L = supys, b < 00

vermoge der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

E (CLZXZ (Z;zXLL,l — A1) A (aZX;L _ U0>>

n n

(1 (o (2 -0)))

< (26,0)"2 = o(1),

1/2 1/2

2
: (E (“ZX‘L (Zix: s —A1)> ) (5.2.16)

IN

Ergo erhalten wir aus (5.2.14), (5.2.15) und (5.2.16)

2
by < o(l)+2E <“"X% (Z;LX;NI—AI)>

n

= o(l)+2 z_: P(X, =m/n)(am/an)’ - E(Z),, — A1)*  (5.2.17)

m=—1

= o(l)+2 z_: P(X! =m/n)(am/an)*bm.

m=—1
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Ist nun € > 0 beliebig vorgegeben, so existiert nach Definition von b ein ng > 1 mit
der Eigenschaft sup,,>, b, < b+ e. Aufgrund der einfachen Abschitzung

no—1

r 2 2 . 2, .
le(Xn =m/n)(am/an) b < ay, 1 - P(Z, > 0) | Joax b; _ 0,

fiir die a,' = P(Z, > 0) = o(1) zu beachten ist, verschiirft sich folglich (5.2.17) fiir

n > ng zu

b, < o(l)+2 i: P(X! =m/n)(am/an)*by,
< o(1l)+2(b+e) z_: P(X! =m/n)(am/ay)? (5.2.18)

2
= o) +2(b+e)E <“"X5> .
an
Da der Term in der letzten Zeile gemifl Lemma 5.1.3 (oder alternativ aufgrund von

Aussage (5.2.10) und majorisierter Konvergenz) den Limes

2(b+¢)
3

1
2(b+e)EU; = 2(b+¢) / u’ du =
0
besitzt, impliziert (5.2.18)

b=limsupb, <2(b+¢)/3,

n—o0

also b < 2b/3 durch Grenziibergang ¢ | 0. Somit haben wir b = 0 erkannt, weil b

gemif Lemma 5.2.6 endlich ist. Insgesamt haben wir also

lim b, = lim dj (P%",Exp(1)) =0

n—o0 n—o0

nachgewiesen, und fiir die behauptete Verteilungskonvergenz bedarf es nur noch

eines Hinweises auf Lemma 5.2.3(c). O

Als einfache Folgerung erhalten wir abschlieBend wie angestrebt einen Beweis
von Satz 3.5.9:
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5.2.6. Satz. Bezeichnet (Zy,)n>o einen kritischen GWP mit Reproduktionsvarianz
0% < 00, 50 ist Z,/n gegeben Z, > 0 asymptotisch exponentialverteilt mit Mittelwert
02/2, d.h. fir jedes t € R gilt

lim P (Z,/n <tZ, >0)=(1—-exp(—2t/0%)) L (t).

n—o0

Beweis. Wie in Satz 5.2.5 gesehen, gilt
z 45 A (n — 00),

wenn A weiterhin eine Exp(1)-verteilte Zufallsgrifie bezeichnet. Daraufhin folgt mit
lim a,/n =0%/2 (O Satz 4.3.1) und dem Satz von Slutsky (Satz 36.12 in [Als1])
n—o00

0_2

a—n-Z;i>—-A (n — 00).
n 2

Gemif Satz 31.4 in [Alsl] ist die Zufallsgrofe auf der rechten Seite wiederum expo-
nentialverteilt, aber mit dem Parameter 2/02. Dies impliziert schlieflich

P(Zn/n < t|Zy > 0) = P(anZi/n <t) — (1 —exp (—2t/07)) L (0,00 (%)

n—o0

fiir jedes reelle £, da die Abbildung auf der rechten Seite mit der Verteilungsfunktion
der Exp(2/0?)-Verteilung iibereinstimmt und eine stetige Funktion von ¢ bildet. Das

zeigt die behauptete Verteilungskonvergenz. O
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Verzeichnis ausgewihlter Symbole

I. Allgemeine Grundlagen

o(1) geeignete Nullfolge

ay, =~ b, lim,, o0 @y, /by, = 1

[x] kleinste ganze Zahl > x

|z grofite ganze Zahl < z

T Ay Minimum von x und y

xT Postivteil von x, Maximum von z und 0
NZ Menge der (j, k) € N? mit j < k

Ft Pseudo-Inverse der Verteilungsfunktion F'
x4y X besitzt dieselbe Verteilung wie Y
aLf « ist [-stetig

alp a und [ sind zueinander singulér

o = 3| Totalvariation der W-Mafle o und 3
(X,Y) ~ (o, ) X besitzt Verteilung «, Y Verteilung
Q Groflenverzerrung des W-Mafles «

M, Menge der p-fach integrierbaren W-Mafle auf (R, B)
dp, Mallow-Metrik auf M,

I f.s. konvergent

AN konvergent in Wahrscheinlichkeit

N verteilungskonvergent

= schwach konvergent

- vag konvergent

N £1-konvergent,

Oz Dirac-Maf} in x
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Exp(5)
R(0,1)
I'(a, B)
A

Exponentialverteilung mit Parameter 3 € (0, 00)
Rechteckverteilung auf dem Intervall (0, 1)
Gammaverteilung mit Parametern «, 5 € (0, 00)
Lebesgue-Maf auf (R, B)

II. Galton-Watson-Prozesse

(Zn)n>0s (C5F)n>0 Galton-Watson-Prozef}, wobei 7, k > 1

(pj)j>o Reproduktionsverteilung eines GWP

r, Verteilung von 7,

i, o2 Reproduktionsmittel bzw. Reproduktionsvarianz
f,fn erzeugende Funktion von Z; bzw. Z,

q Aussterbewahrscheinlichkeit

a(k) kleinste natiirliche Zahl [ mit P(Z, > 0) < 1/k
W, Zn /1™, Normierung von Z,

w f.s. Limes von (W;,)n>0

Cn P(Z,>0)/P(Z,:1 > 0)

An Verteilung von Z,, gegeben Z,, > 0

Kn Verteilung von Z,,/n gegeben Z, > 0

ay, E(Z,|Z, > 0)=p"/P(Z, >0)

T a,?

(Zn)nz0 (En)nZO Galton-Watson-Prozefl mit Immigration

II1. Bidume und Galton-Watson-Biume

Baumwurzel

N={D)}uU,> N" Menge der moglichen Markierungen

L(v) Lénge und Generation des Individuums v

v<w v ist kleiner bzw. dlter als w

v = w v ist Vorfahr von w

T=U,sIn Galton-Watson-Baum

T Wertebereich von T, Menge der lokal endlichen Baume ¢
< o-Algebra auf T
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E=U,s0én

Q Verteilung von T
Q. Verteilung von T' gegeben Z,, > 0

. Verteilung von T' gegeben Z, = 0
tn n-te Generation von ¢
tin die ersten n Generationen von ¢
2 (1) |tn|, Grofe der n-ten Generation von t
t] Menge der Béume, die in den ersten n Generationen

mit ¢ iibereinstimmen
H(t) Hohe von ¢
T, Menge der Baume mit Hohe n
te Individuen in ¢, die von ¢ abstammen
e zu £ € N gehoriger Shiftoperator
t(7) 7;(t%), i-ter geshifteter Teilbaum von ¢
Zn1(7) Anzahl der Nachfahren von ¢ € T} in T,
&n kleinstes Individuum in 7} mit Nachfahren in 7},
Hn = Zn_1(&) Anzahl der Nachfahren von &, in T,
T Kopie von T
Zyi = 20 T™ Kopie von Z,,
T" Kopie von T gegeben Z,, > 0
Zn =z,0T" Kopie von Z,, gegeben Z, > 0
0,(t) letzter gemeinsamer Vorfahr aller Individuen in t,
0, =0,0T letzter gemeinsamer Vorfahr aller Individuen in 7,
Gn =10(0,) Generation von O,
X, -1+ Abstand der Individuen in 7}, zu ©,,
Sy Anzahl der Kinder von ©,, mit Nachfahren
in Generation n

Ty L i Kopie von Z,/a, gegeben Z, > 0
(S, X7) Kopie von (S, X,/n) gegeben Z,, > 0

N-stabiler Erzeuger von T

IV. Groflenverzerrte Galton-Watson-Biume

(T, (Va)n>0) grofenverzerrter Galton-Watson-Baum mit Riickgrat
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Wertebereich von V' = (V;,)n>0
o-Algebra auf V

Verteilung von (7', V)

Verteilung von T

Menge der Paare (t', (v;,)n>0) € T X V
mit ¢’ € [t], und v, = o

|T\n|, zugleich Groflenverzerrung von 7,

Anzahl der Nachfahren von ( in T\nH(Q
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e.F.
f.a.

f.s.
GWB
GWP
GWPI

0.B.d.A.

u.1.v.

u.o.

erzeugende Funktion

fast alle

fast sicher

Galton-Watson-Baum
Galton-Watson-Prozef}
Galton-Watson-Prozefl mit Immigration
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
unabhéngig und identisch verteilt

unendlich oft
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