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Einleitung:

Die Theorie der Gleichgewichtspreise beschéftigt sich mit Fragen, wie zum Beispiel Ak-
tienpreise festgelegt werden. Insbesondere zieht sie dabei die Vorlieben der Investoren in
Betracht und nutzt diese als Basis fr die Erklarung vom Zustande kommen der Aktien-
preise. Die Theorie der Gleichgewichtspreise nimmt die allgemeine Gleichgewichtstheorie
als Ausgangspunkt: In dieser werden die Preise wirtschaftlicher Giiter unter Benutzung
des Gleichgewichts von Angebot und Nachfrage erklart.

Wir werden uns mit der Existenz solcher Gleichgewichtspreise beschéiftigen.

Notation: Fiir «,y € R™ soll gelten:
e x>y, >y Vi=1,..n
erx>ysrx>yundrF#y
e x>y & x>y Vi=1,..,n

o x-y=> 1 xy (Skalarprodukt)

R} ={z e R": 2 >0}

R}, ={z €eR": 2> 0}

Konzept einer reinen Tauschwirtschaft (Arrow-Debreu-Modell)
gegeben: 1 Giiter, m Agenten

e Menge der Konsumgiiter der Agenten = {c € R, }

e Besitz der Agenten = {e; € R, | ,i=(1,...m)}



e Vorlieben der Agenten (Nutzenfunktionen): wu; : Ri — R i=(1,..,m)
und es gelte:
U1l: u; seien stetig, strikt konkav, wachsend ¥ i = (1,..,m).

Unter ,,perfektem Wettbewerb* gilt weiter: Agenten kénnen Preise nicht beeinflussen.
Sei also Preis p = (p1,..,p1) € ]RZ_H_ gegeben. Dann ist das Budget von Agent i gegeben
durch:

Bi(p) ={ce€ R\ :p-c<p-e}

Bemerkung
p>0 = B(p) ist konvex und kompakt.

Beweis
1.konvex: z.z.: V ¢1,¢0 € Bi(p) : Aer + (1 — A)eg € Bi(p) VA € [0,1]
also z.z.: V1,2 € Bi(p) : p(Aer + (1 — N)eg) < pe; VA €[0,1]

Esgilt : p(Aci + (1 — X)ea) = Aper + (1 — N)pea < Ape; + (1 — N)pe; = pe;

= Aeg + (1 — )\)CQ € Bz(p)
= B;(p) ist konvex

2 kompakt: g.z.z.: Bi(p) C Rﬂr ist abgeschlossenes Intervall

ceR = c>0

pe<pe"Z e <e
= ¢ € [0, e;] abgeschlossenes Intervall = B;(p) ist kompakt.
Also nimmt die Nutzenfunktion u; auf B;(p) ihr Maximum an.
Definiere d;(p) € Rﬁ_ als eindeutigen Vektor, der den Nutzen maximiert (Nachfrage des
Agenten i bei Preis p). Da die Nutzenfunktion stetig und strikt konkav ist, steigt der

Nutzen mit wachsender Nachfrage. Jedoch ist die Bedingung pd;(p) < pe; zu erfiillen.
Daher gilt:

pdi(p) = pe; Vi (1)

Definition 1
Eine Kollektion (p, d;(p),i = (1,..,m)) heifit Gleichgewicht, falls:

e p>0



z(p) := > (d;(p) — ;) heifit ,aggregate excess demand function® (Gesamt-Mehrbedarfs-
i=1
Funktion).

Bemerkung;:
p ist ein Gleichgewichtspreis < p > 0 und z(p) =0

Der Beweis zur Existenz eines Gleichgewichtspreises beschrankt sich also auf die Suche
nach den Nullstellen von z(p). Dafiir werden Fixpunktargumente verwendet (FPS von
Brower, FPS von Kakutani). Wir wollen 2 Beweise geben. Der erste Beweis, der soge-
nannte Nachfrage Ansatz, wird im Raum der Giiter (R, ) ausgefiihrt. Der zweite Beweis
(Negishi Methode) benutzt das Prinzip des Pareto Optimums und bezieht sich auf den
Raum der Agenten (R').

Einschub:
Seien X,Y Mengen. Eine Korrespondenz F : X — Y ist eine Abbildung von X nach
P(Y), d.h. F(z) kann mehr als einen Wert enthalten. Der Graph von F ist definiert als:

Graph F = {(z,y) € X xY,y € F(z)}

Satz 1 (Fixpunktsatz von Brower)
Jede stetige Abbildung vom Simplex A!"! in sich selbst besitzt einen Fixpunkt.

Satz 2 (Fixpunktsatz von Kakutani)
Sei S nicht leere, kompakte, konvexe Teilmenge von R! und ¢ : S — S nicht leer-wertige
Funktion, dessen Graph abgeschlossen ist. Dann hat ¢ einen Fixpunkt, d.h. 9 z € S mit

x € p(z).

Der Nachfrage Ansatz
Der Beweis der Existenz eines Gleichgewichtspreises spielt sich bei diesem Ansatz im
Raum der Giiter ab. Wir benutzen hierfiir die ,,aggregate excess demand function®:

.l l
z.R++—>R

m

p2(p) =D (di(p) — e)

i=1

Proposition 1



1. z ist homogen vom Grad 0, d.h. z(ap) = z(p) Vp > 0 und o > 0
2. z ist stetig auf RZJFJF

3. z geniigt Walras Gesetz: p-z(p) =0V p>0

4. Fiir pp = pund p/ =0 = [|2(pn)]| =3 o0

5. z ist nach unten beschréankt: z(p) > —e Vp

Beweis:
1. Nach Voraussetzung (1):

p>0

pdi(p) = pe; = di(p) = e; Vi

und 0050
apd;(ap) = ape; P00 di(ap) = e; Vi

m

m
= z(ap) = > (di(ap) —e;) = > _(di(p) — €i) = 2(p)
i=1 i=1
2. z(p) ist als Verkniipfung stetiger Funktionen wieder stetig.

!

3.pz(p)=0Vp>0
m

pelp) = p 3 (di(p) — ) = 3 (pas(p) ~ pes) 2 0

Da z(p) homogen fiir alle a > 0, kénnen wir annehmen, dass p im 1-Simplex liegt:

l
pe AN ={peR;> pF=1}
k=1

Lemma 1 (Gale-Nikaido-Debreu (GND) Lemma )
Sei S ¢ A1 konvex und abgeschlossen und f : S — R! stetig mit pf(p) =0V p
Dann: 3p* € S mit pf(p*) <0Vpe S

Beweis:
Sei p: f(S) — S die Korrespondenz definiert durch

p(z) == {p € S|pz = max{qzlq € S}}



Dann ist u konvex und kompakt.
Des weiteren ist Graph p abgeschlossen.
Definiere nun die Korrespondenz v durch

v:Sx f(S)—8Sx f(9)
(p,2) = (u(2), f(p))

Graph v ist nun nicht leer, konvex und abgeschlossen.

Kakutani 1 at einen Fixpunkt, d.h.:

™, 2%) € Sx f(5): (07, 27) € v(p™, 2%) = (u(z"), f(p))
keine Korrespondenz
= p* € u(z%), 2" € f(px) f B z* = f(p*)
Es gilt somit:

Satz 3
Mit U1 (u; : ]Rﬂr — R stetig, strikt konkav, wachsend) gilt: 3 Gleichgewicht, d.h. 3
Kollektion (p,d;(p),i =1,..m): p>> 0, z(p) = > (di(p) —ei) =0

=1
Bewelis:

l

Wir wenden das GND Lemma auf A= = {p € RL; 3" p* = 1} und z(p) an.

k=1
Dann gilt fiir alle p im Inneren von A!~L:
JIp* € A7 mit pf(p*) <0V pe AL
= z(p*) <0
Aber nach Walras Gesetz: p*z(p*) =0
= z(p*) = 0 da p* aus dem Inneren von A!~! also wenn p > 0 gilt.
Dies gilt allerdings erstmal nur fiir das Innere von A"!, da z(p) auf dem Rand von A1
nicht stetig ist. Denn z(p) = 0 fiir p € OA"! widerspricht 4. in Proposition 1.

Daher werden wir nun mit Limiten arbeiten, und wachsende Teilstiicke von A1 be-
trachten. Fiir n € N sei:

. 1
At ={pe s >~ G e {1, 11}

und es gilt: z| 11 ist stetig nach Proposition 1.

“AP 3pr e ALY mit pz(p;) < 0,¥p € Al (2)



(p*)n ist eine Folge in A1 (und AL "Z3 A1), Also liegt der Grenzwert p* wegen
der Abgeschlossenheit von A1 eben in AL

Es bleibt zu zeigen, dass p* > 0 gilt, damit die Unstetigkeit von z(p) auf dem Rand von
A1 irrelevant ist fiir unsere Aussage.

Nach Proposition 1: Falls p, "= p, p/ = 0 dann ||z(p)|| "= co. Um also zu beweisen,
dass p* > 0, geniigt es zu zeigen, dass ||z(p*)|| < co wenn p,, 2P0 pr.

Mit 5. in Proposition 1: z ist nach unten beschrinkt durch —e. Also

z(p) > —e Vpi

2 (p};)
Schreibe z(p}) als z(p}) = ) . Weiter sei p/ = } Vj in (2) udn n grof genug,
1 2(py)
l
alsop=| = | e Al-L
1
Dann gilt mit (2):
pz(pp) <0
L
= Z TZk(PZ) <0
k=1
l l
App) < =) r) <y e
k=2 k=2

= 21(p}) nach oben beschrinkt. Analog kann man fiir k=(2,..,1) verfahren.

= z(p}) ist nach oben beschrankt.

= Also ist 2(p},) beschrinkt und ||2(p})|| < oo Vn € N fiir p}, — p* und damit p’* # 0.
= p* > 0.

Da z stetig auf REFJF (nach Proposition 1) folgt:

lim z(py,) = z(p*)

n—oo
Da Al=! von unten gegen A!"! wiichst, gilt:

n—oo

pz(p*) <0Vpe AL "2 pa(pt) <0 Vp e ATE

= z(p*) <0.
Aus p*z(p*) = 0 mit p > 0 folgt nun z(p*) = 0.
— 3 Gleichgewicht.



Die Negishi Methode

Bei der Negishi Methode betrachtet fiir den Beweis der Existenz eines Gleichgewichts
den Raum der Agenten und verwendet das Prinzip des Pareto Optimums. Das Pareto
Optimum ist anschaulich ein Optimum aller Nutzenfunktionen der Agenten, wobei jeder
Agent seinen Nutzen nur noch dann vergréfiern kann, wenn der Nutzen anderer Agenten
sich vermindert.

Wir stellen hier weitere Anforderungen an die Nutzenfunktionen wu;, die sich auf deren
Differenzierbarkeit beziehen.

U2 u; € 02(Rl++)
U3 Es gilt die Inada-Bedingung fiir alle i, d.h.: g;j- (r) — oo fiir 27 — 0, 2 fest fiir
i .

Pareto Optima

Definition 2 Eine Giiterverteilung (¢;)i=1, .m € (Ri)m ist ein Pareto Optimum, falls:

so dass
ui(cy) > wiei) Vi, ui(cy) > uj(cy)

fiir mindestens ein j € {1,..,m}.

Definition 3
Ein Paar (p, (¢;)i=1,.m € (R})™) heiBt Gleichgewicht mit Transferzahlungen, falls fiir
alle i gilt:

m m
¢; maximiert u;(c;) unter der Nebenbedingung pe; < pé; und > ¢ =e= > ¢;
i=1 i=
Also hitten wir ein Gleichgewicht, falls ¢; der Besitz von Agent i wire. Um das zu

erreichen, miissten wir p(e; — ¢;) an ihn tranferieren.

[y

Des Weiteren beruht die Negishi Methode auf dem ersten und zweiten Wohlstandestheo-
rem:

1. Jedes Gleichggewicht ist ein Pareto Optimum.

2. Jedes Pareto Optimum ist ein Gleichgewicht mit Transferzahlungen.

Dies wollen wir nun beweisen und beschéftigen uns daher zuerst mit 2 Eigenschaften des
Pareto Optimums.



Definition 4
Sei @« € A™! ein Nutzengewichtungsvektor. Dann ist die Gesamtnutzenfunktion mit
Gewichtung «; fiir Agent ¢ gegeben durch:

m
u(a) == Zaiui(ci)
i=1
Dazu konnen wir das Problem P, betrachten. Dieses ist definiert durch:
m
P,:= maximiere u(a) mit der Nebenbedingung ¢; > 0 Vi und ) ¢; <e.

=1

Proposition 2
(Gi)i=1,...m ist ein Pareto Optimum < 3 Nutzengewichtungsvektor o € A™ 1 50 dass
(Gi)i=1,..,m eine optimale Losung fiir das Problem P, ist.

Bewelis:
7<=": Es ist leicht zu zeigen, dass (¢;)i=1,..m zu P, Pareto optimal ist. Denn nach Defi-

m
nition gilt > & < e und (&)i=1,_m € (RY)™ maximiert u(a).
i=1

”=": Definiere folgende Mengen:

A= {(Ci)izl,..,m ’ ci > 0 VZ, Zci < e}
=1

U = {(ui(¢i))i=1,..m | (¢i)i=1,..m € A}
Vi={z € R™ | 2" > w(&) Vi, 27 > uj(¢;) fiir mind. ein j}.

Dann ist U NV = (), U konvex und kompakt, V nicht leer und konvex.
Beweis:
1. U NV =  klar nach Definition vom Pareto Optimum.

2. U konvex und kompakt:

-konvex: Sei ui(ci))i:17..7m, (ui(ci))i:17._7m S U, A€ [0, 1].

Aui(ey)i=1,.m + (1 = A)(ui(ci))i=1,..m

= (wi(ci))i=1,.m + A((wi(¢i))i=1,..m — (wi(¢i))i=1,.m) €U
eU cU

-kompakt: Dies gilt, da kompakte Mengen (A) unter stetigen Abbildungen (u;) wieder
kompakt sind (U).

3. V nicht leer und konvex:
-nicht leer: Wihle z € U€, also (¢;)i=1,..m ¢ A. Dies ist moglich.



-konvex: Seien z1, 20 €V, A € [0,1]. Az1 + (1 = N)z2 = 29 + A(21 — 22)
LFall: 28 > 28: 28 + A (2] — 24) > 0 > (&)
~——

2.Fall: 25 > 24 28 + X (2] — 25) < 0 > ui(&)
————

analog fiir 2/ > u;(¢;)

Aus Minkowskis Theorem folgt nun: 3 Familie von Koeffizienten (o, .., ayy,), o; # 0 Vi,
so dass:

m m

Zaiwi < Zz’, weU, zeV

i=1 i=1

Fir w = [ui(G)]i=1,.,m und z = [ui(é1) + t,u2(é2), .., um(Cm)] wobei t > 0.

%
m m
Dann gilt: > a;[ui ()] < aqui(é) + art + > ui(&)
i=1 i=2
= a1t >0 t§>0 a1 >0

Analog kann man dies fiir ¢ = (2,..,m) durchfithren und erhélt: o > 0.
Wir kénnen weiter annehmen, dass o € A™~!, denn da o # 0 und obige Ungleichung
homogen in « ist, kénnen wir passend mit A > 0 multiplizieren.

Da [ui(&;)]i=1,..m € V (nach Definition von V), gilt weiter:
m m
Z aiui(¢) < Z o (€;)
i=1 i=1

m
Y (¢i)i=1,.m fur die gilt: ¢; >0, > ¢ <e.
i=1

= Ja € A" (¢)iz1,. m ist Losung zu Problem P,.

Diese Proposition nutzen wir um eine weitere Characterisierung eines Pareto Optimums
Zu zeigen.
Sei a € A™! fest und zu P, gehorig.
Falls a; = 0 = ¢(a) = 0.
Falls a; > 0 = ¢;(«) > 0 wegen der Inada Bedingung.
Daher existiert ein Lagrange Multiplikator A = (A1, .., A;) > 0, so dass fiir alle i, fiir die
a; > 0 ist, gilt:
a; grad u;(é) = .
Aus diesem Zusammenhang folgt, dass der zu einem Pareto Optimum assoziierte Nut-
zengewichtungsvektor eindeutig ist: Angenommen ¢,11 = .. = ¢, = 0.
Dann ist apy1 = .. = o, = 0.
Sei [grad u;(¢;)]* der erste Eintrag in grad u;(¢;). Dann haben wir:

aq[grad ul(c_l)]l = aglgrad UQ(C_Q)]I =..=aplgrad up(c_p)]1



o
Da Y a; = 1, folgt hieraus, dass die «; eindeutig bestimmt sind.
i=1

Definition 5

u(a, e) := maz{aiui(c1) + .. + amum(cm)

m
mit der Nebenbedingung ¢; > 0 Vi und > ¢; > e heifit Gesamtnutzenfunktion.
i=1

Nun wollen wir das 2. Wohlstandstheorem beweisen:

Proposition 3

Eine Giiterverteilung (¢;)i=1,..m ist ein Pareto Optimum < « ist der zugehorige Nutzen-
gewichtungsvektor und (p(«), (¢;)i=1,..m) mit p(o) = grad u(a, e) ist ein Gleichgewicht
mit Transferzahlungen.

Beweis:
” <= ”: Wir nehmen an, die Aussage gelte nicht. Dann existiert ein (c});=1, m € (R})™
m
mit ;c; < e, so dass u;(c;) > u;(¢;) Vi und uj(c;») > u;(¢;) fiir mindestens ein j.
= p(a)c; > p(a)é; Vi und p(a)c; > p(a)e; fiir mindestens ein j.
m m
= p(a) Y ¢ > p(a)e;. WIDERSPRUCH! zu )" ¢, <e.
i=1 i=1
? <= ": Sei also (¢;)i=1,..,m ein Pareto Optimum mit zugehérigem Nutzengewichtungsvek-
tor a mit a; > 0 fiir ¢ € {1,..,p} und a1 = .. = ayy, = 0.
Betrachte nun folgendes Gleichungssystem von (p + 1)I Unbekannten (¢;, \) € (R} )P x
R . :
++

ay grad ui(cy) = A

ap grad uy(cp) = A
P
Z C;, =€
i=1

Wir konnen damit zeigen (vgl. Rose-Anne Dana, Monique Jeanblanc; Financial Markets
in Continuous Time, S.199;Springer), dass die Funktion u(c,e) differenzierbar ist in e
und dass gilt:
A =grad u(a, e)
Wir setzen:
p(a) = grad u(a,e) = «; grad u;(&;)

Vi mit oy > 0.

10



Daraus folgt, dass ¢; eine Losung zu dem Optimalisierungs Problem P; ist, wobei P;
definiert ist als:

P;: maximiere u;(c;) unter der Bedingung p(a)c; < p(a)é;.

Falls a; = 0 = ¢; = 0 ist die optimale Losung zu F;.

Dabher ist (p(a),¢;;i = 1,..,m) ein Gleichgewicht mit Transferzahlungen

Hilfssatz:
Sei @ : A" H H = {cc R i=1m¢; = 0} eine stetige Funktion und geniigt
der Nebenbedingung

falls a; =0, ®;(a) <0

Dann existiert ein op > 0 mit ®(ap) = 0.

Der Beweis verwendet den FPS von Brower und ist eine Verallgemeinerung dieses Satzes.
Dabei wird anstatt nach einer Nullstelle von ®(«) nach einem Fixpunkt von (® + Id)(«)
gesucht.

Satz 4
Unter den Annahmen U1, U2, U3 existiert ein Gleichgewicht.

Beweis:

Sei v € A™L, [Gi(a)]i=1,.m die optimale Losung zu dem zugehérigen Problem P, und
(p(a)(Gi(a) — €i))i=1,...,m die zugehorige Transferleistung. Wir wollen nun beweisen, dass
ein o existiert (eine sogenannte Gleichgewichts-Gewichtung), so dass die Transferzah-
lungen gleich 0 sind.

Sei ® : A™~1 5 R die wie folgt definierte Transferfunktion:

D, () :=p(a)(Ci(a) —e;) Vi.

Nach Definition ist a* also eine Gleichgewichts-Gewichtung < ®(a*) = 0.

Um zu zeigen, dass ® eine Nullstelle besitzt, zeigen wir zunéchst die Stetigkeit.

Aus dem Maximumstheorem (vgl. Annex in Rose-Anne Dana, Monique Jeanblanc; Fi-
nancial Markets in Continuous Time, Annex, S.201;Springer) folgt, dass die Losung
[Cili=1,..m zu P, eine stetige Funktion in « ist. Da p(a) = oy grad u;[¢;(a)] Vi mit
a; > 0, ist die Abbildung av — p(«) stetig und damit auch ®.

Auverdem gilt fiir &:

> @i(a) =pla)(—e+ Y e(a) =0
i=1 i=1

Falls a; = 0, dann ist ¢;(a) = 0 und damit ®;(a) = —p(a)e; < 0.
Mittels des Hilfssatzes folgt nun, dass ein o existiert, so dass ®(a*) = 0 und damit ist
der Beweis erbracht.
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