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0 Einleitung

Im ersten Teil geht es darum das Optimierungsproblem fiir ein Portfolio zu for-
mulieren welches den erwarteten Nutzen des Payoffs maximiert. Dann werden
wir sehen das man Portfolios genau dann optimieren kann, wenn das Modell
arbitragefrei ist was zu einem alternativen Beweis des No-Arbitrage Theorems
fithrt. Mit Hilfe des optimalen Portfolios kann dann ein dquivalentes Martin-
galmafl konstruiert werden. Im zweiten Teil geht es um den Zusammenhang
vom exponentiellen Nutzen und der relativen Entropie. Insbesondere werden
wir sehen das das dquivalente Martingalmaf} die relative Entropie minimiert.

1 Arbitragefreiheit und Portfoliooptimierung

Wiederholung 1.1 (Einperioden Modell). Gegeben sei ein Modell mit d + 1
Finanzgiitern. Der feste Anfangspreis der Finanzgiiter ist gegeben durch

5(0) = (S0(0), 5(0)) = (S0(0), 51.(0), .., Sa(0)) € RE*!
sowie der zufdllige Endpreis

S(1) = (So(1),5(1)) = (So(1), S1(1), ..., Sa(1))

mit nicht-negativen Zufallsvariablen S; auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P)
Das 0-te Finanzgut ist eine risikofreie Anlage mit

S()(O) =1 und S()(l) =14
fiir eine Konstante r > —1. Zum Zeitpunkt 0 stellt der Investor ein Portfolio
T = (IOVI) = (IOax17$27 ...71'(1) € Rd+1

auf, wobei x; dem Anteil im i-ten Finanzgut entspricht. Der Anfangspreis eines
solchen Portfolios T ist gegeben durch

Wir kénnen ohne Einschrdinkung annehmen, dass das Modell nicht-redundant
ist, d.h. es gilt:

T-51)=0=7=0 (1.1)

Definition 1.2 (Nutzenfunktion). Fine Funktion u : D — R heiffit Nutzenfunk-
tion, falls gilt:

e u ist strikt konkav

e u ist streng monoton steigend



o u ist stetig auf D

u(x) fillt mindestens linear fiir x | inf D, d.h u kann nicht von unten beschrinkt
sein ausser es gilt inf D > —oo.

Angenommen ein Investor méchte einen gegebenen Betrag w in den Finanz-
markt investieren und seine Préferenzen kénnen als eine Nutzenfunktion 4 be-
schrieben werden. Die Wahl des Portfolios T wird in Abhéingigkeit von dem
mittleren erwarteten Nutzen

Ela(z - S(1)] (1.2)
getroffen, so dass das Portfolio T die Bedingung
S0)-T<w (1.3)

erfiillt. Es soll (1.2) unter der Bedingung (1.3) maximiert werden.

Bemerkung 1.3.
o Wir nehmen an dass T - S(1) P-f.s. im Definitionsbereich von @ liegt.

e FEs reicht Portfolios mit S(0) -T = w zu betrachten, da sonst (xg + w —
S(0) - T, x) ein echt besseres Portfolio ist.

o Fiir alle x € R? existiert eine eindeutig bestimmte numeraire Komponente
zo € R, so dass T = (zg,x) die Bedingung S(0) - T = w erfiillt.

Wir wollen nun das urspriingliche bedingte Maximierungsproblem in ein
dquivalentes unbedingtes Maximierungsproblem iiberfiihren indem wir den ab-
diskontierten Profit

EA 5wy o7 SO = (14 )Y e

fiir ein Portfolio T betrachten. Definiere nun u als Transformation von @ wie
folgt:

u(y) = al(1 +7)(y + w)l.
u : D +— R ist wieder eine Nutzenfunktion und wir erhalten das unbedingte

Optimierungsproblem Efu(x - Y)] unter allen € R? zu maximieren, so dass
z-Y eD.

Bemerkung 1.4. Wir nehmen folgende Fdille an:

e D =R In diesem Fall sind alle Portfolios x € R zulissig aber wir nehmen
an, dass u von oben beschrdinkt ist.

e D = [a,00) fiir ein a < 0. In diesem Fall lassen wir nur Portfolios x € R?
mit z-Y > a P-f.s. und nehmen an, dass E[u(z-Y)] < oo f.a. * € R? mit
x-Y >a P-fs gilt.

Als Notation setzen wir
S(D):={zeR?|z-Y € D P-fs.}

die Menge aller zuléssigen Portfolios fiir D. Als néchstes wollen wir zeigen das
die Existenz eines optimalen z*, welches den erwarteten Nutzen Elu(z - Y)]
unter allen z € S(D) maximiert, dquivalent ist zur Arbitragefreiheit. Fiir den
Beweis benotigen wir die folgenden zwei Lemmata.



Lemma 1.5. Sei D = [a,00), 0 <b < |a|, a € (0,1] und X eine nicht-negative
Zufallsvariable. u : D +— R stetig, strikt konkav und streng monoton steigend.
Dann gilt:

Elu(aX —b)] < 0o = Eu(X)] < o0

Beweis: Durch Erweitern und Ausnutzen der Konkavitdt von u gilt:

u(X) —u(0) _ ou(X) + (1 — a)u(0) — u(0) < u(aX) — u(0)

X aX aX

Da der Differenzenquotient von « in beiden Variablen monoton fallend ist gilt:

u(aX —b) —u(=b)
aX —b—(-b)

Umformen liefert dann:

u(X) < —u(aX —b) — u(—b) +u(0)

Q|

u(X) wird also durch ein Vielfaches von u(aX — b) plus eine Konstante majo-
risiert und somit folgt die Behauptung. O

Lemma 1.6. Sei h: R+ RU {400} eine konvere und unterhalbstetige Funk-
tion mit h(0) < co. Dann nimmt h ihr Minimum an falls gilt:

lim h(ax) = +oo fa. x € R mit x #0 (1.4)

aToo

Beweis: Sei limgtoo h(ax) = +00 fa. 2 € R? mit 2 # 0. Wir wollen zeigen dass
die Menge {h < ¢} kompakt ist fiir ¢ > inf h. Dann folgt dasd die Menge der
Minima von h

{zeR? | h@)=inf b} = (| {zeR*|h(z)<c}
c>inf h

als Schnitt einer fallenden nicht leeren Folge von kompakten Mengen nicht leer
ist.
Annahme: {h < ¢} mit ¢ > inf h ist nicht kompakt.

n—oo

Dann existiert eine nicht beschrénkte Folge (2, )nen in {h < ¢}, so dass |z,| —
oo gilt. Wir nehmen an das Iiinl "% 1 £ 0 gilt, falls nétig gehen wir iiber zu

einer Teilfolge. Fiir > 0 gilt dann:

x a !
h(ax) < liminf h(a—-) = liminf h(—x, + (1 — —

)0)

e o o @
<liminf —c¢+ (1 — —)h(0) = liminf(——c + h(0) — —A(0
<liminf et (1= 0 )h(0) = minf (e + h(O) — (h(0))
=h(0) < 0.

4 zur Voraussetung. O

Satz 1.7 (No-Arbitrage Theorem). Seiu: D — R eine Nutzenfunktion welche
die Bemerkung 1.4 erfillt. Dann sind dquivalent:



1. Es existiert ein z* welches den erwarteten Nutzen E[u(x -Y)] unter allen
x € 8(D) mazimiert.

2. Das Modell ist arbitragefrei.
Insbesondere folgt aus (1.1) die Eindeutigkeit von z*.

Beweis: Aus (1.1) folgt dass die Funktion z — E[u(x-Y)] strikt konkav ist und
somit ist das Maximum eindeutig bestimmt.

1)=2):

Annahme: Das Modell ist nicht arbitragefrei.

Dann existiert ein Arbitrage z € R? mit z # 0 und z - Y > 0 P-f.s. Maximiere
xz* € §(D) den erwarteten Nutzen Eu(z - Y)]. Addieren wir nun z zu z*, so

erhalten wir:
Elu(z*-Y)] < Elu((z* 4+ 2) - Y)]

4 zur Optimalitédt von z*.

2)=1):

1. Fall: D = [a,00) fiir a € (—o0,0)

Wir wollen zeigen das S(D) kompakt ist.

Annahme: S(D) ist nicht kompakt.

Sei (z,)nen eine Folge in S(D), so dass wieder |z,| "= co. Setze z, :=

Tn
|rn|

und wir nehmen an, dass z, ey # 0 € R? konvergiert. Dann gilt:

Y
z-Y = lim In > limL:OP—f.s.

Somit erhalten wir dass Z := (—S(0) - 2, z) eine Arbitragemdglichkeit ist, denn

es gilt:

z-50)=-50)-24+S50)-z2=0
z-5(1) = (=S0)-2) A +7r)+2-S1)=(1+7)(2-Y) >0 P-fs.

4 zur Arbitragefreiheit und somit ist S(D) kompakt.
Als néchstes wollen wir zeigen dass die Funktion

x> Eu(z-Y)] ,z € S(D) (1.5)
stetig ist. Definiere dazu z € R? wie folgt:

z;: =0V max x; < oo

z€S(D)
Offensichtlich gilt z - S(1) > = - S(1) fiir alle x € S(D) und
x-S(1) z-S(1) . ,
Y = — < — .
1+7r 5(0) @ < 1+7r (O/\x'g}sl?D)S(O) z)
Da u streng monoton steigend ist, gilt u(z-Y") < u( Z'li(rl) —(0Aming cg(py S(0)-

2')). z ist nach Definition nicht negativ und deswegen ist z - Y von unten be-
schriankt durch —S(0)-z. Weiterhin existiert ein a € (0, 1], so dass aS(0)-z < |a].
Also ist az € (D) und somit folgt mit Bemerkung 1.4:

z-8(1)
147

Elu(az-Y)] = Elu(a —aS(0)-2)] <



Anwendung von Lemma 1.5 mit b = aS(0) - z liefert dann:

z-8(1) z-8(1) . , . /

E =F — . .

) = B3 - 08 min S(0))+(08 iy S(0)-0)] < oo
Weitere Anwendung von Lemma 1.5 mit b = —(0 A min, cs(p) S(0) - ') liefert
nun: s

z .
E — i !
[u( Trr (0OA m'g?D) S(0)-z'))] < o0

Also haben wir eine integrierbare Majorante von u(x-Y') gefunden und der Satz
von der majorisierten Konvergenz zusammen mit der Stetigkeit von u liefert fiir
alle Folgen x,, — x, dass gilt:
lim Efu(z,-Y)] = Elu(z-Y)]
n— oo
Somit ist (1.5) stetig und nimmt ihr Maximum auf D an.
2. Fall: D =R
Betrachte die konvexe Funktion h(z) := —E[u(z - Y)]. Wir wollen zeigen das
h unterhalbstetig ist. Sei (2,)nen eine Folge in S(D) = R? mit lim,, oo 7, =
r € RY Wegen Bemerkung 1.4 sind die Zufallsvariablen —u(z,, - Y) alle von
unten beschrinkt und wir kénnen das Lemma von Fatou anwenden (addiere
Konstante um positive Funktionenfolge zu erhalten). Dann gilt:
liminf h(x,) = liminf —Efu(z, - Y)] > E[-u(z - Y)] = h(x)
n—oo n—oo
Somit ist h unterhalbstetig. Als niichstes wollen wir zeigen das die Arbitrage-
freiheit dquivalent ist zur Bedingung (1.4) aus dem Lemma 1.6. Wir wissen
das das Modell genau dann arbitragefrei ist, wenn fiir jedes x # 0 € R? gilt:
Pl{z-Y < 0}] > 0. Da u als Nutzenfunktion strikt monoton steigend, konkav
und in diesem Fall nach unten nicht beschrénkt ist, gilt nach Definition 1.2:

{:E~Y<O}{limu(ax~Y)oo},xERd

Too
Weiterhin gilt P[{limyqoo u(az - Y) = —00}] > 0 genau dann, wenn
liTm FElu(az -Y)] = —o0
da u nach Bemerkung 1.4 von oben beschrankt ist. Nun kénnen wir Lemma 1.6
anwenden und erhalten die Behauptung. O

Satz 1.8. Sei u eine stetig differenzierbare Nutzenfunktion auf D, so dass
Elu(z - Y)] < oo fiir alle v € S(D). Mazimiere x* Elu(x - Y)] unter allen
x € 8(D) und gelte eine der folgenden Bedingungen:

o u ist definiert auf D = R und von oben beschrinkt
o u ist definiert auf D = [a,00) und x* ist ein innerer Punkt von S(D).

Dann gilt:
o' (z* - Y)|Y] € £LY(P) (1.6)

und
E//(z*-Y)Y]=0 (1.7)



Beweis: Sei z € S(D) und ¢ € (0,1]. Definiere . := ez + (1 — £)a* und

u(ze - Y) —u(z* - Y).
€

A, =

Da u konkav ist gilt: ¢ < § = A, > As und die Taylorentwicklung im Punkt
x* Y liefert

u(zeY) = u(er-Y+(1—)x*Y) = u(z*Y)+u' (Y ) (ex-Y +(1—¢)z*-Y —2*-Y)+o(e?)

=u(z* Y) 4+ (z* Y)e(x — ) - Y +o(e?)
Damit gilt: A, 2w/ (x*-Y)(x—2*)-Y fiir e | 0 Nach Voraussetzung ist u(x-Y") €
LY(P) Vx € 8(D) und somit ebenfalls Ay = u(x-Y) —u(z*-Y) € L}(P). Nach

dem Satz der monotonen Konvergenz, sowie der Maximalitédt von z* gilt dann:
0> E[A] /EW (2" Y)(xz —2*) Y] fiire 0 (1.8)

Nach beiden Voraussetzungen ist 2* ein innerer Punkt von S(D) und indem wir
z:=x — x* setzen erhalten wir aus (1.8):

E/'(z*-Y)z-Y] <0

fiir alle z in einem kleinem Ball um den Ursprung von R. Ersetzt man z durch
—z so sieht man, dass der Erwartungswert verschwindet. O

Korollar 1.9. Sei das Modell arbitragefrei und die Nutzenfuntkion u : D —
R sowie der Maximierer x* erfillen die Voraussetzungen aus Satz 1.8. Dann
definiert

P* / * Y

P w (x ) (1.9)

dP  E[/(z*-Y)]

ein dquivalentes Martingalmag.

Beweis: P* ist ein dquivalentes Martingalma$i genau dann, wenn E*[Y] = 0.
Nach Satz 1.8 ist w/(z* - Y)Y integrierbar beziiglich P und der Erwartungswert
verschwindet. Also reicht es zu zeigen, dass P* wohldefiniert ist, d.h. v/ (z*-Y) €
L1(P). Setze dazu ¢ := sup {u'(y)|y € D und |y| < |2*|}. Dann gilt:

< u'(a) ,D = [a,00)
*\w(-k") ,D=R

Da u nach Voraussetzung auf ganz D stetig differenzierbar ist, ist dies endlich.
Somit folgt:
0<u/(z"-Y)<c+d(a"-Y)|[Y|lgy>1

Die rechte Seite hat endlichen Erwartungswert und es folgt die Behauptung. [

Beispiel 1.10. Betrachte die exponentielle Nutzenfunktion u(x) = 1—e~** mit
konstanter absoluter Risikoaversion o > 0. Die Voraussetzung dass Elu(z -Y)]
endlich ist, ist dquivalent zu E[e*Y] < co f.a. x € RY. Sei x* optimal fiir den
erwarteten Nutzen E[u(x -Y)], dann hat das dquivalente Martingalmafl P* die
P-Dichte:

dP* e—a:c*~Y

dP  El[e—az™ Y]’




P* ist unabhdngig von o , da x* den erwarteten Nutzen genau dann optimiert,
wenn A" := —ax™ die Momentenfunktion:

Z(\) == E[e*Y], A e R?
von Y minimiert.

Im néchsten Abschnitt wird P* dadurch charakterisiert, das es die relative
Entropie beziiglich P unter allen dquivalenten Martingalmaflen in P minimiert.

2 Exponentieller Nutzen und relative Entropie

Wir betrachten nun CARA (constant absolute risk aversion) Nutzenfunktionen
uz)=1—e* , a>0

um das Problem der Portfoliooptimierung genauer zu betrachten. Die Haupt-
annahme fiir dieses Problem ist

Elu(z-Y)] > —oo f.a. z € R? (2.10)

Im vorherigen Beispiel 1.10 haben wir gesehen, dass wir die Maximierung von
Elu(z-Y)] auf die Minimierung von Z(\) reduzieren kénnen, welches unabhéngig
von « ist. Weiterhin gilt (2.10) ist dquivalent zu

Z(\) < oo fa. A € R? (2.11)
Im folgenden nehmen wir an, dass dies immer gilt.
Lemma 2.1. Z(\) < oo fa. A€ R & FE[e*V]] < 00 fa. a > 0.

Beweis: <« ist klar!
=
Wihle ¢ > 0, so dass gilt |Y| < c- Z?Zl |Y;|. Dann erhalten wir:

E[e*Y]] < E[ereZimi 1Y)

Die Holder-Ungleichung liefert:
d
<[] Blewet™ s
i=1

Wiihle nun A € R? mit \; = aed und \; = 0 fiir i # j und wir erhalten fiir ein
beliebiges i:
E[eacd\)ﬂ] < E[e)\-Y] —I—E[G_XY} < 00

Somit ist jeder Faktor endlich nach Voraussetzung und es folgt die Behauptung.
O

Definition 2.2 (exponentielle Familie). Die exponentielle Familie von P beziiglich
Y ist die Menge der Mafle

{P\| AeRY}
definiert durch:
apy _ Y
dP  Z())



Im néchstens Abschnitt schauen wir uns die Baryzentren der Elemente der
exponentiellen Familie von P beziiglich Y an.
Setze dazu m(\) := E\[Y] = ﬁE[YeA'Y] , AERY,
Lemma 2.3. 7 ist eine glatte Funktion auf R und der Gradient von log Z im
Punkt X\ ist gleich dem Erwartungswert von Y beziglich Py, d.h. es gilt:

1

(Vlog Z)(\) = m(\) = mE[Ye*'Y].

Ebenfalls ist die Hessematriz von log Z im Punkte A gleich der Kovarianzmatriz
(covp, (Y;,Y;))i; von Y beziglich Py, d.h. es gilt:

2

0
Fngx; 10820 = covr, (Yo, Y;) = BAVY;] = BAIVIEALY)]

Insbesondere ist log Z konvez.
Beweis: Es gilt:
oMY
| O\
Mit Hilfe von Lemma 2.1 erhalten wir eine integriebare Majorante (2.12) und

der Satz von der majorisierten Konvergenz erlaubt es uns Integration und Dif-
ferentiation zu vertauschen. Dann gilt:

| = |zileY < e(FRAD-IYI (2.12)

(Viog Z)(A) = - VE[(*Y)()]

Z(N)
1 0E[eMY] OE[eMY]
B Z(/\)( o 7T O )
= Z(l)\) (BE[Y1eMY], ..., E[YqeY]) = ﬁE[Y@XY} =m(A)
Sowie:
02 o 1 :
NN, log Z(A) = a—)\ij[Yie’\ Y]
 ZOVENY Y] — EYeNYIEYeY)
B Z(X\2)

= E\[YiY;] — E\[Y;]E\[Y;]



Definition 2.4. Sei p:= PY die Verteilung von Y unter P.
o I'(u) = conv(supp(p)) = {3k—y aryn | ax 2 0, 325 ar =1, y € supp(p), n € N}
o ri I'(p):={zvel(p) |Vyel'(n) Ie>0mitx —e(y—z) € ()}
Korollar 2.5. Die Funktion nimmt
A= A-mg—log Z()\)

thr Mazximum an genau dann, wenn mg in dem relativen Inneren der konvexren
Hiille vom Support von p ist, also

mo € i T'(p)
In diesem Fall gilt fiir jeden Mazximierer \*:
mo = m(\*) = Ex«[Y]
Gilt (1.1) dann ist \* eindeutig. Insbesondere ist die Menge {m(X) | A € R%}
=ri I'(p)

Beweis: Setze Y ==Y — mg, dann erhalten wir
A-mg —log Z(\) = A - mg — log E[ek'(f/*m())]

= X-mg — (log E[e’\'?] +A-mp) =—log E[eA'?]

Somit haben wir das Problem auf den Fall mit my = 0 reduziert. Anwendung von
Satz 1.7 liefert die Aquivalenz der Arbitragefreiheit zu der Existenz eines Maxi-
mierers A* von — log Z. Mit Korollar 1.9 folgt: m(A*) = 0und 0 € ri T'(u), da 0 €

My(p) == {fy vdy | v =~ p, Z—Z ist beschrénkt, [ |ylvdy < oo} =riL(p). O

Definition 2.6 (relative Entropie). Die relative Entropie eines Wahrschein-
lichkeitsmafes Q) beziiglich P ist definiert als

dQ 1 dQ
H(QIP) = {E[dplog 991 falls Q < P
400 sonst
Satz 2.7. Sei mg := m()\o) fiir ein \g € R%. Dann gilt fiir jedes Wahrschein-
lichkeitsmafl Q auf (Q, F) mit Eg[Y] = mg:

H(Q|P) = H(Px,|P) = Ao - mo — log Z(Ao)

und Gleichheit gilt genau dann, wenn Q) = Py,. Insbesondere mazimiert Ao die
Funktion
X -mq —log Z(\) iiber alle A € RY

Beweis: Sei () ein Wahrscheinlichkeitsma$l auf (2, F) mit Eg[Y] = my. Wir
zeigen zuerst
H(QIP) = H(QIP\) + A - mg — log Z()) (2.13)

1.Fall: Q £ P
Klar , da nach Definiton 2.6 beide Seiten unendlich sind.



2. Fall: Q< P
Es gilt:
dQ _ dQ dP, dQ e

dP ~ dPy dP ~ dP\ Z()\)

Und somit erhalten wir:

d d d d AY
H(QIP) = B[52 10 22] = E[dfilogdg;m]
Q. dQ Q. Y
= Blgplos gp 1+ Blgp o8 75
- aQ,.
H(Q|P,\)—|—)\ E[dP }—logZ()\)

= H(Q|Py) + A -mg — log Z(\)

Also ist (2.13) gezeigt. Wendet man nun die Jensen’sche Ungleichung auf die
strikt konvexe Funktion h(x) = zlogx an erhalten wir

HQIP) = Elb(

und Gleicheit genau dann, wenn @) = Py. Somit folgt
H(Q|P) > X-mg —log Z(X\) (2.15)

fiir alle A € R? und MaBe @ mit Eg[Y] = mo und Gleichheit gilt genau dann,
wenn ) = Py. A muss so sein , dass m(A) = mg gilt. Insbesondere gilt fiir solche
A

)] = h(1) =0 (2.14)

e)\-Y e)\-Y
H(PA|P) = B0 tor 2] = Bl 0w 5]
ek-Y
=X\ E[Ym] —log Z(\)

=X-m(\) —logZ(\) = X-mg — log Z(\)

Also maximiert Ao die rechte Seite von (2.15) nach Korollar 2.5 und Py, mini-
miert die relative Entropie auf der Menge

Mo :={Q | EQ[Y] = mo}

Jedoch ist H(Q|P) ein strikt konvexes Funktional von @ und somit gibt es
hochstens ein Minimierer in der konvexen Menge Mj. Also induziert jedes A mit
m(A) = mg das gleiche Maf} P, . O

Setzt man mg = 0 erhalten wir mit dem folgendem Korollar ein spezielles
dquivalentes Martingalmaf}, welches die relative Entropie minimiert. Es wird
auch Esscher Transformation von P genannt.

Korollar 2.8. Sei das Modell arbitragefrei. Dann existiert ein eindeutig be-
stimmtes duivalentes Martingalmaf§ P* € P, welches die relative Entropie H(P|P)
tber alle P € P minimiert. Die Dichte von P* hat die Form

ap* MY
dP  E[e*Y]

10



wobei \* der Minimierer der Momentenfunktion E[e* Y] von 'Y ist.

Beweis: Folgt aus Korollar 2.5 und Satz 2.7 O

Lemma 2.9. Fir jedes Wahrscheinlichkeitsmafl Q) gilt:

H@QIP)=  swp_ (EglZ] —log E[e7])
ZEeL>(Q,F,P)

=sup {EglZ] — log E[e”] | e” € L'(P)}

das zweite Supremum wird bei Z = log % angenommen, falls Q < P.

Beweis: 7>
Angenommen H(Q|P) < oo. Fiir Z mit eZ € £L1(P) sei PZ definiert durch

dpPZ? e?

dP ~ Ele?]

PZ ist dquivalent zu P und es gilt:

log 39 _ 1og 49 15, 427 i
Bup T % qpz T % gp
Somit erhalten wir:
dQ . dQ dQ dQ dQ . dP%
P E E
H(QIP) = [dP dP] [dP dPZ]+ [dP dP]

= H(Q|P?) + Eq[Z] — log Ele”]

Da H(Q|P?%) > 0 nach (2.14) folgt die Behauptung.

7 S”

1.Fall: Q £ P

Sei Z,, :=nla mit A so, dass Q(A) > 0 und P(A) = 0. Dann gilt fiir n — oc:

EqlZy) = log Ble”"] =nQ(A) — oo = H(Q|P)
=0, daP(A)=0

2. Fall: Q < P mit Dichte ¢ = dP
Setze Z := log ¢. Wir wollen zuerst eZ € L1(P) zeigen. Sei dafiir Z,, = (—n) V
(log v) A n. Dann gilt:

Zn] — Zn Zn log o1 __
E[e ] = E[e 1{@21}] + E[e 1{W<1}] — E[e } =1
—— ——
monotone Konvergenz majorisierende Konvergenz

Wegen xlogx > —% gilt vz, > —% fiir alle n. Das Lemma von Fatou liefert
nun

hn%lnf EqlZ,) = lin%infE[goZn] > Elplogy] = H(Q|P)
Dann gilt: lim inf 100 (Eq[Z,] — log E[e?"]) > E[plog¢] —log1 > H(Q|P) und
es folgt die Behauptung. O
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Lemma 2.10. Fir alle o > 0 ist die Menge
®o i ={p e L{(QF,P) | 920, Elg] =1, Elplogy] < a}
schwach Folgenkompakt in L'(), F, P).
Beweis: Sei LP := LP(Q), F, P). Die Menge aller P-Dichten
D:i={pel'|p>0, Elg] =1}

ist konvex und abgeschlossen in L'. Also ist die Menge schwach abgeschlossen
in L'. Ebenfalls gilt nach Lemma 2.9 fiir ¢ € D

Elplogg] = sup (E[Z¢] ~logE [e”])

Insbesondere ist ¢ — E[plog ] ein schwach unterhalbstetiges Funktional auf
D und somit ist ¢, schwach abgeschlossen. O

Satz 2.11. Fiir m € R gilt:

inf H(Q|P) = sup [\ -m —log Z()\)]
EQ[Y]:m AER4

Beweis: Mit Hilfe von Korollar 2.5 und Satz 2.7 gilt fiir m € ri T'(u):

in  H(Q|P) = max[A-m — log Z(\
sl (QIP) = max[)-m —log Z(})]

Wegen der Ungleichung (2.15) bleibt zu zeigen fiir m & ri T'(u):

inf  H(Q|P) < sup [A-m — log Z()\)]
EQY]=m AE€Rd

Die rechte Seite wird auch Fenchel-Legendre Transformation im Punkt m der
konvexen Funktion log Z genannt und wir schreiben dafiir: (log Z)*(m)
Betrachte nun m ¢ I'(p). Der Trennungssatz liefert ein & € R? mit

E-m>sup{&-x|xeT(u)} >sup{&-= |z e supp(p)}
Setze A, := n€ und es folgt:

Anom—logZ(\,) >n(-m— sup £-y)— o0
yEsupp(p)

>0

Somit ist die rechte Seite unendlich und die Aussage ist fiir m & T'(u) gezeigt.
Sei nun m € T'(p)\ri I'(x) mit (log Z)*(m) < oco. Es gilt ri T'(u) = ri T(u).
Nehme my € ri (1) und sei m,, := 1my + (1 — 2)m. Dann ist m, € ri T'(u)
und da (log Z)* konvex ist gilt:

1 -1
lim sup(log Z)*(m,,) < lim sup[g(log Z)*(ml)—i—n (log Z)*(m)] = (log Z)*(m)
ntoo ntoo
(2.16)
Fiir jedes m,, gibt es ein \,, € R% mit
m, = Ex,[Y] und H(Py, |P) = (log Z)*(m,) (2.17)
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Nun gilt wegen (2.16) und (2.17):

limsup H(Py, |P) = limsup(log Z)*(m,) < (log Z)*(m) < oc.

ntoo ntoo

Insbesondere ist H(Pj,|P) fir alle n beschrinkt und Lemma 2.10 liefert die

schwache L' Konvergenz der Dichten dg;" gegen eine Dichte ¢. Sei dP,, =

@dP. Wegen der Unterhalbstetigkeit von g—g — H(Q|P), die aus Lemma 2.9
folgt, gilt H(Px|P) < (log Z)*(m). Nun bleibt zu zeigen Eo[Y] = m. Sei
v := sup,,(log Z)*(m,,), was wegen (2.16) endlich und positiv ist. Nehme Z :=
alyy|>c}|Y| und die rechte Seite von Lemma 2.9 liefert

v = by [[Y[1y|>cy] — log Elexp(alY [1{y|>cy)] fiir alle n < oo.

Hierbei ist wegen Bedingung (2.11) und Lemma 2.1 der rechte Erwartungswert
endlich und wir kénnen uns ein a so grof wihlen, dass gilt 2 < § fiir ein ¢ > 0
und ¢, so dass log Elexp(a|Y |[1{y|>c})] < % . Damit erhalten wir

s1<1p B\ [[Y1yy>e] <€

Ebenso gilt jedoch

E\, |

n

Y(1(yi<e}] = ExllY1{y|<e)]

dPy dP. . . .
wegen der schwachen Konvergenz von —z» — 2= und somit gilt fiir € | 0

m = lim E) [Y] = Eyx[Y]

ntoo

wie gewiinscht. O
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