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1 Einfiihrung

Fiir ein gegebenes Anfangskapital x wollen wir eine optimale selbstfinanzieren-
de Handelsstrategie bestimmen, so dass der erwartete Nutzen zum Zeitpunkt T’
maximimal ist. Hierfiir betrachten wir zuerst die Eigenschaften der Nutzenfunk-
tion und formulieren das Portfoliooptimierungsproblem. Dieses werden wir dann
fiir ein arbitragefreies und vollstdndiges Finanzmarktmodell mit endlichem Zu-
standsraum (2 16sen. Die hier hergeleitete Methode wollen wir dann benutzen um

die optimale Handelsstrategie in einem Einperioden CRR-Modell zu bestimmen.

1.1 Nutzenfunktion

Definition 1.1 Eine Funktion U : R — RU {—oo} erfiillt die Inada Bedingunyg,
falls gilt:

e U ist monoton steigend auf R,

o stetig in {U > —oo} = {z € R| U(z) > —o0},

o stetig differenzierbar und strikt konkav in {U > —oo},
o U(x) = —o0 fiir x <0 und U(x) > —oo fiir > 0,

o lim, ,, U'(xz) = 0 und lim,\ o U'(x) = o0

Die Nutzenfunktion U(z) stellt den Nutzen eines Endvermégens = zum Zeitpunkt
T dar und erfiillt die Inada Bedingung.

In(z), firxz>0
Beispiel: U(x) =

—o0, firxz <0.



1.2 Formulierung des Portfoliooptimierungsproblems

Wir betrachten ein arbitragefreies, diskretes Finanzmarktmodell mit einem ab-
diskontierten Preisprozef (S;)o<i<7 auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P)
mit einer Filtration (F;)o<i<r. Wobei = {wi,ws,...,wy} ein endlicher Zu-
standsraum ist und (S;)o<t<r ist adaptiert beziiglich (F)o<t<7-
Wir kénnen nun das Maximierungsproblem fiir den Erwartungswert der Nutzen-
funktion mit Anfangskapital x unter allen selbstfinanzierenden Handelsstrategien
definieren:

u(z) = sup Ep(U(z + (H - 5)r)), (1)

HeH

wobei H der Raum der selbstfinanzierenden Handelsstrategien ist.
u(x) heiBt indirekte Nutzen-Funktion, sie gibt den optimalen erwarteten Nutzen
des Handelns mit Anfangskapital z an.
Dies ist ein einfaches Beispiel fiir ein Portfoliooptimierungsproblem. Die hierfiir
hergeleitete Methode léasst sich aber auf komplexere Modelle, die zum Beispiel
Entnahmen beriicksichtigen, erweitern.
Unser Ziel ist es nun die optimale Handelsstrategie H(z) € H zum Anfangskapital

z zu bestimmen.



2 Maximierungsproblem im vollstindigen Mo-

dell

Wir betrachten nun ein vollsténdiges Finanzmarktmodell. Nach dem 2. Fundamentalsatz
der Preistheorie existiert genau ein dquivalentes Martingalmaf} ().

Fiir die weiteren Uberlegungen ist der folgende Satz von grofier Bedeutung.

Satz 2.1 Das Portfoliooptimierungsproblem (1) ist dquivalent zum folgenden Ma-

xrimierungsproblem:
N
EpU(X7) = palU(&) — maa! (2)
n=1
unter der Nebenbedingung
N
EoXr = Z Inén < 7, (3)
n=1

wobei Xp = (Xr(wn))1<n<n = (§n)1<n<n eine beliebige Zufallsvariable ist.

Beweis: Es ist also zu zeigen:

N
u(x) = sup Ep(U(z + (H - S)r)) = sup > paU()
HeH [ ENs Zﬁlzl qnén<zT n=1
= sup EpU(Xr),
Xrel(x)

mit C(z) = { X7 : Eq Xy < z}.

(>): Sei Xp = (Xr(wn))i<n<y = (€n)1<n<n € C(x). Dies entspricht einer
Auszahlung zum Zeitpunkt 7" mit dem Anfangspreis y = 25:1 Gnén < T.
Da das Modell vollstéindig ist, ist X7 hedgebar. Das heifit, es existiert eine selbst-
finanzierende Handelsstrategie H mit Xy =y + (H - 9)7.
Da U monoton steigend ist und y < z, gilt:
EpU(Xr) =EpU(y+(H-5)r) <EpU(x+(H-S)r) < supyey EpU(x+(H-S)r).
Daraus folgt:

sup EpU(X7) < u(x).
Xrel(x)



(<): Setze Xy =z + (H - S)p. Dann ist X7 ein Endvermégen mit Anfangs-
kapital Eq X7 = z, also ist Xr € C(x).

Somit ergibt sich:

EpU(z + (H - S)r) = EpU(X7) < sup EpU(Xr)

Xrel(x)
= u(r) = sup EpU(z+ (H - S)r) < sup EpU(Xr).
HeH Xr€C(z)

OJ

Somit kann man das urspriingliche dynamische Maximierungsproblem durch
ein statisches mit einer Nebenbedingung erstetzen.

Diese wird mit dem Lagrange-Ansatz gelost. Die dazugehorige Lagrange-Funktion

lautet:

L(fl,...,&v, an fn (Z%Lgn )
= an ( —y=" £n) +yz, (4)

dabei ist y > 0 der Lagrange-Multiplikator.
Man betrachtet nun folgende Funktion:

\Il(y): Sup L(£177£N7y)7 yZO (5)

§1,-8N

Durch das Einsetzen der Formulierung (4) in (5) wird das Maximierungsproblem

iiber RY in der Gleichung (5) in N Maximierungsprobleme iiber R iiberfiihrt:

sup (U(@) - yg—“gn) Cl<n<N (©)

én

Um dieses Maximierungsproblem zu l6sen brauchen wir die Definition der konju-

gierten Funktion.
Definition 2.2 Ist U : R — R U {—o0} konkav, dann ist

Vn) = i‘;ﬁ[U@ —n¢l, n>0 (7)

die konjugierte Fuktion von U.



Die Eigenschaften von V' werden im folgenden Satz beschrieben.

Satz 2.3 U erfiille die Inada Bedingung. Dann besitzt die konjugierte Funktion
V:R" = R; y— sup,cg|U(z) — yx] folgende Eigenschaften.
1.V hat einen endlichen Wertebereich und ist stetig differenzierbar auf (0, c0),
2. es gilt =V' = (U")"" und V ist strikt konvez auf (0, 00),
3. limp o V'(y) = —oo und lim,_,o, V'(y) = o0
4. U(z) =inf, [V (y) + yz|, z€{U > —o0}
Beweis: V(y) = sup,cg|U(z) — yz] fur y > 0.
U(z) ist strikt konkav und (—yx) ist konkav = U(z) — yx ist konkav.
Eine konkave Funktion f besitzt ein globales Maximum an der Stelle x genau
dann, wenn f'(z) = 0.
Sei f(z) = U(x) — yx, dann gilt
fllz)=U(z)—y=0 & Ulz) =y
U'(x) € (0,00) ist stetig und streng monoton fallend, da U stetig differenzierbar
und strikt konkav ist.
= U :{U > —o0} — (0,00) ist bijektiv
= es existiert eine Umkehrfunktion (U’)~* von U".
Somit wird das Maximum an der Stelle #(y) = (U’)"!(y) angenommen.
= V(y) = U(2(y)) — yi(y).
zu 1: V ist stetig differenzierbar, da U stetig differenzierbar ist.
Fiir alle y € (0,00) gilt (U")"*(y) € {U > —o0} = (0, 0).
= U(U)'(y) eR
= V(y) € R fiir alle y € (0, 00). Somit hat V' einen endlichen Wertebereich.

zu 2:

V(y) = U (V) )) (U)7) () = (U () +y(U) ) ()
=y((U))'(y) = () () +y(U) ) () = =(U) ().



V ist genau dann strikt konvex, wenn V' streng monoton wachsend ist. Es gilt:
U ist streng konkav < U’ ist streng monoton fallend
= (U’)~! ist streng monoton fallend
= V'(y) = —(U")"!(y) ist streng monoton wachsend.
& V ist strikt konvex.
zu 3: limy o V' (y) = — lim~ o (U') " (y).
Ulx) =0z —00 = (U)y) > oofiry—0
= lim,\ o V'(y) = —o0.
limy 00 V/(y) = — limy o (U") "1 (y).
Ulr)=ccer—=0 = lim,-(U) ' (y) =0.
= lim, o V'(y) = 0.
zu 4: Die Funktion f(y) = V(y) + yx besitzt einen globalen Minimierer y mit
Vily) = —z & () (y) = 2 & y = U'(2)
Somit gilt fiir V(y) = U((U") " (y)) — y(U") " (y)

mf[V(y) +yz] = V(U'(2)) +2U'(z)
=U(U) ' (U'(2)) = U'(2)(U") (U (2)) + 2U"(2)
=U(x) = U'(z)x+ 2U'(x) = U(x).
0

Bemerkung 2.4 Erfiillt V' die Eigenschaften aus dem Satz 2.3, so erfiillt U,
definiert durch 4., die Inada Bedingung.

Dies kann man sich analog zu oben iiberlegen.

Bevor wir uns wieder dem Maximierungsproblem zuwenden, wollen wir uns
an zwei wichtigen Beispielen anschauen, wie man fiir eine Nutzenfunktion U die

konjugierte Funktion V' bestimmt:

1. U(x) =In(z), x>0.
Aus (7) folgt dann: V (y) = sup,eg(U(x) — yx).
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Dies ist ein einfaches Maximierungsproblem fiir eine differenzierbare Funk-

tion f(x) = In(x) — yx fiir ein y > 0.

Somit erhalten wir:

V(y) =In(;) —y,; = —In(y) — L.

2. U(z) =%, z€R, ae(—oo,1)\{0}.
Setze f(z) = £ — yu fiir ein festes y > 0. Dann gilt:
flay=a""~y = fl2)=0&ac=ys1
Somit erhalten wir:

V(y) = supyer f(z) = fly=1) = =25 fiir a € (—o0, 1)\{0}.

Nun wenden wir uns wieder dem Maximierungsproblem zu.
Aus dem Satz 2.3 erhélt man, dass fiir die Nutzenfunktion U, die die Inada Be-
dingung erfiillt, die konjugierte Funktion V' nur endliche Werte annehmen kann.
Das heifit, dass das Maximierungsproblem in (6) und damit auch in (5) eine
Losung besitzt.

Somit erhalten wir mit Hilfe von (4) und (7) folgende Gleichung fiir W:

U(y) = sup L(&,...,¢n,Y)

&1y €N
al q
= Ssup § Pn <U(£n) - y_ngn +yx
SRR\ A— n

ne1 S1mbN n
N
Qn
=> pV (y—> +yo
n=1 n
d@
=EpV [ y—
P <ydP> +yx



Die Funktion v besitzt die gleichen qualitativen Eigenschaften aus dem Satz 2.3
wie die Funktion V' | da v eine konvexe Kombination von V" ausgewertet auf linear
skalierten Werten ist.

Somit ist die Funktion ¥(y) = v(y) + yz konvex.

U besitzt also ein globales Minimum an der Stelle g, wenn gilt:

V(g =0 & @ +zxz=0 < J(y)=—=x.

v ist stetig und strikt monoton steigend und es gilt:

lim,\ o v'(y) = —o0, lim, oo v'(y) =0

Somit ist v' : (0,00) — (—00,0) bijekiv. Das heifit, dass fiir jedes x > 0 genau
ein g(z) € (0,00) existiert mit v'(g(x)) = —x.

Somit ist g(x) der eindeutige Minimierer von

: . dQ
) = inf (Bv (5735 ) +00)

Nun halten wir g(x) fest und betrachten die strikt konkave Funktion

(51,---,§N) — L( 1,---75N7@($))
= q
=§}mﬁ%m—mwi&)+mwx
n=1 n
Analog zu oben kann man sich iiberlegen, dass ein eindeutiger Maximierer (51, L€ N)

dieser Funktion existiert und es gilt

UG) =12 a_—w(m@%>.

Insgesamt erhalten wir

inf U(y) = inf (v(y) + zy) (8)

= v(§(x)) + zy()
= L(él, I ().

L ist stetig differenzierbar an der Stelle (fl, . ,éN,@(:E)), da &, € {U > —o0}
fiir alle 1 < n < N. Somit ist VL(&, ..., Ex, 9(2)) =0
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Insbesondere ist 0, L(&1, - .., &N, Yl g, )y = 0. Es folgt dann aus der Formu-

lierung

L(&,....En, 9(x)) = Z U(é) — il (Z Gnn — a:) fir §(z) >0

dass die Nebenbedingung (3) erfiillt ist, d.h
N A~
Wir erhalten also
N A~
n=1

Denn u(x) > Z _, paU U(&,) folgt aus

N

u(z) = sup an (&) > anU(én)a

€1,-6N Zn 1nén<T p=1 n=1

da fiir (fl, € ~) die Nebenbedingung erfiillt ist.
u(z) < 25:1 pnU(&,) erhilt man aus der Tatsache, dass fiir alle (&1, ..., &y), die

die Nebenbedingung erfiillen, gilt:

N N
anU(fn) S L(Sl?‘ A 7€N7g(x)) S L(él?' A ’éN?g(x)) = anU(én)'
n=1 n=1

Mithilfe von (10),(9) und (8) erhalten wir fir z € {U > —o0o}

inf U(y) = inf (v(y) + 2y) = L(&, . ... v, §(2))

y>0 y>0
N

= anU(én) = u(z).

n=1
Aus der Bemerkung 2.4 und der Tatsache, dass v die gleichen qualitative Eigen-

schaften wie V' in 2.3 besitzt, folgt nun:



v ist die konjugierte Funktion von u und
u erfiillt die Inada Bedingung und ist somit selbst eine Nutzenfunktion.

Somit kénnen wir g(z), definiert durch v'(g(x)) = —x, berechnen durch
§(z) = u'(z), fir x € {U > —o0}.

Nun wollen wir unsere Ergebnisse in einem Satz zusammenfassen.

Wir bezeichnen mit X, € C(z) den Optimierer Xy (w,) = &, fir n=1,..., N.

Satz 2.5 Gegeben sei ein diskretes, arbitragefreies und vollstindiges Finanzmarkt-
modell mit einem abdiskontierten Preisprozess (Si)o<i<r auf einem endlichen
Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) mit einer Filtration (F;)o<t<T, wobei (St)o<t<T
adaptiert beziiglich (Fi)o<i<r ist. Sei Q das dquivatente Martingalmaf und U eine
Nutzenfunktion mit Inada Bedingung.

Seien u(x) und v(x) definiert durch

u(z) = sup EpU(Xr), z€{U > -0}, (11)
Xrel(x)

dq
=E — .
v(y) =EpV (%P) , y>0
Dann gilt:

1. Die Funktionen u(x) und v(zx) sind konjugiert, und u besitzt die gleichen

FEigenschaften wie U.
2. Der Optimierer Xg von (11) existiert und ist eindeutig. Es gilt

. d d o
XTZ—V'( Q) oder auch vy ¢ U'(Xr), (12)

Yap dpP
wobei x € {U > —o0}, y >0 und
y=u'(z) bzw. x = —v'(y).

Mithilfe dieses Satzes ist es nun moglich den Optimierer X7 zu bestimmen.

Da der Markt vollstéindig ist, existiert ein Hedge fiir Xr, damit ist dann auch die
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optimale Handelsstrategie festgelegt.
Wir wollen nun die oben entwickelte Methode anwenden und die optimale Han-
delsstrategie fiir ein Anfangskapital x in einem Einperioden CRR-Modell bestim-

men.

3 Anwendung in einem Einperioden CRR-Modell

Wir betrachten nun ein arbitragefreies Einperioden CRR-Modell mit Q = {wy,ws},
WahrscheinlichkeitsmaB P mit P(w;) = 3 und P(ws) = 2.
S9=1 ist der Preis der festverzinslichen Anleihe zum Zeitpunkt 0 und S = 1+

der Preis zum Zeitpunkt 1 fiir ein » > —1. Fiir die risikobehaftete Anleihe gilt:

. A1 1 + u, falls wy eintritt,

1+ d, falls wy eintritt.

Da das Modell arbitragefrei ist, gilt d < r < u. Ferner soll d > —1 sein.

Fiir die abdiskontierte Preisentwicklung gilt:

So=1, V=1

1 + u, falls w; eintritt
V=1, 8=

1+ d, falls wo eintritt,
mit 1+@=32%>1ud1+d=12 <1,
Wir nehmen 0.B.d.A an, dass @ > —d. Denn dann gilt EpS{ > Sé, d.h. die
optimale Handelsstrategie wird eine long-Position in der Aktie haben. Fiir @ < —d
kénnten wir die unteren Berechnungen analog durchfithren, nur dann héatten wir
eine short-Position in der Aktie.

Fiir den dquivalenten Martingalmafl @) gilt

r—d —d U
= - und entsprechend Q(ws) =1 — g = =
—d= 7 g p Q(w2) ¢=——=

Qw1) =q=

11



Sei U(z) = £ fiir a € (—o00,1)\{0}, = > 0 eine Nutzenfunktion mit der konju-
gierten Funktion V (y) = —% mit & — 1 = (8 — 1)~! (siche Beispiel 2).
Nun wollen wir das Optimierungsproblem fiir die Nutzenfunktion U mithilfe der

oberen Methode losen. Es gilt:

o) =5 (457)

= %V(?ﬂQ) + %V(?ﬂ(l —q))
1 (_yﬂ(%ﬁﬁ P21~ q))5>
2 B B

) 1
=cvV(y), mitey = ((29)7 +(2(1 - q))”)
Um u(x) auszurechnen benutzen wir folgende Bemerkung:

Bemerkung 3.1 Sei V(y) die konjugierte Funktion von U(z) und ¢ > 0 eine
Konstante. Dann ist die Funktion ¢V (y) die Konjugierte von cU (%) .

Dies kann man leicht zeigen.

Beweis: Setze U(z) = cU (%) Das heifit es ist zu zeigen, dass

cV(y) = sup,(U(z) — yz).

Setze T = Z. Dann gilt:

sup(U(z) — yx) = sup(cU(2) — cy)

xT

Da V die konjugierte Funktion von U ist, ist v(z) = ¢y V (y) die konjugierte

Funktion von

12



Fiir ein > 0 kénnen wir nun zuerst §(z) ausrechnen: g(z) = v'(z) = cyU'(z).

Somit gilt dann:

fue) = -v (3053

o (dQ\ T !
— v (5) 4 V'(y) =~y
dQ\ =1
- -1 o I Nn—1
— s <_dp) | da — V' = (U
Folglich gilt:
1
-1 —2d a—1 —1 _1 . .
. xey, (I) = xcy (2q)aT, falls wy eintritt,
X (z) = ¢

zey! (%) o zeyt (2(1 — q))ﬁ, falls wo eintritt
Nun zeigen wir, dass tatsdchlich
Xi(z) =z + hAS!, fiir ein h € R gilt. (13)

Es gilt:

(a20)=7 + (1 = q)(2(1 - 0))77)
((20)7 + 20— 9)7))

= v = Eq(a + hAS)),

EqXi(z) =z

da S ein Martingal beziiglich ) ist. Somit ist (13) gezeigt.
Jetzt konnen wir (13) benutzen um h auszurechnen. Falls wy eintritt, gilt:

T+ hii = :Ec‘_/l(Zq)ﬁ

= h==zx (C;I(Zq)ﬁ — 1) ' = ka.
Das heifit, dass um maximalen erwarteten Nutzen zu erreichen, muss man kz in
die Aktie investieren. Dabei kann & in Abhéngigkeit von u und « genau berechnet
werden und es gilt 0 < k < oo fiir a € (—o0,1)\{0}. Man beachte, dass k groBer

als 1 sein kann, d.h. man muss short-Position in der risikolosen Anleihe annehmen.
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