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Abstract

In dieser Seminararbeit wird es um Gleichgewichtspreise bei Unsicher-
heit gehen, wobei Unsicherheit bedeutet, dass die Akteure im Jetzt nicht
wissen, wie sich Preise und oder Verfiigbarkeiten von Giitern zu zukiinftigen
Handelszeitpunkten entwickeln. Die unterschiedlichen Entwicklungs-
moglichkeiten werden dabei als mogliche Zustdnde der Welt (states of the
world) bezeichnet. Ziel aller Akteure ist es wiederum, unter Berticksichtigung
der Unsicherheit Konsumkombinationen zu finden, welche ihren jeweiligen
Nutzen maximieren.

Dabei wird zunédchst in moglichst einfacher Weise von einer statischen
Tauschwirtschaft zu einer Tauschwirtschaft mit Unsicherheit iibergegangen
und der Begriff des Arrow-Debreau-Gleichgewichts definiert. Die Exis-
tenz dieses Gleichgewichts unter bestimmten Annahmen beziiglich der
Préferenzen der Akteure wurde bereits im letzten Vortrag bewiesen. An-
schliefend wird unter Hinzunahme eines Finanzmarktes zur Tauschwirtschaft
das Radner-Modell eingefiihrt, wobei die Motivation darin liegt, die An-
zahl der fiir eine Organisation der Wirtschaft nétigen offenen Mérkte zu
reduzieren. Beide Begriffe werden dann in einem Aquivalenztheorem in
Verbindung gebracht.

Als Letztes wird das Capital Asset Pricing Model (CAPM) angesprochen,
eine Erweiterung des Radner-Modells, mit nicht mehr endlich vielen moglichen
Zustéanden in der Zukunft.

1 Tauschwirtschaft bei Unsicherheit in zwei Zeit-
punkten

Dieses Modell wird durch folgende Merkmale gekennzeichnet:

zwei Zeitpunkte 1, to
- m Akteure

- | Konsumgiiter

k mogliche Zustande in to

Von t; aus gesehen ist die Zukunft ¢5 unsicher. Folgende Annahmen gelten:

- alle Giiter sind immer verfligbar

- es existiert die Moglichkeit, Vertrage iiber die Lieferung von Giitern in der
Zukunft abzuschliefen (Future-Handel) unter der Bedingung bestimmter
eintretender Zustande

- die Akteure kénnen Konsumpline ¢; = (¢;(1), ..., c;(k)) € (RY)* erstellen,
wobei ¢;(j) € R! den Konsumplan des Akteurs 7 im Zustand j darstellt.



- die Akteure besitzen Préferenzen, dargestellt durch die Nutzenfunktionen

- durch e; = (e;(1),...,e;(1)) ist schlieBllich der Vektor der (unsicheren) Be-
sitztiimer des Akteurs 7 in to gegeben, wobei e;(j) den Besitz des Akteurs
1 im Zustand j widergibt

Die Tauschwirtschaft wird dann charakterisiert durch
((Rﬂ_)k,ui, e, i=1,....,m)

Sei nun p!(j) der Preis des Gutes [ wenn Zustand j auftritt. Den Vektor
p=(p(1),....,p(k)) € (R})* bezeichnen wir als Menge von Kontingentpreisen.

Ist nun ein p vorgegeben, so legen die Akteure ihre Budgetmenge fest, beste-
hend aus der Menge an Konsumplanen, die sie sich durch die Menge ihres Be-
sitzes ”leisten” konnen:

Bi(p) ={ci € RO" | pre; < pre;} (1.1)

k
mit pxc; = > p(j)ei(d)
j=1

Definition 1.1. Ein Arrow-Debreau-Gleichgewicht ist eine Menge von Preisen
p* € (Rﬂ__,_)k und eine Menge von Konsumpldnen, so dass gilt:

1. ¢ mazimiert u;(c;) unter Einhaltung der Buddgetrestriktion, d.h. ¢; €
B;(p*) fa. i=1,...m

m m
2. Es kommt zur Marktraumung, d.h > ¢ + > e; =0
i=1 i=1
Anmerkung 1.2. Wie im vorherigen Vortrag gezeigt, ex. unter den Bedingun-

gen, dass die Nutzenfunktionen strikt konkav, stetig und monoton steigend sind
(U1) ein solches Gleichgewicht.

Problem: In dem vorliegenden Modell werden insgesamt k*[ offene Markte
bendtigt, aber: die Voraussetzung eines ohne Einschrankungen vorhandenen
Futurehandels ist in kaum einem Fall in der realen Wirtschaft haltbar. Ohne
diese Annahme lésst sich aber der Markt in der obigen Form nicht organisieren.

Idee: Man fiihrt einen Finanzmarkt in Form von d sog. Sicherheiten ein,
um den Markt letztlich mit [ + d offenen Méarkten organisieren zu koénnen.
Dabei garantiert der Erwerb einer Sicherheit dem Akteur in der Zukunft eine
Auszahlung an einem Gut in Form einer Geldauszahlung (nominal) oder in Form
der Giiter selbst (real).



2 Arrow-Radner Gleichgewichts-Tausch-Wirtschaft
mit Finanzmarkt in zwei Zeitpunkten

- zwei Zeitpunkte tq,to

- wieder k mogliche Zustéinde in tq, [ Giiter, m Akteure

- €;(j) beschreibt den (unsicheren) Besitz von Akteur ¢ in Zustand j
- keine Vertrige iiber zukiinftige Lieferungen moglich

- dafiir Moglichkeit des Erwerbs von d Sicherheiten in ¢

- die Akteure konnen wieder Konsumplédne in Abhéngikeit ihres Besitzes
erstellen

- die Akteure haben "rationale Erwartungen”, d.h., sie erwarten fiir {5 nur
Preise, die auch tatsachlich auftreten konnen

2.1 Beschreibung des Finanzmarktes

Auf dem Finanzmarkt konnen d Sicherheiten gehandelt werden. Dabei ist jede
Sicherheit durch die Auszahlung (die Dividende) an Giitern charakterisiert, den
sie in jedem Zustand erzielt. So lasst sich die folgende Dividendenmatrix auf-
stellen:

V11 V12 .o Uigq

V21 V22 ... U2gq
V =

V1  Uk2 coo VUkd

, wobei v;; die Auszahlung der j-ten Sicherheit im i-ten Zustand beschreibt.
Wir gehen zunéchst davon aus, dass die Auszahlung jeweils nominal gegeben
ist. Die Akteure konnen nun Portfolios zusammenstellen, wobei ein Portfolio
© aufgefasst werden kann als ein Vektor in R?. Dabei sind auch negative
Eintrage, sprich short selling, erlaubt und die Auszahlung im j-ten Zustand
ist dann gegeben durch (VO); (soll heiflen, die j-te Zeile von V wird mit ©
multipliziert). Der Handel mit Sicherheiten findet ausschlieflich in #; statt
mit dem Preis S € ]R‘i. Dabei nehmen wir an, dass sich die Akteure nicht
verschulden kénnen, d.h S©; < 0 fir alle ¢ € 1,...m, wobei (©;) fiir das Portfolio
des i-ten Akteurs steht.

2.2 Defintion von Gleichgewichtspreisen im Arrow-Radner-
Modell

Die Akteure entwerfen wieder Konsumpline ¢ = (¢(1),...,c(k)) € (RL)* fiir ¢o

gegeben den Vektor der erwarteten Preise p = (p(1),...,p(k)) € (R} )*.



Definition 2.1. Das Paar (c;,0;) bezeichnen wir im Folgenden als erfiillbar,
wenn gilt

(2.2)

p(j) * (i) < (VOi) +p(j) x e(j) fir allej =1, ... k

Ein Paar dieser Art ist also erfiillbar, wenn der Akteur seinen Konsum durch
seinen Besitz und den Ertrag seines Portfolios in t; finanzieren kann und er
sich auf dem Finanzmarkt nicht verschuldet. Wir kénnen auf diese Weise die
Budgetrestriktion also definieren durch:

B;i(p,S) = {c; e R |30, € RY, (¢;,0;) ist erfiillbar} (2.3)

Es wird wieder angenommen, dass die Akteure Préferenzen auf der Menge
der Konsumplédne haben, darstellbar durch Nutzenfunktionen w; : Rﬂ’f — R,
die wieder die Bedingungen U1 erfiillen.

Definition 2.2. FEin Radner-Gleichgewicht besteht aus

- einem Preisvektor fiir die Sicherheiten S € R‘i

. .. . . . p— lk
- einem Vektor fiir die erwarteten Guterpreise p € RY

- Konsumplinen (1, ...,¢y) und Portfolios (01, ...,0,,), so dass gilt:

1. — (¢&) maximiert die jewilige Nutzenfunktion u;(c;) unter Einhal-
tung der Budgetrestriktion, d.h
c; € Bi(p,S) fiir allei € 1,...,m

— das Paar (¢;,0;) ist erfullbar.

2. Finanz- und Gitermarkt sind gerdumt, d.h.
-G =) e
38, = 0

Anmerkung 2.3. Wird V als injektiv gesetzt, so folgt die Gleichung
>°0; = 0 bereits aus den drei anderen Eigenchaften des Radner-Gleichgewichts.

Beweis. Wird vorausgesetzt, dass die Nutzenfunktion monoton wachsend ist,
so kann man davon ausgehen, dass das vorhandene Budget im Optimum ”aus-
gereizt” wird, da sonst Nutzen verschenkt wiirde. Es gilt dann
p(j)(@ () — e(j)) = (VO,;);. Summiert man nun iiber i, so folgt mit der

Marktriumung auf dem Giitermarkt V(3. ©;) = 0. Da V als injektiv voraus-

gestzt, gilt dann Y. O, = 0 0O



2.3 Einschub: No Arbitrage Opportunity Assumption (NAO)

Ohne die Annahme von No-Arbitrage wiirde der oben definierte Begriff des
Radner-Gleichgewichts keinen Sinn ergeben. Denn angenommen, es existiert
eine Arbitrage, so wiirde diese einem Akteur ein theoretisch unbegrenztes Vermogen
in to sichern. Die Budgetrestriktion wiire dann tiberfliisssig, und aufgrund des
unterstellten monotonen Wachstums der Nutzenfunktionen bestiinde das ”opti-
male” Verhalten eines (und damit jeden) Akteurs darin, unabhéngig von den er-
warteten Preisen moglichst unendlich viel von jedem Gut zu konsumieren. Dies
wiirde dem Begriff eines sinnvollen Gleichgewichts widersprechen. Die NAO soll
nun im Folgenden charakterisiert werden.

Definition 2.4. Sei unser Finanzmarkt wie oben definiert, © = (01,...,04)
ein Portfolio mit S * © als Anfangspreis und (V % ©) als Endwert. © ist eine
Arbitrage, wenn entweder S0 < 0 und VO >0 oder S*x© =0 und VO > 0
gilt.

Im Folgenden wird von fehlenden Arbitragemdglichkeiten (NAO) gesprochen,
wenn fiir alle © € R? gilt:

- Aus VO = 0 folgtS+© = 0
- Aus VO

Y

0 folgtS+© > 0

Theorem 1. Die NAO-Annahme ist aquivalent zur Existenz eines B = (51, ..., Br) €
R% ., so dass gilt:

k
Si =Y v Vi€l . .dbw. S = V'3 (2.4)

j=1

Um dieses Theorem zu beweisen, benotigen wir den Minkowskischen Tren-
nungssatz in der folgenden Version:

Theorem 2. (Minkowskischer Trennungssatz) Seien Cy, Cy zwei nichtleere, dis-
junkte, konvexe Mengen im R, wobei C abgeschlossen und Ca kompakt ist.
Dann ezistiert ein a € R¥ und zwei verschiedene reelle Zahlen by, bs, so dass
gilt:

k k
Za]‘ Z; < b < b < a; Y; ;T € Cl,y € Cy (25)
j=1 j=1

Bew. zu Theorem 1. Sei ST = (S4,...,S4) der Spaltenvektor der Anfangspreise
und sei U folgender Unterraum des R**!

_gT
U = {zERk+1|z—<V>x;x€Rd“} (2.6)



Fasst man z als bel. Portfolio aus, so bestimmt U also die Menge der
erzielbaren Gewinne.. Nimmt man nun an, dass die NAO gelten, so folgt
UNRETE = {(} (siehe Fima I). Weiter sei

k
AP =z eRET Y 5 =1 (2.7)
=0

Insbesondere gilt U N A* = ). Beide Mengen sind konvex, U abgeschlossen
und A kompakt. Mit dem Minkowskischen Trennungssatz folgt somit die Exis-
tenz einer Folge (f5;; j €0, ..., k) und zweier reelle Zahlen by,bs, so dass gilt:

k k
Zﬁjzj < b <by < ZBjIUj;VZGU,IUEA
=0 =0

Da 0 € U, folgt by > 0 und daraus, wenn man den Vektor w betra-
chtet, dessen Komponenten alle 0 sind mit Ausnahme von w; = 1 folgt, dass
B; >0Vj€0,...,k. Wahleo.B.d.A fy = 1. Esseidann 8 = (54, ..., k). Die Un-

k
gleichung 2o + > Bjv; < 0 kann dann geschrieben werden als
j=1

(=S + VIB)*xx < 0. Mit den NAO und da z frei wihlbar, folgt somit
S=VTBmit B e R’Lr wie behauptet.

Die Gegenrichtung des Beweises ist trivial. O

Man bezeichnet 8 auch als Zustandspreisvektor.
Wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation der Zustandspreise

Wird die Existenz einer risikofreien Sicherheit angenommen (hier sei es
0.B.d.A. die Erste), so gilt:

vjl. =14+rVjel, ...k r>—1 sowie Anfangpreis 1 (2.8)

und wegen
k

S = va‘ * 3 (2.9)

1

gilt fiir i = 1
k
1= Bj*(1+7) (2.10)
j=1

Da (1+7)f; positive Zahlen fiir alle j = 1, ..., d sind und sich zu 1 aufsummieren,
konnen sie als Wahrscheinlichkeiten der unterschiedlichen states of the world
interpretiert werden.



3 Der Fall des vollstandigen Marktes

Im Folgenden soll von einem vollstandigen Markt ausgegangen werden, d.h. die
zur Matrix V' gehorende lin. Abb. wird als surjektiv vorausgesetzt (insbes.
k < d) und rg(V) = k. Ziel dieses Abschnittes ist es, unter Voraussetzung
der Vollstandigkeit und der Annahme der NAO einen Zusammenhang zwischen
Radner- und Arrow-Debreau-Gleichgewicht herzustellen.

Durch Multiplizieren des zweiten Teils unserer Budgetrestriktion (2.2) mit
B; und summieren iiber alle j erhiilt man mit S = VI3

k
Zﬁjﬁ [ci(4) — e(d)] < 0. (3.11)

Mit p*(j) = B;p(j) folgt dann

k

> pleid) = el < 0. (3.12)

j=1

Definiert man nun B;(p*) := {c € RF|p* xc < p*e;}, so wurde gezeigt, dass
Bi(p,S) € Bi(p") gilt.
Beh. 1. Es gilt sogar B;(p,S) = B;(p*), wenn S = VIS, B € R?H sowie

J

Beweis. Sei ¢; € B;(p*). Da V surjektiv, existiert ©;, so dass gilt:

oy, = T el —el)] = 2 <lal) —e(] v (319
Mit 3.11 folgt:
k
g*@i = ZBJ(V®l>J S 0 (314)
Es folgt dann mit (3.13) und (3.14) ¢; € B;(p, S). O

Im Folgenden wird unter Anderem hieraus folgendes Theorem gefolgert:

Theorem 3 (Aquivalenztheorem). Wenn (p, S, cﬁ,@)i:lw,m ein Radner Gle-

ichgewicht ist, so er. ein B € Ri+, so dass gilt S = VT B und so dass gilt:
(p*,Ci)i=1,...,m ist ein Arrow-Debreau Gleichgewicht mit p*(j) = p(4)5;.

Andererseits, wenn (p*,ﬁ)izl ,,,,, m €in Arrow—Debreau—Gleichgewifcht 1st, so
ex. fir jedes B € R{fH ein ©;,i =1,...,m,, so dass gilt: (p,VTB,¢,0;)i=1....m

ist ein Radner-Gleichgewicht mit p = p;((j?)).




Beweis. Die erste Implikation folgt aus der Gleichheit von B;(p, S) und B;(p*).
Fiir die Gegenrichtung miissen wir nun fiir alle ¢ ein passendes Portfolio konstru-
ieren, so dass die Gleichgewichtsbedingung erfiillt ist. Hierzu nehmen wir an,
dass die ersten k Spalten von V lin. unabhéngig sind (moglich, da rg(V') = k).
Schreibe V = (V1,V?2). wobei V! aus den ersten k Spalten der Matrix besteht,

und schreibe ©; = (0},07) € R* x R4=*. V1 ist dann bijektiv. Es kann dann
(@3)2-:17__,7” def. werden durch

=1 — N[= /. . =2
(V'8,) = p()ei(i) — ei(5)]und ©; =0 (3.15)
m m
Nach (2.3) folgt dann wegen der Injektivitit von V! aus 3. ¢ = Y e;(j) bereits
i=1 i=1

> @3 () = 0. Da nach Def. auch > @? (4) = 0, folgt, dass die Gleichgewichts-
i=1 ;

=1
bedingung fiir ein Radner-Gleichgewicht auf dem Finanzmarkt erfillt ist. [

Dieses Theorem liefert uns somit unter den Annahmen eines vollsténdigen Fi-
nanzmarktes sowie der NAO eine Existenzaussage von Radner-Gleichgewichten.
Unter den iiblichen Annahmen Ul namlich wissen wir bereits, dass ein Arrow-
Debreau Gleichgewicht existiert. Also kénnen wir folgendes Korollar notieren:

Korollar 1. Unter der Annahme von Ul und rg(V) = k existiert fir alle
B e RL ein Gleichgewicht auf den Finanzmdrkten mit S = V1.

Es folgt dann die Existenz eines Radner-Gleichgewichts.

Anmerkung: Es bleibt festzuhalten, dass die Erweiterung des ersten Mod-
ells durch einen Finanzmarkt zum Radner-Modell nicht zu einer Veranderung
des Konsumverhaltens der Akteure im Gleichgewicht fithrt. Wohl aber ist das
eigentliche Ziel der Verringerung der erforderlichen offenen Markte zur Organi-
sation dieser Wirtschaft gelungen. So gilt besonders fiir eine grofle Anzahl von
moglichen ”‘states of the world”’: 1+ d < kl. Noch deutlicher wird dieser
Unterschied bei einem Ubergang zu einem Mehrperiodenmodell. Dann namlich
steigt die Anzahl an erforderlichen offenen Méarkten im ersten Modell exponen-
tiell ((kl)™ Markte fiir n Perioden) und in letzterem Modell nur linear ((n*(14d)
Maérkte fiir n Perioden).

4 Das Capital Asset Pricing Model (CAPM)

Ziel dieses Abschnittes ist es, das CAPM einzufiihren. Dabei handelt es sich
um eine Modifikation des eingefiihrten Radner-Modells mit zwei Zeitpunkten.
Diesmal ist allerdings eine unendliche Menge an moéglichen Zustéanden zum Zeit-
punkt t5 erlaubt.

Es wird eine Handelswirtschaft mit einem einzelnen Konsumgut betrachtet
und dieses wird als Numeraire genommen (d.h., die Auszahlung der Sicherheiten



auf dem Finanzmarkt wird in Einheiten dieses Gutes ausgegeben). Weiter haben

wir m Akteure. Zum Zeitpunkt ¢; wird auf einem Finanzmarkt mit d Sicher-
heiten gehandelt. Dabei wird die Auszahlung des j-ten Finanzgutes in ¢ durch

die Zufallsvariable d’ wiedergegegeben, wobei d/ auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,F, P) definiert ist und wir eine endliche Varianz unterstellen. O.B.d.A
konnen wir davon ausgehen, dass die Auszahlung der Finanzgiiter linear un-
abhangig ist. Ist dies nicht der Fall, so konnte man linear abhéngige Payoffs
einfach zu einem zusammenfassen, ohne etwas an Information fiir den Finanz-
markt zu verlieren.

Akteur i hat zum Zeitpunkt to wieder einen zustandsabhéingigen Besitz,
gegeben durch die Zufallsvariable e; definiert auf (2, F, P). In ¢; kann er sein
Vermégen in ¢y wieder durch Erstellen eines Portfolios ©; = (0}, ..., @f) bee-
influssen, wieder unter der Einschrankung, dass er sich nicht verschuldet. Zum

d
Zeitpunkt to stehen ihm dann die Ressourcen ¢; = e; + Y ©d’ zur Verfiigung.
i=1

Sei nun weiter mit C der durch die (d’, j € 1,...,d) erzeugte endlich-
dimensionale Vektorraum gekennzeichnet. C' wird mit dem Skalarprodukt
(¢,¢é) = E(cé) versehen. Die zugehorige Norm sei gegeben durch die 2-Norm
llelly- Wir nehmen an, dass:

- ¢; € C fiir alle i

m
- Der aggregierte Wohlstand e = >_ e; ist nicht deterministisch

i=1

- d' =1, d.h. es ex. eine risikofreie Anlage

Im Folgenden werden die Bedingungen U1 ersetzt durch folgende Annah-
men:

U2: Die Akteure bewerten die Elemente von C' durch Nutzenfunktionen
U, : C— R, (i=1,..,m), welche sich aversiv beziiglich der Varianz (d.h.
bzgl. des Risikos) verhalten. Dies bedeutet, dass fiir jedes Paar (¢, ¢) € C? mit
E(c;) = E(&), aus der Ungleichung Var(c;) < Var(é;) immer U;(c;) > U;(¢;)
folgt.

Insgesamt préferieren die Akteure dabei die Elemente aus C, die ihnen

zundchst den grofiten Erwartungswert generieren und wéahlen dann bei
Gleichheit aus diesen das Element mit der geringsten Varianz aus.

Definition 4.1. (S, @i)izl,...,m) ist ein Gleichgewicht, wenn gilt:

d . _
1. ©; maximiert U;(e; + Y ©]d?) unter der Bed. S *©; <0
j=1

2. Es herrscht Marktrdumung auf dem Finanzmarkt, d.h. Y ©; =0
i=1



Es gibt eine Anzahl von Beweisen iiber die Existenz von solchen Gleichgewichten
unter unterschiedlichen Annahmen. So ist die Existenz bspw. bewiesen unter
den Annahmen, dass eine risikofreie Anlage existiert und die Nutzenfunktionen
der Akteure konkave Funktionen des Erwartungswertes und der Varianz der ZV
sind und sich bzgl. des Erwartungswertes wachsend und bzgl. der Varianz fall-
end Verhalten. Lasst man hingegen die Annahme der Existenz einer risikofreien
Anlage weg, so kann es vorkommen, dass kein Gleichgewicht existiert.
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