4 Beurteilende Statistik

Dieses ist das zweite Kapitel in diesem Skript, das die Uberschrift “Statistik” tréigt, doch
im Gegensatz zu Kapitel 2, in dem es nur darum ging, die Daten ansprechend und cha-
rakteristisch aufzubereiten, wollen wir hier Schliisse aus unseren Daten ziehen. Genau-
er versuchen wir gewissermaflen, die inverse Aufgabe der Wahrscheinlichkeitstheorie zu
16sen: Wir versuchen nun von den Daten auf die zugrunde liegende Verteilung zu schlie-
Ben. Dieses Problem existiert in verschiedenen Schwierigkeitsgraden. Das schwierigste und
realistischste davon, dass wir ndmlich nichts oder so gut wie nichts a priori {iber die Ver-
teilung der Daten wissen, konnen wir hier noch nicht einmal ansatzweise behandeln. Dies
wire die sogenannte nicht-parametrische Situation.

In der parametrischen Situation wissen wir schon von vornherein, dass die Verteilung der
beobachteten Daten aus einer Klasse stammt, die wir mit einem endlich-dimensionalen
Vektor beschreiben konnen. Diesen Fall wollen wir genauer anschauen. Wir werden hierbei
archetypisch auch nur eine Situation genauer studieren, den n-fachen Miinzwurf: Es seien
also n unabhéngige Beobachtungen i, ..., z, gegeben, die alle vom Wurf einer Miinze
stammen. Diese habe Erfolgswahrscheinlichkeit p, also

(4.1) P(X,=1)=p=1-PB(X,=0),

und p sei dabei unbekannt. Die Familie der zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeiten ist
also (Pp)pefo,1]; p ist also der (eindimensionale) Parameter, um unsere Wahrscheinlichkei-
ten zu parametrisieren. Ziel ist es nun, mehr Informationen iiber p zu sammeln. Genauer
wollen wir die folgenden Problemkreise untersuchen:

1. Schétze p.

2. Teste Hypothesen iiber p.

Prinzipiell kennt die beurteilende Statistik auch noch eine dritte Fragestellung, namlich
Bereiche anzugeben, in denen sich p mit groler Wahrscheinlichkeit befindet, sogenannte
Konfidenzintervalle. Diese sollen hier aber nicht untersucht werden.

Fiir den Rest des Kapitels sei also 2 = {0,1}, A = PQ und P, die in (4.1) beschriebene
Klasse von Verteilungen auf €). Weiter seien unabhéngige Zufallsvariablen X, ..., X,,, die
nach PP, verteilt sind, gegeben. Insbesondere gilt also

P(Xi=mp,.... X, =2,) = Py(X;=21) ... -Py(X,=m,)=p" - (1-p)"*

fiir zn:x, = k.
i=1

4.1 Das Schatzproblem

In diesem Kapitel sollen Mechanismen beschrieben werden, die uns eine moglichst gu-
te Schatzung von p erlauben. Eine solche Schétzung sollte natiirlich tunlichst von den
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gemachten Beobachtungen X; = xy,...,X,, = z, abhidngen. Wir definieren die Schétz-
funktion deshalb in folgender Weise:

Definition 4.1 FEine Schdtzfunktion bzw. ein Schditzer fir p ist eine Funktion

p:R* — R

(X1, ..y xn) = p(T1, ..., xp).

Bemerkung 4.2 1. Die Idee bei der obigen Definition ist die, dass die x4, ..., x, die
Ausginge der Zufallsvariablen X, ..., X, sind. p ist also ein zufdilliger Wert, wobei
der Zufall daher kommt, dass x1,...,x, zufdillige Werte sind.

2. Die einfachste Schdtzfunktion ist stets zu vermuten, dass die Miinze fair ist, d. h.
man wahlt

oon ) = 3
fir alle x4, ..., x, € {0,1}".

3. Die bekannteste Schitzfunktion fir p ist das arithmetische Mittel (das sicher beinahe
jeder nennen wird, den man nach einer Schatzung fir p fragt), also

1n
(42) Blara) =23 e

Der Rest dieses Abschnitts beschdftigt sich damit, den naiven Schdtzer in (4.2) zu
rechtfertigen.

Dies geschieht so, dass wir uns zunéchst fragen, was ein sinnvolles Prinzip wére, um einen
Schétzer zu konstruieren. Dieses Prinzip ist das sogenannte Maximum-Likelihood-Prinzip.
Ausgangspunkt dieses Prinzips ist die Haufigkeitsinterpretation der Wahrscheinlichkeit.
Danach werden wir eher ein wahrscheinliches als ein unwahrscheinliches Ereignis beobach-
ten. Das Maximum-Likelihood-Prinzip ist es nun, einen Schétzer fiir p so zu konstruieren,
dass unter dem geschétzten Wert fiir p die Beobachtung, die wir gemacht haben, maximale
Wahrscheinlichkeit hat. Dieser Schétzer heiffit Maximum-Likelihood-Schétzer.

Definition 4.3 Fin Maximum-Likelihood-Schétzer fiir p ist jedes p mait

P, cey Ty) = P ey Tp).
p(xla » L ) prél[%?f] p(l’l Z )

Um dieses Konzept besser zu verstehen, berechnen wir einfach den Maximum-Likelihood-
Schétzer in unserer Situation.
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Satz 4.4 Ser 0 < p < 1. In der zu analysierenden Situation ist Mazimum-Likelihood-
Schatzer der naive Schdtzer
N
= — ZT;.

Beweis: Eine Beobachtung = = (x1,...,2,) mit k := >  z; len und (n — k) Oen hat
die Wahrscheinlichkeit

By({a}) = By({(@1,...an)}) = pH(1 = p)" ",

Diese wollen wir in p maximieren, d. h. wir suchen das Maximum der Funktion
pr Lo(p) =p* 1 —p)" ™, k=)
i=1

Diese Funktion ist nicht so einfach zu maximieren, jedenfalls ist

p+— log L,(p)

leichter zu maximieren. Das ist auch vollig ausreichend, denn der natiirliche Logarithmus
ist wie jeder andere Logarithmus eine monotone Funktion, d. h. ein Maximum von log L,(+)
ist auch ein Maximum von L,. Nun ist

L.(p) :=log L.(p) = klogp + (n — k) log(1 — p).

Weiter ist
d k n—k
—L.(p) = —— und
dp ®) p 1-p
d? k n—=k
T

Eine Nullstelle der ersten Ableitung wird also in der Tat ein lokales Maximum von £,(+)
sein. Nun ist

ﬁ_n—k_
p l1-p
& k—kp=mnp—kp
k
& p=-—.
n

Man vergewissert sich zudem, dass fiir 0 < k < n Py({z}) und Py({z}) echt kleiner sind

als P;({x}). Also ist (man erinnere sich, dass k = )" | x; war)

Z:‘L:l Li

n

D=

in der Tat ein Maximum-Likelihood-Schéatzer. |
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Die Maximum-Likelihood-Methode ist die Methode schlechthin, um gute Schétzer zu
konstruieren und dies gilt fiir eine sehr grofie Klasse von Problemen. Fiir den Fall der
Binomialverteilung haben wir gesehen, dass der naive Schétzer (das arithmetische Mittel)
der Maximum-Likelihood-Schétzer ist. Dies bedeutet, dass er aus einem uns verniinftig
erscheinenden Prinzip konstruiert werden kann, aber es bedeutet natiirlich nicht, dass es
auch per se ein guter Schétzer sein muss. Wir wollen hier noch zwei Qualitdtsmerkmale
fiir den Maximum-Likelihood-Schétzer iiberpriifen:

Das erste geht davon aus, dass wir vielleicht in jeder einzelnen Schétzung, d. h. bei jeder
einzelnen Beobachtung (z1,...,z,) einen Schéitzfehler haben, dass wir aber wenigstens
im Mittel den richtigen Wert fiir p schitzen wollen (im Durchschnitt iiber die (x1, ..., z,)
nicht iber p).

Definition 4.5 FEin Schitzer p = p(Xy,...,X,) fir p heifit erwartungstreu, wenn fir
alle p € [0, 1]

Epﬁ =Pp
gilt. Dabei besagt der untere Index p, dass wir den Erwartungswert bei zugrunde liegendem
p bilden.

Es stellt sich heraus, dass unser naiver Schétzer p = %ZZ;I x; erwartungstreu ist:

Satz 4.6 Der naive Schdtzer

p=

S|

>
i=1

ist erwartungstreu (wir schreiben groffe X; um zu zeigen, dass p eine Zufallsvariable ist).
Beweis: Aus den Eigenschaften des Erwartungswerts folgt
) 1 ¢ 1 ¢
Ep = Epg ;Xz = n ;pri
1 1
n 4 n
=1

p ist also in der Tat erwartungstreu. O

Das zweite Qualititsmerkmal geht von der Uberlegung aus, dass fiir endliches n jeder
Schétzer fehlerbehaftet sein mag, dass wir uns aber wiinschen, dass fiir immer groflere
Stichproben die Qualitdt unseres Schéitzers immer besser wird, und der Schétzer schliellich
gegen den zu schéitzenden Wert konvergiert.
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Definition 4.7 Ein Schitzer p = p(Xy, ..., X,) heifst konsistent, wenn fir alle e > 0 gilt

fir alle p € 10, 1].
Auch diese Eigenschaft hat unser naiver Schétzer:
Satz 4.8 Der naive Schitzer p = % Yo X; st fir die Minzwurf-Situation konsistent.

Beweis: Es gilt fiir alle ¢ > 0

Py(|p—p| > ¢) = \—ZX pl >¢)

und daher folgt die Behauptung aus dem schwachen Gesetz der groflen Zahlen fiir den
Miinzwurf. O

Der naive Schétzer wird fiir uns noch von grofiem Nutzen sein, wenn wir im néchsten
Abschnitt Hypothesen iiber das zugrunde liegende p testen wollen.

4.2 Testtheorie im Miinzwurf

Im vorhergehenden Abschnitt hatten wir gesehen, dass ein sehr guter Schétzer fiir das
unbekannte p der empirische Mittelwert, d. h. der naive Schétzer, ist. In der Klasse der
erwartungstreuen Schitzer ist er sogar in gewissem Sinne der beste (dies werden wir hier
aber weder spezifizieren noch beweisen). Ist nun aber unser p (der Erfolgsparameter)
eine irrationale Zahl, so werden wir p mit keiner Schétzung unseres naiven Schétzers
richtig schétzen: egal, wie grof3 n ist und welche Stichprobe zi,...,z, wir beobachten,
stets wird %Z?Zl x; ein Bruch sein und damit verschieden von p. Wir wollen in diesem
Abschnitt bescheidener sein und sehen, ob wir zumindest Aussagen iiber p mit grofier
Wahrscheinlichkeit als richtig oder falsch nachweisen kénnen.

Wir wollen dies zunéchst an einem Beispiel kennenlernen:

Beispiel 4.9 Wir wollen uns der Frage zuwenden, ob ein neugeborenes Kiiken Koérner
erkennen kann, oder ob es dies durch Erfahrung lernen muss. Hierzu fithren wir das fol-
gende Experiment durch: Sobald ein Kiiken geschliipft ist, werden ihm falsche Kérner aus
Papier vorgesetzt. Die Hélfte sind kleinere Kreise, die andere Hélfte kleine Dreiecke von
gleicher Fliche. Nun beobachten wir das Kiiken 16 mal beim Picken. Davon picke es X
Kreise. Wir haben nun zwei Hypothesen:
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Hy: Das Verhalten des Kiikens ist véllig indifferent gegeniiber der Form der Korner, d. h.
es pickt runde Korner und eckige Korner mit gleicher Wahrscheinlichkeit.

H,: Das Kiiken bevorzugt runde Korner.

Dass das Kiiken dreieckige Korner lieber mag, scheint uns unwahrscheinlich. Man kann
dieses Experiment dadurch mathematisieren, dass man sich die gepickten Korner als eine
Folge von 16 Oen und len vorstellt. Dabei schreiben wir 1, falls das Kiiken ein rundes
Korn pickt und 0 fiir ein dreieckiges Korn. Wir nehmen an, dass diese 0en und len aus
stochastisch unabhéngigen Experimenten stammen (wir sind also nun in der Situation des
Miinzwurfs), und wir versuchen aufgrund der Stichprobe zwischen den beiden Hypothesen
. 1 . 1
Ho.p:§ und Hl.p>§
zu entscheiden. Egal, wie wir uns entscheiden und welche Entscheidungsregel wir ver-
wenden, kénnen wir zwei Fehler begehen: Den Fehler erster Art: Hy ist wahr und wird
verworfen. Den Fehler zweiter Art: Hj ist falsch und wird angenommen. Offensichtlich ist
es unmoglich, beide Fehler gleichzeitig in den Griff zu bekommen. Versucht man beispiels-
weise den Fehler erster Art zu eliminieren, so wird man Hj stets annehmen miissen. Dies
aber maximiert den Fehler zweiter Art.

In der statistischen Theorie und Praxis hat sich das folgende Verfahren eingebiirgert:
Man sucht nach einem Test, bei dem der Fehler 1. Art kleiner ist als ein vorgegebenes
Signifikanzniveau «. Typische Werte fiir o sind 5 %, 2,5 %, 1 %, 0,5 % oder 0,1 %. Wir
wollen unsere Hypothesen auf das Niveau a=5 % testen (weil wir es nicht so tragisch
finden, wenn wir uns irren — je gravierender ein Irrtum ist, desto kleiner miissen wir «
wiahlen). Das folgende Testverfahren liegt nahe: Wir schitzen p aus den Daten mit Hilfe
des naiven Schétzers p. Wenn p so aussieht, wie wir es unter Hy vermuten wiirden (also
z. B. nicht zu sehr von 1/2 entfernt liegt), so nehmen wir Hy an, sonst H;. Dabei miissen
wir, da wir den Fehler 1. Art klein halten wollen, Hy auch dann annehmen, wenn p sogar
grofer ist als 1/2, aber nicht zu grofl. Genauer sieht das Testverfahren so aus:

1. Schétze p durch p
2. Akzeptiere Hy, falls p < T =T'(«)
3. Verwerfe Hy, falls p > T' = I'(«).

Das Intervall |I'(«), 1] heifit dabei Ablehnungsbereich fiir diesen Test. Die Schranke fiir
I' = I'(«) berechnet sich dabei so, dass unter H

P(p>T) <a, also Pijp(p>T) <a
gilt. In unserem Fall wollen wir also

Pyjo(p >T) <0,05
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sicherstellen. Wegen p = % Yoy X ist dies gleichbedeutend mit
Pip() X;>nl) < 0,05, dh
i=1

u 1
Zb(k,16,§) < 0,05.

k=nT

Berechnet man die Werte der Binomialverteilung b(k, 16, %), sieht man, dass

16 1
> b(k, 16, 5) 10,0384 < 0,05,

k=12
wihrend Y, b(k, 16, ) > 0,05 gilt. Wir wihlen also

p0=12, dh D=12=2
16 4

Ist p < 0,75, werden wir Hy annehmen, ansonsten verwerfen.

Dieses Beispiel erlaubt es uns auch schon, die Regeln fiir sogenannte einseitige Test-
probleme aufzustellen: Zu testen sei

Hy:p<py gegen H;:p>Dpp bzw.
Hy:p<py gegen Hy:p>po oder
Ho:p=po gegen Hy:p>po

auf dem Niveau « (d. h. die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art darf héchstens o
sein). Dann befolge man folgendes Verfahren:
1. Schétze p durch p = %Z?:l X; aus den Daten.
2. Bestimme I' = I'(«) moglichst klein, so dass
Pp(@>T)<a
und dabei I' moéglichst klein.

3. Falls p <T', nehme H, an, ansonsten verwerfe H,.

Bemerkung 4.10 1. Dieses Testverfahren ist insofern optimal, dass es beispielsweise
fiir Hy : p = po gegen Hy : p = p1, p1 > po bei festgehaltenem Fehler 1. Art den
kleinsten Fehler 2. Art liefert. Dies ist der Inhalt des sogenannten Neyman-Pearson-
Lemmas, das wir hier nicht beweisen konnen.
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2. Dass wir auch fir H : p < pg bzw. Hy : p < pg nur
Pp(p>T) <
kontrollieren miissen, liegt daran, dass
p—Py(p>T)
eine monotone Funktion ist.

3. Analog kann man Hy : p = po gegen Hy : p < po und dhnliche Hypothesen testen.
Das Verfahren ist dann:

1. Schitze p aus den Daten.
2. Finde I' = I'(a) mdglichst grofs, so dass P, (p <T') < av.

3. Akzeptiere Hy, falls p > T', ansonsten verwerfe Hy.

Beispiel 4.11 Zwei Spieler A und B wiirfeln. Dabei behauptet B, dass der Wiirfel gezinkt
sei und weniger 6en wirfelt als normalerweise. A hingegen behauptet, der Wiirfel sei fair.
Es werden 10 Probewiirfe gemacht, dabei fillt eine 6. Kann man die Hypothese

1
Hy : Der Wiirfel ist fair (p = 6)

1
gegen  Hy:p< 6
auf dem Niwveau o = 0,05 verwerfen? Hierbei ist p die unbekannte Wahrscheinlichkeit,
eine 6 zu wiirfeln. Wir tabellieren die Wahrscheinlichkeiten Py/6(X = k), die fir uns
relevant sind (X sei die Anzahl von 6Gen in 10 Wiirfen)

0] 0161 | 0161

Damit sehen wir bereits, dass wir mit 10 Wiirfen die Hypothese Hy nie verwerfen konnen.
Wir akzeptieren also Hy.

(Aufgabe: Wie grof$ muss die Anzahl der Wiirfe mindestens sein, damit man einen nicht
leeren Ablehnungsbereich hat?)

Neben den bisher behandelten einseitigen Tests gibt es auch zweiseitige Tests. Diese sind
von der Form

Hy:p=npo gegen Hy :p # po.

Es liegt auf der Hand, den Test folgendermaflen zu gestalten:

1. Schétze p durch p =+ 37" ;.
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2. Bestimme I' = I'(«) moglichst klein mit
Ppo(d ¢ [po—Tpo+ 1)) < a.

3. Akzeptiere Hy, falls p € [py — ', po + T'], ansonsten verwerfe H.

Wir wollen dies an einem Beispiel kennenlernen.

Beispiel 4.12 Sind Ratten farbenblind? Wir wollen kliren, ob Ratten eine der Farben
rot oder griin vorziehen. Hierfiir planen wir den folgenden Versuch: Ratten werden durch
einen Gang geschickt, der sich in zwei Gdnge verzweigt, die griin bzw. rot gestrichen sind.
Je nach dem Ausgang des Experiments entscheiden wir uns fir

Hy : Die Ratten entscheiden sich fir die beiden Gdnge mit gleicher Wahrscheinlichkeit
(p=13%) oder

H, : Die Ratten bevorzugen einen der Ginge, d. h. eine der Farben (p # %)

Hierbei steht p fiir die Wahrscheinlichkeit, z. B. den roten Gang zu betreten. Wir wenden
nun den oben beschriebenen Weg an: Es stehen uns 10 Ratten zur Verfigung, d. h. wir
konnen eine Stichprobe vom Umfang n = 10 erheben. Wir suchen nun unser I' und damit
das kritische Gebiet. Dazu miissen wir I' so wdhlen, dass

1 1 1 i
IP)1/2(5571 ¢ [5 - T, 5t ) <a, S,:= E Xi,
=1

und T dabei maoglichst klein. Wir fertigen die folgende Tabelle an:
k| P(S,=k)

0 1

10 :

1024

o v O ~
N
S

1024

Wir sehen also

22
P1yo(|Sn =5 = 4) = Toog < 00

und

P15(]S, — 5| > 3) > 0,05,
Wir gehen also folgendermaflen vor: Gehen die Ratten 9 oder 10 mal in denselben Gang,
so werden wir die Hypothese Hy, dass Ratten farbenblind sind, verwerfen, anderenfalls
werden wir sie auf dem Niveau o = 0,05 akzeptieren.
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Bemerkung 4.13 1. Bei einem einseitigen Test, beispielsweise der Form
Ho:p<po  gegen  Hi:p>pg

st prinzipiell auch ewn Vertauschen der Hypothesen Hy und Hy mdglich. Dabes
tauscht man auch die Fehler 1. Art und 2. Art, man sichert somit einen anderen
Fehler ab. Ein solches Vertauschen ist bei einem zweiseitigen Test

Hy:p=po  gegen  Hi:p+# po
nicht maoglich.

2. Man sollte beachten, dass die Verwerfungsbereiche von ein- und zweiseitigen Tests
verschieden sind. Eine einseitige Hypothese kann verworfen werden, wdhrend die
zweiseitige angenommen wird. Weif$ man z. B. in Beispiel 4.13, dass Ratten — wenn
tiberhaupt — rot bevorzugen, d. h. testet man einseitig

1

57

so sieht man, dass der Ablehnungsbereich fiir a=10 % so konstruiert wird, dass man

Hy bei 8, 9 oder 10 Entscheidungen fiir den grinen Gang Hy ablehnt, wihrend man

dies 1m Originalproblem nur bei 9 oder 10 Entscheidungen fiir “grin” tdate. Das

ist gewissermafen paradoz: Obwohl man eine stirkere Evidenz fir Hy hat (denn
1

p < 3 ist ja a priori ausgeschlossen im modifizierten Probem), lehnt man Hy im

modifizierten Problem eher ab (ndmlich schon bei 8 griinen Versuchen).

1
Hozp:§ gegen Hy:p>

Fiir grofle Versuchsumfinge n konnen wir wieder den Zentralen Grenzwertsatz verwenden,
den wir schon in Kapitel 3 kennengelernt haben.

Beispiel 4.14 Fine Miinze wird 1 000 mal geworfen. Es soll wieder

1 1
Hozpzé gegen H1:p7é§

getestet werden, also fragen wir, ob die Miinze fair ist. Das Testniveau betrage a=5 % und
wir beobachten 550 mal Kopf. Kénnen wir Hy bestdtigen oder verwerfen? Wir konstruieren
den Ablehnungsbereich. Gesucht ist T, so dass

Py /2(]S1000 — 500[ > T') <

und dabei I' mdglichst klein. Es ist nach dem Zentralen Grenzwertsatz:

2T 2T
51000 ~ 2 — 20

/1000 100 100

Dabei ist ®(z) = [~ \/%e*mg/zdx gesetzt. Es soll also

Py /2(]S1000 — 500] > T') = IPy /o] ).

:

2
v/1000
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sein und deshalb
2r

q)(\/1000

Aus einer N(0,1)-Tafel entnehmen wir, dass dazu

) = 0,975.

2T
~ 1,96
v/1000

setn muss, also
I' = 31.

Wir werden Hy also annehmen, wenn wir zwischen 469 und 531 mal Kopf sehen und
ansonsten verwerfen. In diesem Fall (550 mal Kopf) wirden wir Hy also verwerfen. Ist
stattdessen o = 0,001 vorgegeben, so fiihrt dieselbe Rechnung zu
2T
2-20(———) = 0,001, d. h.
(\/ 1000)
2I

v/1000
2T

v/1000
r

O( ) = 0,9995, also

Q

33, dh
52.

I

In diesem Fualle wiirde man Hy annehmen.
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