
Erwartungswert einer Zufallsvariablen

Satz (Linearität des Erwartungswerts)

Auf einem W–Raum (Ω,A,P) seien zwei Zufallsvariablen X und Y
mit ihren Erwartungswerten EX und EY gegeben. Dann existiert
der Erwartungswert der Zufallsvariablen a · X + b · Y für alle
a, b ∈ R und es ist

E[a · X + b · Y ] = a · EX + b · EY .
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Erwartungswert einer Zufallsvariablen

Beispiele
1 Die Zufallsvariable X heißt Laplace–verteilt auf {1, . . . , n},

n ∈ N, wenn

P({X = k}) =
1
n

für alle k = 1, . . . , n

gilt. Es gilt EX = 1
2(n + 1).

2 Die Zufallsvariable X heißt Bernoulli–verteilt zum Parameter
p ∈ [0, 1], falls

P({X = 1}) = p und P({X = 0}) = 1− p

gilt. Es gilt

EX = 1 · P({X = 1}) + 0 · P({X = 0}) = p.
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Erwartungswert einer Zufallsvariablen

Beispiele
1 Seien r , s, n ∈ N mit n ≤ r und n ≤ s, dann heißt die

Zufallsvariable X hypergeometrisch verteilt zu den Parametern
r , s, n, falls

P({X = k}) =

(r
k

)
·
( s
n−k

)(r+s
n

) für k = 0, 1, . . . , n.

Es gilt:

EX =
n∑

k=0

k ·P({X = k}) =
n∑

k=1

nr
r + s

·P({Y = k−1}) =
nr

r + s
.
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Erwartungswert einer Zufallsvariablen

Beispiele
1 Die Zufallsvariable X heißt binomialverteilt zu den Parametern

n ∈ N und p ∈ [0, 1] (kurz B(n, p)–verteilt), falls

P({X = k}) =

(
n
k

)
pk(1− p)n−k für k = 0, 1, . . . , n.

Es gilt:
EX = np.

2 Die Zufallsvariable X heißt geometrisch verteilt zum Parameter
p ∈ [0, 1], falls

P({X = k}) = (1− p)n−1 · p für alle n ∈ N.

Es gilt:
EX = 1/p.
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Erwartungswert einer Zufallsvariablen

Beispiele
1 Die Zufallsvariable X heißt negativ binomialverteilt zu den

Parametern r ∈ N und p ∈ [0, 1], falls für n ≥ r gilt:

P({X = n}) =

(
n − 1
r − 1

)
pr (1− p)n−r .

Es gilt:
EX =

r
p
.

2 Die Zufallsvariable X heißt Poisson-verteilt zum Parameter
λ ∈ R+, falls

P({X = n}) = πλ(n) :=
λn

n!
e−λ für n = 0, 1, 2, . . .

Es gilt EX = λ.
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Erwartungswert einer Zufallsvariablen

Satz

Gegeben sei eine Zufallsvariable X mit Verteilung PX =
(
p(xj)

)
j∈J

für eine Indexmenge J ⊆ N und eine Abbildung

f : {xj | j ∈ J} → R.

Der Erwartungswert E[f ◦ X ] existiert genau dann, wenn∑
j∈J |f (xj)| · p(xj) < +∞ ist und in diesem Fall gilt dann

E[f ◦ X ] = E[Pf ◦X ] =
∑
j∈J

f (xj) · p(xj).

Matthias Löwe Stochastik



Dichte

Definition

Eine stückweise stetige Funktion % : R→ R heißt
(Wahrscheinlichkeits-)Dichte, falls %(x) ≥ 0 für alle x ∈ R und∫ ∞

−∞
%(x) dx = 1.

Ist % eine Dichte, dann heißt das durch

P
(
(a, b)

)
=

∫ b

a
%(x) dx für alle a < b

definierte W–Maß P absolut stetig. Eine Zufallsvariable X heißt
absolut stetig verteilt, wenn PX absolut stetig ist.
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Erwartungswert bei Dichten

Definition

Eine Zufallsvariable X besitze eine Verteilung PX mit der Dichte %.
Gilt für eine stückweise stetige Abbildung f : R→ R∫ ∞

−∞
|f (x)| · %(x) dx < +∞,

dann ist der Erwartungswert der Zufallsvariablen f ◦ X definiert
durch

E[f ◦ X ] =

∫ ∞
−∞

f (x) · %(x) dx .

Falls f (x) = x , x ∈ R, so ist EX := E[f ◦ X ] der Erwartungswert
von X .
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Erwartungswert bei Dichten

Konvention Ist ein absolut stetiges Wahrscheinlichkeitsmaß P mit
Dichte % gegeben, und ist

∫∞
−∞ |x | · %(x) dx < +∞, so ist der

Erwartungswert von P

E[P] =

∫ ∞
−∞

x · %(x) dx .
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