Erwartungswert einer Zufallsvariablen

Satz

Gegeben sei eine Zufallsvariable X mit Verteilung Px = (p(xj))

jeJ
fiir eine Indexmenge J C N und eine Abbildung
f:{xjljedt—R

Der Erwartungswert E[f o X] existiert genau dann, wenn
> jes [f(x)| - p(xj) < +oc ist und in diesem Fall gilt dann

E[f o X] = E[Prox] = > _ () - p(x}).

jeJ
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Dichte

Definition

Eine stiickweise stetige Funktion ¢ : R — R heilt
(Wabhrscheinlichkeits- )Dichte, falls o(x) > 0 fiir alle x € R und

/oo o(x)dx = 1.

—0o0

Ist o eine Dichte, dann heilit das durch

P((a, b)) = /ab o(x) dx fiir alle a < b

definierte W—MaR P absolut stetig. Eine Zufallsvariable X heift
absolut stetig verteilt, wenn Px absolut stetig ist.
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Erwartungswert bei Dichten

Definition

Eine Zufallsvariable X besitze eine Verteilung Px mit der Dichte o.
Gilt fiir eine stiickweise stetige Abbildung f : R — R

1601 ot o < e,

dann ist der Erwartungswert der Zufallsvariablen f o X definiert
durch

E[f o X] = / " () - o(x) dx.

Falls f(x) = x, x € R, so ist EX := E[f o X] der Erwartungswert
von X.
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Erwartungswert bei Dichten

Konvention Ist ein absolut stetiges Wahrscheinlichkeitsmal P mit
Dichte o gegeben, und ist [ [x| - o(x) dx < 400, so ist der
Erwartungswert von P

E[P] = /OO x - o(x) dx.

—0o0
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Erwartungswert bei Dichten

Satz

Sind X und Y Zufallsvariablen iiber einem W—Raum (2, A,P) mit
endlichen Erwartungswerten, dann gilt

Ela-X+b-Y]=a-EX+b-EY firalle a,b € R.

Falls X(w) < Y(w) fiir alle w € Q, so ist EX <EY. Insbesondere
ist |[EX| < E|X| und falls X(w) > 0 fiir alle w € €, so gilt EX > 0.
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Erwartungswert mit Dichten

Q Fiir a < (B definier

o(x) = 1/(8 = a)liefag)-

Eine Zufallsvariable X heit gleichverteilt auf [a, 3], falls Px
diese Dichte o hat.
Der Erwartungswert berechnet sich zu

EX =a= OhLﬂ.
2
Weiter gilt
2 2
Bl = T30 HE
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Erwartungswert mit Dichten

@ Zu reellen Zahlen ;1 € R und 0 > 0 sei die Funktion
¢u02 R — R definiert durch

1 2 2
—(x=p)?/(20%)
>3 e , Xx €R.

Pu,o? (X) =

Wir nennen eine Zufallsvariable X normalverteilt zu den
Parametern y und o (kurz N'(u, o?)—verteilt), wenn Px die
Dichte ¢, 5> besitzt; falls p = 0 und 0% =1 ist, nennen wir X

standardnormalverteilt. Es gilt

E(X) =n

und

E((X — n)2) = o 1
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Normalverteilungen
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Erwartungswert mit Dichten

Q Fiir ein 0 < \ € R definieren wir

e ™ flirx>0
o(x) =

0 fiir x < 0 .

Wir nennen eine Zufallsvariable X exponentialverteilt zum
Parameter \, wenn Px diese Dichte hat. Es gilt

1
EX = —.
A

Ebenso gilt

2
E[X?] = e
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Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Definition

Seien Xi,..., X, Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P), dann heien Xi, ..., X,
(stochastisch) unabhangig, wenn fir alle Intervalle f,..., 1, CR

P({X1 € h}n...n{Xy € In}) =P({X1 € h}) - P({Xn € In}).

Man kann zeigen, dass fiir unabhangige Zufallsvariablen Xy, ..., X,
sogar

P({X; € Mi}N...0{Xyp € Mp}) = P({Xy € Mi})- - P({Xn € Mn})

fir alle Mengen My, ..., M, € B(R) gilt.

Matthias Léwe Stochastik



Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Seien Xi,..., X, diskret verteilte Zufallsvariablen auf einem
W-Raum (2, A,P), dann sind X, ..., X, genau dann unabhiangig,
wenn fiir alle a1, . ..,a, € R gilt

P({Xy = a1} N... {Xp = an}) = PXe = a1}) - - P({Xn = an}).
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Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Satz

Sind X und Y diskret verteilte und stochastisch unabhangige
Zufallsvariablen mit existierenden Erwartungswerten und existiert
auch E[X - Y], so gilt

E[X - Y] =EX -EY.

<

Die Umkehrng dieses Satzes gilt i.A. nicht! Es gilt aber allgemeiner
auch fiir nicht diskrete Zufallsvariablen:

Sind X und Y stochastisch unabhangige Zufallsvariablen mit
existierenden Erwartungswerten und existiert auch E[X - Y], so gilt

E[X - Y] =EX -EY.
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