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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Vorlesung soll die Versicherungs- insbesondere Lebensversicherungsmathema-
tik, dargestellt werden. Die Vorlesung ist in zwei Teile untergliedert. Im ersten Teil wird
gezeigt, wie in der Praxis Personenversicherungsvertridge bewertet werden, wéhrend im
zweiten Teil eine ausfiithrliche mathematische Theorie entwickelt wird, mit der Personen-
versicherungen beschrieben werden konnen. Beginnen wollen wir mit einer sprachlichen
Beschreibung des Versicherungsbegriffs, die z.B. in Farny (1988) S. 870 zu finden ist.

1.0.1 Definition: Versicherung ist die Deckung eines im einzelnen ungewissen, insge-
samt geschdtzten Mittelbedarfs auf der Grundlage des Risikoausgleichs im Kollektiv und
in der Zeit.

Hieraus ergeben sich einige Hauptmerkmale des Versicherungsgeschéftes

e Finanzierung aus den Entgelten
e Ungewiflheit hinsichtlich des versicherten Ereignisses

e Risikokalkulation und Risikoausgleich
Das Versicherungsgeschéft ist interdiszilpinédr. Benotigt werden in der Praxis

o Mathematiker zur Tarifkalkulation
e Juristen zur Ausgestaltung von Versicherungsbedingungen

e Okonomen fiir die Kapitalanlage der Reserve

Mediziner zur Risikopriifung

Techniker zur Bewertng von Gebéduden



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Man unterscheidet folgende Versicherungsarten:

e Composit Sparten

— Kraftfahrzeugversicherung
— Sachversicherung

* Hausrat
* Wohngebaude

— private Haftpflicht
— Rechtsschutz

e Personenversicherung

Lebensversicherung

— private Rentenversicherung

Berufsunfiahigkeit, Pensionen

Unfallversicherung
Entsprechend teilt man die Versicherungsmathematik ein in

e Personenversicherungsmathematik

e Schadensversicherungsmathematik (ASTIN)
Actuarial Studies in Non-life insurance

e Finanzmathematik (AFIR)
Actuarial aproach for Flnancial Risk, Steuerung der Kapitalanlagen des Versiche-
rungsunternehmens und deren Abstimmung mit den Leistungsverpflichtungen

Hieraus ergeben sich unter anderem folgende Betétigungsfelder fiir Mathematiker in der
Versicherungswirtschaft:

e mathematische Beschreibung des versicherten Risikos

e statistische Schétzung des zufilligen Risikos
Erstellung von Sterbetafeln, Schadenshohenverteilung

e Tarifierung und Pramienkalkulation

— Identfkation von SchadenseinfluBgréfSen und Bereitstellung von Tarifierungs-
merkmalen

— Berechung von Barwerten, Préamien, Kosten, Deckungskapitalien, ...
e versicherungstechnische Analyse

— UberschuBermittlung
— Uberschufizerlegung nach Ursachen

— Renditeberechnungen



— Controlling
e Berechnung von Riickstellungen und Sicherheitereserven
e Risikoteilung ( VN-VU-Riickversicherer)

e Beschreibung des Zinsrisikos und Steuerung der Kapitalanlagen
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Kapitel 2

Einfache Beispiele fiir
Personenversicherungen

In diesem Kapitel werden die Lebensversicherung und private Rentenversicherung als typi-
schen Beispiele fiir Personenversicherungen eingefiihrt und die géngigen mathematischen
Verfahren zur Behandlung dieser Versicherungsarten vorgestellt. Damit ist der Leser in
der Lage, die in der Praxis verbreitetsten Versicherungen zu kalkulieren. Wir folgen dem
Buch von Isenbart und Miinzner und stellen die Kalkulationsprinzipien dar, nach denen in
der Praxis Versicherungsunternehmen diese Versicherungen bewerten. Daher verfolgen wir
einen zeitlich diskreten, periodischen Ansatz. Dies bedeutet, dafl die Zeit in dquidistante
Versicherungsperioden etwa Jahre unterteilt wird.

2.1 Rechnungsgrundlagen

Wir geben die Rechnungsgrundlagen an, nach denen iiblicherweise eine Tarifkalkulation
durchgefiihrt wird.
2.1.1 Rechnungszins

Ublicherweise wird eine konstante Kaitalverzinsung mit einem periodischen Zinssatz i > 0
iiber die Gesamtlaufeit angenommen. Damit ergibt sich fiir ein Anfangskapital K die
folgende Kapitalentwicklung

K(1+Z)n ,nElNO.

Der periodische Diskontfaktor ist dann gegeben durch

(2.1)

2.1.2 Sterblichkeit

Das unbestimmte in der Lebens-bzw. Rentenversicherung macht den Zeitpunkt des Todes
aus. Beschrieben wird die Verteilung der zufilligen Restlebensdauer durch Sterbetafeln,

7
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die mittels statistischer Verfahren erstellt werden miissen. Sterbetafeln hdngen vom Ge-
schlecht ab und geben die einjdhrigen Sterbewahrscheinlichkeiten an. Sie werden bezeich-
net durch

(Qx)a:EINo' (22)

¢ kennzeichnet also die Wahrscheinlickeit eines z-jdhrigen im folgenden Jahr zu verster-
ben. In der Praxis iiblich ist die Festlegung eines Hochstalters wy . Damit gilt dann

g =0 fa. x> w

Mathematisch bedeutet dies, dafl ein x-jdhriger eine zuféllige Restlebenszeit T, in Jahren
besitzt. Es gilt dann:

P(T,<1) = q, fa. zelN,.
pr = l—q.=P(T,>1)

gibt die einjéhrige Ubgrlebenswahrscheinlichkeit an. Aus der Sterbetafel kénnen die n-
jahrigen Sterbe- bzw. Uberlebenswahrscheinlichkeiten berechnet werden, wenn die folgen-
de Stationaritdtsannahme erfiillt ist.

2.1.1 Stationaritidtsannahme Die Familie der Restlebenszeiten (T,).en erfillt

P(T,s>t)=P(T, >s+t|T, >s) fa x€lINgys,telN. (2.3)

Dies bedeutet, daf die Uberlebens-bzw Sterbewahrscheinlichkeiten eines = + s-jéhrigen
den bedingen Uberlebens-bzw Sterbewahrscheinlichkeiten eines z-jahrigen - gegeben, daf3
er s Jahre iiberlebt - entsprechen.

Die obige Annahme ist dann erfiillt, wenn die Sterbewahrscheinlichkeiten vom Alter aber
nicht von der Zeit abhdngen. Streng genommen ist Stationaritdt nicht gegeben, da fest-
zustellen ist, da} Sterbetafeln einer zeitlichen Entwicklung unterliegen. Wir kénnen bei-
spielsweise in der Vergangenheit eine Verbesserung der Sterblichkeit der Bevolkerung be-
obachten und die Fortschritte in der Medizin lassen die Hoffnung zu, dafl dies in Zukunft
auch noch anhalten wird. Diese zeitliche Verédnderung geht aber eher langsam von statten,
so daB fiir eine Kalkulation es durchaus sinnvoll ist, von obiger Stationaritédtsannahme aus-
zugehen. Dies hat den weiteren Vorteil, daf die Kalkulation wesentlich vereinfacht wird.

2.1.2 Bezeichnungen:

Ubli(_:h in der Versicherungsmathematik sind die folgenden Bezeichnungen fiir die n-jéhri-
gen Uberlebens-bzw. Sterbewahrscheinlichkeiten eines xjahrigen.

e = P(T,>n)
nte = Pn<T,<n+1) (2.4)

Die letzte Wahrscheinlichkeit wird auch als die um n Jahre aufgeschobene Sterbewahr-
scheinlichkeit eines x-dhrigen bezeichnet.

Bei Vorliegen der Stationaritdtsannahme kann folgender Zusammenhang zu den einjihri-
gen Sterbewahrscheinlichkeiten elementar nachgewiesen werden.
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2.1.3 Bemerkung Ist die Stationarititsannahme erfillt, so gilt

nPe = DPzPz4+1 -+ Prin-1
ndz = 1— nPz = 1— (p:tpm—H Teeet px+n—1)
n|Qx = nDPzqzin

Beweis: Die erste Gleichung folgt per Induktion sofort aus der Beziehung
PT,>n)=PT,>n|T,>n—1)P(T, >n—1)=P(T1n1>1)pn_1ps

Die zweite Gleichung folgt unmittelbar aus der ersten und die dritte erhilt man analog
zur ersten. O

2.1.4 Absterbeordnung

Mit Hilfe der einjahrigen Sterbewahrscheinlichkeiten wird die sogenannte Absterbeord-
nung einer fiktiven Population in einer Sterbetafel notiert. Beginnend mit einer Aus-
gangsgrofle von [y Neugeborenen, etwa [ = 100000 ergibt sich die mittlere Anzahl an
lebenden z-jahrigen durch

lr = l() zPo fa.x €IN (25)
und kann rekursiv durch
I, = lelpmfl , T € IN (26)

bestimmt werden.

2.1.3 Kosten

Die Durchfithrung der Versicherung fiithrt beim Versicherungsunternehmen zu Kosten, die
fiir die Kalkulation in folgender Weise aufgeschliisselt werden.

o a-Kosten
Unter diesem Stichwort werden die durch den Abschluff eines Versicherungsvertra-
ges verbundenen Kosten bezeichnet, die iiberwiegend durch die Abschlufiprovision
entsteht. Bei der Kalkulation werden sie als einmalige Kosten proportional zur Ver-
sicherungssumme bzw. Rentenbarwert beriicksichtigt. Ublich ist ein Proportiona-
litatsfaktor o zwschen 0,03 und 0, 035.

e (-Kosten
Dies sind die Inkassokosten, die durch das Einziehen der Pramie verursacht werden.
Sie fallend laufend an und werden in der Regel proportional zur Bruttojahrespréamie
mit Faktor g = 0,03 erhoben.

o 7-Kosten
Dies sind die laufenden Verwaltungskosten, die iiber die gesamte Laufzeit des Ver-
trages anfallen. Jahrlich wird ein Betrag proportional zur Versicherungssumme bzw.
Rentenbarwert mit Faktor v = 0,0031 erhoben.

e Stiickkosten Dies sind feste einmalige Kosten, die fiir jeden Vertrag unabhéngig von
der Ausgestaltung des Vertrages anfallen, etwa 24 DM pro Vertrag. Diese haben
bei kleinen Versicherungssummen eine groffe Wirkung und sollen den Abschlufl von
Vertrigen mit geringen Versicherungssummen bestrafen, bzw. unattraktiv machen.
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2.2 Versicherungsformen

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Versicherungsarten decken die in der Praxis ge-
brauchlichsten Versicherungsformen ab. Dies sind die einfachsten Versicherungstypen,
welche durch die Absicherung eines unter einem Risiko stehenden Lebens beschrieben
werden kénnen. Wir nehmen einen einzelvertraglichen Standpunkt ein und beschreiben
die Leistungsverpflichtungen zwischen Versicherungsnehmer und Versicherungsunterneh-
men.

2.2.1 Sofortrente

Bei der Sofortrente zahlt jahrlich vorschiiflig das Versicherungsunternehmen eine Rente
vom Betrage R an den Versicherungsnehmer . Wird die Zahlung bis zum Tode durch-
gefiihrt, spricht man von einer lebenslangen Sofortleibrente. Eine Vereinbarung von n
Rentenzahlungen liegt vor bei einer sofort beginnenden n Jahre dauernden Leibrente.

2.2.2 Aufgeschobene Rente

Die aufgeschobene Rente ist die am haufigsten vorkommende Form der privaten Renten-
versicherung. Die Vertragslaufzeit gliedert sich auf in

e Ansparphase (Aufschubzeit)

e Rentenzahlungsphase .

Wihrend der Ansparphase zahlt der Versicherungsnehmer jéhrlich vorschiiffig eine Pramie
p an das Versicherungsunternehmen . Wéahrend der Rentenzahlungsphase erhélt der Ver-
sicherungsnehmer jahrlich vorschiiflig eine Rente der Héhe R vom Versicherungsunter-
nehmen .

2.2.3 Todesfallversicherung

Die Todesfallversicherung, auch Risikolebensversicherung genannt, deckt das Sterberisiko
ab. Bei einer Vertragslaufzeit von n Jahren wird bei Eintritt des Todes vor Vertragsende
nachschiifig am Ende des Todesjahres die Versicherungssumme M vom Versicherungsun-
ternehmen ausgezahlt. Der Versicherungsnehmer zahlt vorschiiflig eine Préamie p an das
Versicherungsunternehmen wéhrend der Vertragslaufzeit. Im Falle n = oo spricht man
von einer lebenslangen Todesfallversicherung.

2.2.4 FErlebensfallversicherung

Im Gegensatz zur Todesfallversicherung zahlt bei der Erlebensfallversicherung das Versi-
cherungsunternehmen die Versicherungssumme M an den Versicherungsnehmer , wenn
dieser die Vertragslaufzeit von n Jahren iiberlebt. Wahrend der Vertragslaufzeit erhélt das
Versicherungsunternehmen jahrlich vorschiilig eine Prdmie p vom Versicherungsnehmer
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2.2.5 gemischte Versicherung

Todesfallversicherung und FErlebensfallversicherung bilden die gemischte Versicherung.
Diese sogenannte kapitalbildende Lebensversicherung spielte bislang eine herausragende
Rolle bei einem Vermogensaufbau.

2.3 Barwerte

Aufgabe des Versicherungsmathematikers ist es, die Leistungsverpflichtungen eines Ver-
sicherungsvertrages zu bewerten. Typisch fiir eine Personenversicherung ist, dafl Zah-
lungen zu sehr unterschiedlichen Zeitpunkten stattfinden und zuféllig vom Todeseintritt
abhédngen. Um Vergleichbarkeit zu erzielen, werden Zahlungen auf den Vertragsabschluf3
abdiskontiert. Mit S bezeichne ich die Summe aller zufilligen abdiskontierten Zahlungen.
Dies stellt eine zufillige Bewertung des Einzelvertrages dar. Risikoausgleich im Kollektiv
bedeutet, dal durch den Abschlufl vieler unabhéngiger Vertréige das Versicherungsunter-
nehmen den einzelnen Vertrag durch den Erwartungswert der abdiskontierten Leistungen
bewerten kann.

2.3.1 Definition Der Barwert eines Versicherungsvertrages ist der Erwartungswert der
abdiskontierten Leistungen.

Barwert = ES

Der Barwert kann als Preis aufgefafit werden, den das Versicherungsunternehmen einma-
lig zum Vertragsabschlufl verlangen muf}; um seine Versicherungsleistungen erbringen zu
konnen. Er stellt den Gegenwert der reinen Versicherungsleistung dar und wird deshalb
auch als Nettoeinmalpriamie bezeichnet. im folgenden wollen wir die Barwerte fiir die an-
gegebenen Beispiele berechnen. Bei allen Beispielen gehen wir von einem Versicherten mit
Eintrittsalter x aus, der eine zufillige Restlebenszeit T, besitzt.

(i) Sofortrente
Bei n Rentenzahlungen wird zu Beginn des k + 1-ten Versicherungsjahres eine Zah-
lung der Hohe R fillig, wenn k Jahre iiberlebt werden, wenn also T, > k gilt. Die
zuféllige abdiskontierte Gesamtleistung betrégt also

n—1
S = Z Rvkl{Tz>k}

k=0

und damit erhilt man den Barwert

n—1 n—1
ES = RZUkP(T:E > k) = Z V* 1Dy
k=0 k=0

Der Barwert ist linear in der Rentenhohe R. Deshalb fithrt man fiir R = 1 eine
Bezeichnung fiir den Barwert ein.

n—1

k=0
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Im Falle der lebenslangen Sofortrente wird iiblicherweise der zur Rentenhéhe 1
gehorige Barwert bezeichnet durch

e = > V" kps (2.8)
k=0

Aufgeschobene Rente

Bei einer Aufschubzeit von m Jahren und einer Rentenbezugszeit von n Jahren
wird am Anfang des k + 1-ten Jahres der Bezugszeit eine Rente der Hohe R fillig,
wenn der Versicherungsnehmer m + k Jahre iiberlebt. Die zufillige Summe der
abdiskontierten Leistungen betragt also

n—1
S = Z R’Uerkl{Tm>m+k} 5
k=0

woraus man den Barwert
n—1 n—1
ES =Rv™ Y v*P(T, >m+k) = Rv™ Y 0" i1ps
k=0 k=0
erhélt. Fiir R = 1 wird iilicherweise die Bezeichnung
n—1 n—1
m|naa: - Z Uk+m m+kPx = ™ mPzx Z Uk EPz+m (29)
k=0 k=0

benutzt. Wegen der zweiten Gleichung gilt also die Beziehung

m\nax =" mPzx daz-l—m:n] . (210)
Im Fall der lebenslénglichen um m Jahre aufgeschobenen Rente bezeichnet man mit
m|dy = V™ Z VF ot kDs (2.11)
k=0
den Barwert zur Rentenhdhe 1.
Offensichtlich gilt folgende Zerlegung des Barwertes der lebensldnglichen Sofortren-
te:

Risikolebensversicherung

Bei einer Laufzeit von n Jahren wird das Versicherungsunternehmen am Ende des
k-ten Versicherungsjahres die Versicherungssumme M auszahlen, wenn der Versi-
cherungsnehmer in dem betreffenden Jahr verstirbt, wennn also k — 1 < T, < k
gilt. Die Summe der abdiskontierten Leistungen ist also

n
k
S=> M1y 1cn<ky
k=1
woraus man den Barwert

ES = MY vV"P(k—1<T,<k)

k=1



2.3.

(iv)

BARWERTE 13

= MY "P(T, <k|T, > k—1)P(T, > k—1)

k=1

n
k
= M Z V'Qz+k—1 k—1Pz
k=1

erhélt. Man stellt wiederum fest, dafl der Barwert linear in der Versicherungssumme
ist. Fiir M = 1 wird iiblicherweise die Bezeichnung

|nAz - Z vkqm—l—k:—l k—1Pz (213>
k=1

benutzt. Fiir die lebensliangliche Todesfallversicherung bezeichnet
AJ: = Z Uka-l—k—l k—1DPz (214)
k=1

den Barwert zur Versicherungssumme 1.

Erlebensfallversicherung
Bei einer Laufzeit von n Jahren wird die Versicherungssumme M im Falle des Erle-
bens des Vertragsendes fallig. Also ist

S = Mv"1i7,5n)
und somit der Barwert durch
ES = Mv"P(T, > n) = Mv" ,p,
gegeben. Fiir M = 1 fithrt man ein

By =v"upe . (2.15)

Gemischte Versicherung

Eine Todesfallversicherung zusammen mit einer Erlebensfallversicherung bildet eine
gemischte Versicherung. Also ist die Summe der abdiskontierten zufélligen Zahlun-
gen gegeben durch

S=M z Ukl{k,1<TI§k} + MU"I{TIM}Bquad,
k=1

was den Barwert

ES =M(pA: + o Ey)

impliziert. Ubliche Bezeichnungsweise fiir M = 1 ist

Bei allen Versicherungen sind konstante Versicherungssummen bzw. Rentenhohen verein-
bart gewesen. Mochte man variable Summen, sind die Formeln geeignet abzuéndern. Im
weiteren Verlauf wird durch die allgemeine Theorie gezeigt werden, wie dies durchzufithren

ist.
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2.4 Kommutationswerte

In den gebrauchlichen Sterbetafeln sind neben den einjéhrigen Sterbewahrscheinlichkeiten
und der Absterbeordung auch die sogenannten Kommutationswerte enthalten. Mit diesen
konnen die Barwerte der oigen Versicherungen ausgedriickt werden, so dafl eine schnelle
Berechnung durchfiihrbar ist. Bezeichne entsprechend der Absterbeordnung mit

e [, die mittlere Anzahl an x-jéhrigen einer Population und mit

e d, die mittlere Anzahl an Personen, die z-jiahrig versterben.

Es gilt also
d:r = la? - lr+1 = la: - lwpm = lm(l - px) = lex

Ferner gilt :
lx—‘rn - l:c-l—n—lpa:—‘rn—l = ... = la:px et Prdn—1 = la: nPx

sowie
o lx - lm—l—n
T'Lqﬁ -

ly

Ublicherweise bezeichnet man die mit den Uberlebenden gebildeten Kommutationswerte

durch

D, = I[,v* diskontierte Lebende des Alters x

N, = D,+ D,y +--- aufsummierte Anzahl diskontierter Lebender
Sy = Ng+ Ny +--- doppelt aufsummierte Anzahl diskontierter Lebenden
= D, +2D, 1 +3Dyp0+ - (2.17)

Die mit den Toten gebildeten Kommutationswerte werden notiert mittels

C, = d,»*"  diskontierte Tote des Alters z
M, = C,+Cpy1+--- aufsummierte Anzahl diskontierter Toter
R, = M,+ M, +--- doppelt aufsummierte Anzahl diskontierter Toten
= D, +2D, 1 +3Dp0+ - (2.18)

Alle diese Kommutationswerte liegen vertafelt vor, so dal zu einer schnellen Berech-
nung der Barwerte diese durch die Kommutationswerte ausgedriickt werden kénnen. Man
erhalt:

e Sofortrente

oo oo l +k:
- k kx
Ay = E U kPz = E v I
k=0 k=0 z
oo
Derk o Nx

= 2

k=0

D, D,
Entsprechend

n—1
.. Dm—l—kz N:v - Nac—i—n
Ag:n] = E =

i—o Da D,

(2.19)
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e Todesfallversicherung

00 )
Ay = Z Uk k—1P2Gx+k—1 = Z o't iPzqz+i
k=1 i=0
_ it
0 l:v—l—i la:
C:EJri

.
I

Il
.Mg

~
I
o

D,

SIS

Entsprechend:

|nAx = Z Uk k—1Pzqz+k—1
k=1
o YS Cx+i o MJ: - M$+n
B D, D,

1=0

e Erlebensfallversicherung

Dx—i—n
D,

n
nEx =V nPz =

2.5 Periodische (jahrliche) Nettopramie

Der im vorigen Abschnitt eingefiihrte Barwert stellt den Preis einer Leistung eines Ver-
sicherungsvertrages, den der Versicherungsnehmer einmalig zu Beginn des Vertrages zu
leisten hétte. Dies wird in der Praxis nicht besonders nachgefragt, da die Einmalpréamie
in der Regel sehr hoch ist und nicht durch den Versicherungsnehmer einmalig bezahlt
werden kann. Der Ausweg besteht darin, den félligen Barwert durch periodische Prami-
enzahlungen zu finanzieren. Dies entspricht einem Ratenzahlungsvertrag mit zufélligem
Ende, also einer Sofortrente, da in der Regel Pramien iiber den Tod nicht hinaus fallig
werden. Den zufélligen Leistungen des Versicherungsunternehmen s stehen also zufillige
Leistungen des Versicherungsnehmer s gegeniiber. So ein Versicherungsvertrag ist fair
oder ausgewogen, wenn die Barwerte der Leistungen und Gegenleistungen sich entspre-
chen. Dies ist das sogenannte

2.5.1 Aquivalenzprinzip

Barwert der Leistungen = Barwert der Gegenleistungen

In der Regel wird dies angewandt, um eine konstante periodische Pramie p zu berechnen.
Bei einer Versicherung mit Barwert B, Eintrittsalter z und hochstens n Pramienzahlungen
erhéilt man die Prémie aus

pagn) =B | (2.20)

denn die linke Seite ist der Barwert einer n-jihrigen Sofortrente vom Betrage p. Der Ver-
sicherungsnehmer zahlt also jahrlich an das Versicherungsunternehmen die Sofortrente
zur Finanzierung der Versicherungsleistung.

Wir wollen dies auf die betrachteten Beispiele anwenden.
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e Aufgeschobene Rente
Bei einer Aufschubzeit von m Jahren, einer lebenslédnglichen Zahlung einer Ren-
te der Hohe R erhélt man die zu zahlende jdhrliche Nettoprimie p wéahrend der
Aufschubzeit durch

also
g tm
b= Ro™ mPx = e
z:m]

e Todesfallversicherung
Bei einer Laufzeit von n Jahren wird jéhrlich vorschiiffig eine Pramie pg bezahlt und
erhélt so im Falle des Todes nachschiiflig die Versicherungssumme M. Die jéahrliche
Pramie erhalt man also aus

e Erlebensfallversicherung
Bei einer entsprechenden n jahrigen Erlebensfallversicherung erhélt man die zu zah-
lende jéhrliche Préamie pg aus

o Gemischte Versicherung Hier erhélt man die jahrliche Pramie p aus
pdmm] = MAI:M = M( |xAn + nEx) . (2.24)
Also ist die Pramie die Summe der Pramien der Einzelversicherungen

D= PR+ Ds

2.6 Bruttoeinmalbetrag

Die Nettoprame deckt die reine Versicherungsleistung ab. Will man die Kosten beriicksich-
tigen erhélt man die Bruttoprdmien, die man als Einmalbetrag oder als jahrliche Pramie
berechnen kann. Fiir die {iblichen Kostenansétze der a-,3-, v- Kosten sollen im folgenden
die zu den Beispielen gehorigen Bruttoeinmalpridmien, die auch als ausreichende Pramien
bezeichnet werden, berechnet werden. Notiert werden diese ausreichende Pramien durch
Hinzufiigen eines a als oberen rechten Index im Barwert, um zu kennzeichnen, daf} es sich
um eine ausreichende Pramie handelt, etwa

.a a -a
n|Qgs |nAx7 ax:?ﬂ

e Altersrente Die a- und [ Kosten werden proportional zur Bruttopriamie und die
~v Kosten proportional zur Nettopramie angesetzt. Deshalb erhédlt man bei einer
Aufschubzeit von n Jahren, einer lebensldnglichen Rentenzahlungszeit und einem
Eintrittsalter  die Bruttoeinmalprédmie durch Losen der Gleichung

n|dg = n|d$ + Oémdg + ﬁmdg + ’y'dx , (2.25)
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also
Qe — n|aac + ’yax
R TN
Splittet man die v Kosten auf in v, Kosten wihrend der Aufschubzeit und o Kosten
wahrend der Rentenbezugszeit mufi man den Ansatz

(2.26)

|y = n|ly 4 Oy g + B pdy + V1 Gz + V2 n|ls (2.27)
verfolgen, also

qe = (1 +,72) n\aaﬂ +MN axn]
nl%e l—a-0

e gemischte Versicherung
Hier sind die Abschluflkosten proportional zur Versicherungssumme 1. Also hat man
den Ansatz

Ag:nl = AZTL1 + o+ ﬁ A;;n] + v axn] (228)

durchzufithren und erhalt

a i Axn] + o+ ’Y%n]

(2.29)

als Bruttoeinmalbetrag.

e Todesfallversicherung
Bei der reinen Todesfallversicherung ist die Abschlufprovision geringer als bei der
gemischten Versicherung. Daher werden die Abschlukosten proportional zu a(1 —
o E:) kalkuliert. Man 16st

|nAg = \"Afv + Q(l - HEOC) + \HA; + ’Va:vn] (230>

auf und erhalt

|nAg:| —|—Oé( 1_5)—1—7& 1 (231>

als Bruttoeinmalpramie.

2.7 Periodische (jahrliche) Bruttoprimie

Hier wird analog zum Nettofall die Bruttoeinmalpramie verteilt auf die Laufzeit der
Pramienzahlungen. Durch den rechten oberen Index a wird die periodische (jdhrliche)
Bruttopramie gekennzeichnet. Man erhalt:

e Altersrente
Wegen
P lam) = n|dy
gilt wegen (2.26)

o n|Qz + Yay

= Toa i (2.32)

p
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e gemischte Versicherung
Analog erhélt man mit (2.29)

A x nx'n
pt = et ] denl (2.33)

als jahrliche Bruttopréamie.

Zum Abschluf} ist darauf hinzuweisen, dafl Versicherungsunternehmen konservativ kal-
kulieren, also zu hohe Kostensédtze ansetzen. Dies sind die hier vorgestellten Rechnungs-
grundlagen 1. Ordnung. In Form von Riickerstattung werden erzielte Kosteniiberschiisse
an die Versicherungsnehmer zuriickgegeben.

2.8 Deckungskapital

Betrachten wir eine Todesfallversicherung mit periodischer konstanter Pramieneinzah-
lung, so stellen wir folgendes fest. In den ersten Jahren ist die zu zahlende Pramie hoher
als das zu versichernde Risiko, da die Sterbewahrscheinlichkeit mit dem Alter wéchst.
In den letzten Jahren ist hingegen das zu versichernde Risiko hoher als die geforderte
Pramie. Der Versicherungsnehmer baut am Anfang Riicklagen auf, die er am Ende zur
Finanzierung des erhohten Risikos benutzt. Dieser Verlauf der Riickstellung des sogenann-
ten Deckungskapitals soll in diesem Abschnitt ndher untersucht werden. Wir wollen dies
zunéchst verbal konkretisieren.

2.8.1 Definition Gegeben sei ein Versicherungsvertrag mit einer Laufzeit von n Jahren
und Fintrittsalter x. Das nach m Jahren gebildete Deckungskapital ,,V, wird definiert
als die Differenz des Barwertes der dann zukiinftigen Leistungen und des Barwertes der
zukiinftigen Einnahmen, wobei die Zahlungen auf das Ende des m-ten Jahres abdiskontiert
werden.

Kurz:
m Ve = Barwert der zukiinftigen Ausgaben - Barwert der zukiinftigen Einnahmen

Wir sprechen vom Nettodeckungskapital, wenn keine Kosten beriicksichtigt werden. Die
obige Definition beschreibt mitttels der vorausschauenden Methode das sogenannte pro-
spektive Deckungskapital. Die zuriickschauende Methode fithrt zum Begriff des retrospek-
tiven Deckungskapitals ,,,V)¢, das kurz durch

mVy¢ = Barwert der vergangen Einnahmen - Barwert der vergangen Ausgaben

beschrieben wird, wobei auf das Ende des m-ten Versicherungsjahres diskontiert wird.

Mathematisch kann die obige Definition folgendermaflen beschrieben werden. Sei S die
zufillige auf den Vertragsabschlul abdiskontierte Leistung. E'S ist dann der Barwert der
Leistungen. Die zufélligen auf den Vertragsabschlufl abdiskontierten Einnahmen wird mit
I bezeichnet. ET ist also der Barwert der Einnahmen. Wegen des Aquivalenzprinzips gilt

ES=FEI
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Nach m Vertragsjahren wird eine Zerlegung der Einnahmen und Ausgaben durchgefiihrt.
Mit S; bezeichnen wir die zukiinftigen Leistungen abdiskontiert auf das Ende des m-ten
Jahres. Die in den ersten m Jahren fillige Gesamtleistungleistung, aufdiskontiert auf das
Ende des m-ten Jahres wird mit S;; bezeichnet. Entsprechend fiithren wir die Zufallsgrofen
I und [, fiir die Einnahmen ein.

Das prospektive Deckungskapital wird dann definiert durch
wVe=E(S;|T, >m)—E(,|T,>m) ,m=0,...,n |, (2.34)
wéhrend das retrospektive Deckungskapital durch

EIS ESS
WV = m___ m__ =0, 2.35
* T P(T,>m) P, >m) " (2:35)

definiert wird.

Die Gleichheit von prospektiven und retrospektiven Deckungskapital erhalten wir durch

2.8.2 Bemerkung Fiir alle m =0,...,n gilt

(i) (Sp+Sp)v™ =5,
(i) (I + o™ =1,
(it1) Ve = mVre .
Beweis: Sy, + 5, sind die Gesamtleistungen diskontiert auf das Ende des m-ten Vertrags-

jahres. Also folgt (i). Analog erhélt man (ii). Wegen

ES>1¢r ES>
E(S;|T. = —mAlom} e
(Sl >m) = 5250y = P, > m)

folgt
ESy, ES;+ES; ES
P(T,>m) P(T,>m) v"P(T, >m)

Analog erhélt man die Beziehung fiir die Einnahmen, so dafl zusammen folgt

E(S;|T, >m) +

ES — FEI
m‘/x_m‘/ze:—:o

v P(T, > m)

Wir wollen fiir unsere Beispiele den Deckungskapitalverlauf berechnen.

e Erlebensfallversicherung
Wir betrachten die Versicherungssumme 1 bei n-jahriger Laufzeit und Eintrittsalter
x. Dann ist firm =0,...,n

S;L = ’Unfml{Tw>m} , S; =0
n—m-—1

m—1
I=p Y "lnsmin » In=p> 0" "lnon
k=0 k=0
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mit p = ”Ez . Also gilt:

n—m—1
Ve = VP(T,>nT,>m)—p > v"P(T, > m+k|T, >m)
k=0
n—m—1
= V""" P(Tosm >n— —p Z V" P (T > k)

k=

o

n—mEa:+m - D da:er.nfm]

Auch wenn aus der Formel dies nicht sofort hervor geht baut sich das Deckungska-
pital monoton auf mit der Erlebensfalleistung als Endwert.

e Altersrente
Wir betrachten eine n jahrige Aufschubzeit bei lebenslanglicher Rentenzahlung der
Hohe 1 . Wahrend der Aufschubzeit baut sich das Deckungskapital auf. In der Ren-
tenzahlungszeit wird aus dem Deckungskapital entnommen. Fir 0 < m < n gilt
wahrend der Aufschubzeit

Sn<1 = 0 y S; = Z Uk+n—m1{TI>n+k}

k=0
m—1 n—m—1
Is=p> o""™poy » In=p Y 0"l shrim
k=0 k=0
mit p = ;'—a? als jahrliche Pramie. Also gilt
00 n—m—1
mVe = ZUH”_’”P(TI >n+k|T, >m)—p Z V" P(T, > k +m|T, > m)
k=0 k=0
00 n—m—1
= Z Uk+n7mP<Tx+m >n—m -+ k) —p Z UkP(Tm+m > ]f)
k=0 k=0

=  n—m|Qz4+m — P Qz4mn—m)

In der Rentenbezugszeit gilt fiir m > n

mVx = E(Z Ukl{Tz>m+k}|Tx > m)
k=0
= Y V"P(T, > m+k|T, >m)
k=0
= > VP > k)
k=0
- da}+m

e Todesfallversicherung
Bei einer n jahrigen Laufzeit baut sich zunéchst das Deckungskapital auf, um im

Verlauf wieder zum Ende hin auf 0 abzunehemen. Fiir m =0, ... n gilt
S oM g ienary s Sn =Y 0 T g e <n
k=m+1 k=1
Also folgt

mVe = B Z Uk_ml{k—1<Tw§k}|Tx > M) = plytmn—m]
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= Z Ul-P(l —1< Tac—i—m < l) _pdx—i-m:n—nﬂ
=1
= \n—mAac—i—m - D d:c+m:n—m]

InAe
L

mit p =

z:n ’

e gemischte Versicherung
Eine analoge Rechnung liefert

mVe = Aac+m:n—m] - pd:c—l—m:n—ml

mit p = lo A

Ag:n]

2.9 Das Bruttodeckungskapital

Berticksichtigt man die kalkulatorischen Kosten bei den Leistungen durch das Versiche-
rungsunternehmen kommt man mit dem gleichen Anstz wie im vorigen Abschnitt zum
Bruttodeckungskapital, das auch als ausreichendes Deckungskapital bezeichnet wird. Wie
iiblich wird durch einen oberen Index a dies in der Notation gekennzeichnet. Kurz kann
man sagen:

m Ve = Barwert der zukiinftigen Bruttoausgaben - Barwert der zukiinftigen
Bruttoeinnahmen

Stimt die Pramienzahlungsdauer mit der Versicherungsdauer iiberein, haben die (- und
~v Kosten keinen Einflufl auf das Deckungskapital, da pro Periode genau die benotigten
Kosten durch den Versicherungsnehmer gezahlt wird. Die einmaligen Abschlulkosten
werden am Vertragsanfang fallig und gehoéren nicht zu den zukiinftigen Leistungen. Dies
fithrt zu einem anfénglich negativen Deckungskapital. Fiir die betrachteten Beispiele ergibt
sich:

e gemischte Versicherung
Bei einem Eintittsalter z, einer Laufzeit n und einer Versicherungssumme 1 erfiillt
die jéhrliche Bruttopramie die Gleichung
a Q a
P =p+—+0Bp" +v

z:n]

mit

— p= 2ol a1 Nettoprimie,

Ag:n]

- = : als jéhrlicher Abschluskostenanteil,

Ag:m

— [p® als jahrliche Inkassokosten,

— ~ als jahrliche Verwaltungskosten.

Nach m Jahren bestehen die dann zukiinftigen Leistungen aus

wtmAn—m + B Guymn—m) TV Gotmn-m] - (2.36)
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Dies sind die Nettoversicherungsleistung zusammen mit den n — m Jahre filligen
B- und v Kosten. Auf der Einnahmenseite hat man p® Gg4m:n—m] als Sofortrente in
Hohe der Bruttopriamie, die noch n — m Jahre lauft. Also ergibt sich als Brutto-
deckungskapital

a a - . a -
m‘/x = \z—l—mAn—m + ﬁp Az 4m:n—m] + Aztmm—m] — P Qz4mm—m)]
. Q.
= \ermAn—m — POzymin—m] — = Qg +m:n—m)]
Gy:n)
Q.
— mvx - Qg tm:n—m]
Q)

= 14+a)p,Ve—a |,

dz#»m:nfm
da —ztmr=ml =1 — V.

Gg:n]
Also erkennt man, dafl das Bruttodeckungskapital das Nettodeckungskapital vermin-
dert um den Barwert der noch nicht getilgten Abschlulkosten ist. Dieser Zusammen-
hang gilt fiir alle Versicherungen bei denen die Pramien und Versicherungslaufzeit
iibereinstimmen.

Todesfallversicherung
Hier fithrt eine Anwendung der obigen Argumentation zu

a(l — ,E,)

a:pn}

mVa = m‘/;c - derm:nfm] ) (237)

M hier die jahrlichen Abschlulkosten ausmachen.

z:n|

wobel

Altersrente
Wihrend der n jahrigen Aufschubzeit wird jahrlich die Bruttopramie

(1 - — ﬁ) dz:n'\

a

p:

gezahlt. Beziehungsweise die Bruttopramie erfiillt
dm:n]pa = n|ax + apa a:vn] + ﬁpa a;tn] + Pyam

Man erhélt als Bruttodeckungskapital fiir 0 < m < n wéahred der Aufschubzeit

mvx = Vi — ap” Agtmim—m] + ’}/(ax+m — = Qz4min—m)] > (238>

z:n]
denn :

— ap® dyymin—m] sind die noch nicht getilgten Abschlulkosten
— 7Yaz1m sind die noch ausstehenden Verwaltungskosten,
— von den kalkulierten Verwaltungskosten ~a, stehen ya“—zw (g 4-m:n—m] NOCh aus.

Die Differenz aus beiden wird auch Verwaltungskostenreserve genannt.

Die Verwaltungskostenreserve ist eine Art Vorfinanzierung der Verwaltungskosten,
die nach der Aufschubzeit entstehen.
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2.10 Rekursionsformel fiir das Deckungskapital

Das Deckungspkapital ist fiir Personenversicherungen durch das Versicherungsunterneh-
men auszuweisen. Daher ist es notwendig schnelle Berechnungsmoglichkeiten zu finden.
Vorteilhaft ist natiirlich die in diesem Abschnitt vorgestellte rekursive Methode. Wir be-
trachten einen Versicherungsvertrag mit den folgenden Parametern

e Eintrittsalter z ,
o zufillige Restlebenszeit T,
e Laufzeit von n Jahren mit n € INU oo

e zufillige Leistungen und Einnahmen, die durch 7} induziert sind.

Die Leistungen und Einnahmen sollen nun niher beschrieben werden. Seien (L;)1<i<n, (H;)1<i<n
Folgen von nichtnegativen Zufallsvariablen.

e [; entspricht der Leistung im i-ten Vertragsjahr

e H,; entspricht den Einnahmen im i-ten Vertragsjahr

Die Summe der abdiskontierten Leistungen bzw. Einnahmen ist dann

S=> Lo, 1= Ho" "' | (2.39)
=1 =1
wobei wir davon ausgehen, dafl die Leistungen nachschiiflig und die Einnahmen vorschiiffig
fallig werden. Wir kénnen definieren

2.10.1 Definition Ein Versicherungsvertrag gentigt dem Aquivalenzprinzip, wenn ES =
ET gilt.

Weiter ergibt sich fir m =0,...,n

n—m m
> % < _ i—m
Sm = Z Lm+ﬂ} s Sm = ZLﬂ]
i=1 i=1
m

I, = i Hyppv'™t Iy => Hp'™ '™, (2.40)
i=1

i=1

was

US;LH = S;L]‘{Tz>m+l} ) UI;H - 121{T1>m+1} (2-41)

impliziert. Diese Beziehung kann nun in folgender Weise benutzt werden, um eine Rekur-
sionsformel fiir das Deckungskapital herzuleiten. Fiir =0,...,n — 1 gilt :

wVe = E(S;|T. >m)— E(|T, >m)
= E(S’VZl{Tz>m+1}|T$ >m) + E(S;zl{m Tz§m+1}|Tx > m)
_E([ril{Tz>m+1}’Tx > m) - E(Inil{m TszJrl}‘Taf > m)
= EWS, 4|T; >m)+ E(Lpy1v|T, >m)
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—EWI, 1|Ty > m) — E(Hp|T, >m)

= EW(Sy— 1 )| Te >m, T, >m+1)P(T, >m+ 1T, > m)
+E(ULm+1 — Hm+1|Tz > m)

= Vi1 VaP(Toym > 1) + E(WLpy1 — Hpi1 [Ty > m)

= Vms1VeDotm + VA — €

mit A\, = E(Lpi1|Ty > m), em = E(Hpy1|T, > m). Wir erhalten also so die Rekursions-
formel

Ve = 0
S VAm F Cm 0 1. (2.42)
Upm+m

Angewendet auf die betrachteten Beispiele ergibt sich:

e Todesfallversicherung
Dann gilt

L, = 1{m—1<Tm§m} ) H,, = pl{T¢>m—1}

mit der Nettopramie p = L”—A’” Das Deckungskapital erfiillt also die Rekursionsglei-

z:n

chung

UPz+m Pz4+m UPz+m

oVe=0 , nmulVe= (2.43)

Lost man nach p auf ergibt sich folgende Prémienzerlegung in Spar-und Risikoanteil

P =P+ Pm (2.44)
mit
p; - Um—i—l‘/az - m‘/:c ) p;q, = Qx—i—mv(l - m+1vx)
Der Sparanteil kann interpretiert werden als derjenige Teil der Préamie, der in das
Deckungskapital im m + 1-ten Versicherungsjahr fliefit. Am Ende des m + 1-ten
Versicherungsjahres hat der Versicherungsnehmer .1V, gewissermafien als Gut-
haben angespart. Deshalb steht unter Risiko im m + 1-ten Versicherungsjahr die

Versicherungssumme vermindert um ,,,1V,. Um dies zu versichern bendtigt man
den Betrag ¢;4mv(1 — 41V2), den Risikoanteil der Pramie.

Ausgedriickt durch die Sparanteile konnen wir auch den Deckungskapitalverlauf
beschreiben mittels

nii Ve = (dkma + p,)(1+3)
und damit

witVe = DL+ 1) + Py (L4 0)° 4+ gL+ )™ (2.45)

e Altersrente Wir erhalten folgenden Deckungskapitalverlauf mit p = e

z:n]
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mVe +D

m+1vm - - ,m:O,...,n—l
U‘];m+m

iV = T 1, . (2.46)
UPz+m

Wir erhalten hieraus die folgende Pramienzerlegung in der Aufschubzeit

b= (U m+1V;C - m‘/a:) — Qz+mV m+1Vx (247)

fiir 0 < m <n — 1. Man stellt fest, dal der Sparanteil v, 1V, — ,,V, hoher als die
Pramie ist, denn durch Vererbung flieBt zusétzlich der Betrag ¢, v 1V, in das
Deckungskapital.
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Kapitel 3

Ein allgemeines diskretes Modell

In diesem Kapitel soll ein genaue mathematische Modellbildung fiir diskrete Personenver-
sicherungen durchgefiihrt werden, die eine wesentliche Verallgemeinerung gegeniiber den
bislang betrachteten Beispielen darstellt. Dadurch ist man dann in der Lage komplizier-
tere Versicherungen wie Versicherungen auf verbundene Leben oder Pensionsversicherun-
gen adequat und einfach zu beschreiben. Wir gehen also davon aus, daf§ Zahlungen durch
einen Versicherungsvertrag nur zu diskreten Zeitpunkten geschehen. In der Literatur gibt
es hierfiir unterschiedliche Ansétze. Ich wihle konsequent einen Markov-Ketten Zugang,
der eine vergleichsweise einfache und intuitiv einleuchtende Beschreibung liefert.

3.1 Deterministische Zahlungsstréome

Wie wir im vergangenen Kapitel gesehen haben, macht eine Versicherung im wesentlichen
zeitlich abhéngige zuféllige Zahlungen zwischen Versicherungsnehmer und Versicherungs-
unternehmen aus. Dies soll jetzt mathematisch exakt beschrieben werden. Es soll also
der Begriff des Zahlungsstromes eingefiihrt werden und auf dessen Bewertung eingegangen
werden.

3.1.1 Kapitalentwicklung

Bislang haben wir zur Bewertung von Versicherungen eine konstante Kapitalverzinsung
postuliert. Eine natiirliche Verallgemeinerung kann folgendermafien beschrieben werden.

3.1.2 Definition Fine monoton wachsende Funktion K : Ny — [1,00) mit K(0) = 1
heifst Kapitalfunktion

Eine Kapitalfunktion K beschreibt also die zeitiche Entwicklung des Kontostandes auf
einem Bankkonto, das eine Anfangseinlage von 1 DM hat. Mathematisch gesehen definiert
K ein Maf} auf IN mit Zahldichte AK definiert durch

AK(n)=K(n)—Kn-1) fa.neclN

Die Zinsrate der n-ten Periode erhalt man durch

_ AK(m) _ K(n)
M K1) Km-1) (3:1)

27
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Die kummulierten Zinsraten kénnen mittels der Kapitalfunktion durch

() = 3 r(k) = kil K(]:_I)AK(k) - % (i_)dK(a:) (3.2)

ausgedriickt werden. Die Funktion @ : IN — (0, c0) wird auch kummulative Zinsintensitét
genannt. Weiter gilt:

ﬁ ’ ﬁ1+r ﬁ1+A<I> . (3.3)

Die durch K induzierte Diskontierungsfunktion v : IN — (0, 1) ist gegeben durch

1
v(n) = K(n)

fa.neN, (3.4)

denn um 1 DM nach n Perioden zu erhalten, muf3 ﬁn) DM als Anfangseinlage auf ein
Bankkonto eingezahlt werden.

3.1.3 Definition FEine monoton wachsende Funktion
Z Ny — [0, 00)

heif§t gerichteter Zahlungsstrom.

Die Summe aller Zahlungen (aller Ausgaben) wihrend der ersten n Perioden wird durch
Z(n) angegeben und

Z(o0) = lim Z(n)
entspricht der Summe aller zu titigen Zahlungen uber die gesamte Zeit. Mit Z, bezeichnen

wir die Menge aller gerichteten Zahlungsstrome. Z € Z, definiert ein Maf auf [0, c0) mit
Zahldichte AZ, wobei

Z(n)—Z(n—1) fallsneN
AZ(n) = { Z(0) falls n = 0

Neben den Zahlungen wollen wir auch noch Einnahmen betrachten, bzw. eine Zahlungs-
bilanz erstellen. Deshalb definieren wir

3.1.4 Definition: Eine Funktion Z : INg — IR heifst ungerichteter Zahlungsstrom, wenn
es Zy, Zy € Z, gibt mit Zy(00) N\ Zy(00) < 00 und Z = Zy — Zs

Die Zahlungsbilanz nach n Perioden entspricht also Z(n) und Z(c0) = Z;(00) — Zs(00)
gibt die Gesamtzahlungsbilanz iiber die Gesamtzeit an. Diese ist woldefiniert, da eine
der Mafle Z;, Z5 endlich ist, kann aber durchaus +o0o oder —oo betragen. Auch kann die
Differenz als signiertes Mafl auf [0, co) mit Dichte AZ aufgefaBt werden, wobei AZ(n) die
am Ende der n-ten Periode fallige Differenz von Einnahmen und Ausgaben angibt. Mit
Z wollen wir die Menge aller Zahlungsstrome bezeichnen.

Zahlungen aus Zahlungsstromen konnen durch Diskontieren miteinander verglichen wer-
den. So kann man zu einer Bewertung eines Zahlungsstromes kommen.
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3.1.5 Definition: Der Wert des Zahlungsstromes Z € Z beziiglich einer Kapitalfunktion
K bzw. Diskontierungsfunktion v = % ist definiert durch

o0

V(Z):Zv(k)AZ(k:):/ vdZ . (3.5)

k=0 [0,00

Da die beschrankte Funktion v gegen ein signiertes Mafl integriert wird, ist V(Z) ein
wohldefiniertes Element aus IR U {—o0, +00} .

3.1.6 Eigenschaften

(i) Hat Z die Zerlequng Z = Zy — Zy mit Zy, Zy € Z,, so gilt
V(Z) =V(Z1) = V(Z)
Insbesondere ist V(Z) unabhdingig von der Zerlequng.
(i1) Fir alle Zy,Zy € Z mit V(Z;) < 00,V (Zy) < o0 gilt

V(Z1+ Zy) = V(Z1) + V(Zs)

(111) Fir alle Z € Z mit Z(c0) € R ist auch V(Z) in RR.

Beweis: Die Aussagen folgen elementar durch Summation bzw. Integration. O

Ahnlich wie bei Versicherungen konnen unterschiedliche Zahlungsstrome die gleiche Be-
wertung besitzen.

3.1.7 Definition: Zwei Zahlungsstrome Zi, Zy heiffen dquivalent, wenn sie jeweils end-
lich Werte haben, die tibereinstimmen. Ein Zahlungsstrom Z heifit ausgewogen oder fair,
wenn V(Z) =0 gilt.

Will man nach m Perioden die dann zukiinftigen Zahlungen bewerten, so kommt man
zum Deckungskapital fiir deterministische Zahlungsstrome.

3.1.8 Definition: Sei Z € Z und K eine Kapitalfunktion. Fiirm € INg ist das prospektive
Deckungskapital V(m, Z) definiert durch

V(im,Z) = K(m)ki v(k)AZ (k)

= K(m) vdZ . (3.6)

[m,0)

Man beachte hier, dafl die am Ende der m-ten Periode fillige Zahlung AZ(m) als zukiinfige
Zahlung zu interpretieren ist. V(m, Z) gibt also die Summe der zukiinftigen auf das Ende
der m-ten Periode abdiskontierten Zahlungen an.
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3.1.9 Beispiel: Ausbildungsversicherung

Eltern zahlen jahrlich in einer Aufschubzeit von n Jahren vorschiiflig p DM ein, um so
ein Studium von [ Jahren zu finanzieren. Wahrend der Studienzeit wird ein Jahresbetrag
von R DM vorschiiflig ausbezahlt. Dies entspricht dem Zahlungsstrom

J = Zl—ZQ mit
Z1(k) = (k+1)p 0<k<n-1
Zy(k) = np fa. k>n
Zyk) = 0 fa. 0<k<n-1
Zon+k) = (k+1)R fa. 0<k<Il-1
Zyk) = IR fa k>n+l

Es ergibt sich folgende Bewertung

V(Z) = S o(k)AZ(K)

k=0
n—1 -1
= > vk)p-> vin+k)R
k=0 k=0
n—1 -1
= p Z n+ k)
k=0 =

Aus V(Z) = 0 berechnet sich die zu zahlende jéhrliche Rate p bei gegebener Rente R
durch
St u(n + k)

ko v(k)
Auch fiir deterministische Zahlungsstrome kann eine Rekursionsgleichung fiir das Deckungs-
kapital angegeben werden. Insbesondere kann bei fairen Zahlungsstromen das Deckungs-
kapital rekursiv berechnet werden.

p=R

3.1.10 Bemerkung: Fir Z € Z erfillt das Deckungskapital (V(m, Z))men, die Rekur-
sionsbeziehung

V(0,2) = V(2)
Vim+1,2Z) = (1+r(m+1)(V(m,Z)—AZ(m)) fa meIN. (3.7)

Beweis: Es gilt

.- K (m)
Z) = k)AZ(k) = AZ —_ 1,7
Vim2) = K(m) 3 o(MAZ(R) = AZ(m) + 0 BV m 1, 2)
~ AZ(m)+ Vim+1,2)
B I+r(m+1)
woraus die Behauptung sofort folgt. a

Das retrospektive Deckungskapital kann folgendermafien definiert werden.

3.1.11 Definition: Fir Z € Z wund einer Kapitalfunktion K wird das retrospektive
Deckungskapital (V" (m, Z)) definiert durch

V'0,z) = 0

[y

m—

Vi(m,Z) = K(m) v(j)A(—Z)(j)ZK(m)/ vd(=2) . (3-8)

j=0 [0,m)
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Die Bewertung der vergangenen Leistungen des negativen Zahlungsstromes, diskontiert
auf das Ende der m- ten Periode, ist also durch V"(m, Z) gegeben. Der Zusammenhang
zwischen beiden Deckungskapitalbegriffen ist der folgende, welcher elementar bewiesen
werden kann.

3.1.12 Bemerkung: Es gilt:

(2) Vi(m,Z)=-V"(m,-Z)
(1) v(m)(V(m, Z) = V"(m, Z)) = V(Z) ,
(iii) Ist V(Z) =0, so gilt V(m,Z) =V"(m, Z) fir alle m € INy.

3.2 Zufillige Zahlungsstrome

Im zweiten Kapitel haben wir gesehen, dafl die dort vorgestellten Personenversicherungen
im wesentlichen Zahlungsstrome sind, die zuféllig vom Sterbezeitpunkt abhéngen. Als
Grundidee wird dies auch bei der Beschreibung von allgemeinen Personenversicherungen
verwandt.

Wir gehen von einem hinreichend grofien Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,F,P)
aus, auf dem die betrachten Zufallsvariablen definiert sind.
3.2.1 Definition: Eine Folge A = (Ay,)nen von Zufallsgrofien heifst zufilliger gerichteter

Zahlungsstrom, wenn gilt
P{w: A(w) € 2,}) = 1

A heif$it zufdlliger Zahlungsstrom, wenn

Pw: A(hw)e Z}) =1

Ein zufélliger gerichteter Zahlungsstrom A kann aufgefafit werden als ein zufélliges Maf3
auf INg bzw. [0, c0) mit Ziahldichte

AAn,w) = A(n,w) — A(n — 1,w)
Ein zufélliger Zahlungsstrom A definiert ein zufélliges signiertes Mafl auf INy bzw. [0, c0)

und kann als Differenz von zufélligen gerichteten Zahlungsstrémen ausgedriickt werden.

Punktweise in w kann eine Bewertung eines zufilligen Zahlungsstromes durchgefiihrt wer-
den durch

V(A) = g: V(k)AA(R) . (3.9)

V' (A) ist die Summe der abdiskontierten zufélligen Zahlungen und somit eine RU{—o0, 400}
wertige Zufallsvariable. Falls E'V(A) existiert, wird dieser Barwert des zufilligen Zah-
lungsstromes A genannt. Ist

A=A — A
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mit £ A;(c0) < 00, E As(00) < 00, so ist V(A) eine reellwertige Zufallsvariable mit
EV(A)=EV(A)—-EV(A)eR

denn

V(A = S oMAAE) £ 30 AA(E) = Ai(o0),

k=0

was die Integrierbarkeit von V' (A1), V(Ay) impliziert.

3.2.2 Definition: Zwe: zufillige Zahlungsstrome Ay, As heiffen dquivalent, wenn deren
Barwerte reelle Zahlen sind und tibereinstimmen.

Ein zufilliger Zahlungsstrom A heifit ausgewogen oder fair, wenn dessen Barwert ver-
schwindet, also EV(Ay) =0 gilt.

3.3 Markov-Ketten

Wie am Anfang schon angedeutet spielen Markov-Ketten eine entscheidende Rolle bei
der Definition einer allgemeinen Personenversicherung. Deshalb soll in diesem Abschnitt
eine kleine Einfithrung in die Theorie der Markov-Ketten gegeben werden, wobei der

Schwerpunkt im Umgang mit der Markov-Eigenschaft liegt. Wir gehen wieder von einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) aus.

3.3.1 Definition: Sei (X (n))nen, eine Folge von Zufallsvariablen mit Werten in einer
abzdihlbaren Menge E. Dieser stochastische Prozefs X heifst Markov-Kette, falls gilt:

P(Xn+1 — in+1’Xn — ina e 7X0 — Zo) — P(Xn+1 — in+1‘Xn - Zn) (310)

fir alle n € No,iny1 € E und ig,- - ,i, € E mit P(X,, =i, -+, Xo=1p) > 0.

Die obige sogenannte Markov-Eigenschaft besagt, daff die zukiinftige Entwicklung des
Prozesses von der Vergangenheit nur iiber die Gegenwart abhéngt. Um zu einem Folge-
zustand zu gelangen, ist nur der gegenwirtige Zustand relevant. Wie der Prozefl dorthin
gelangt ist, spielt keine Rolle. Die Vergangenheit kann also vergessen werden.

3.3.2 Beispiele

e Versicherungsmathematik:
Im vorigen Kapitel haben wir schon, ohne es zu erwédhnen, eine Markov-Kette be-
trachtet. Diese kommt auch in der Zuverldssigkeitstheorie vor und kann folgender-
mafen eingefithrt werden. Sei T eine (0, 00)- wertige Zufallsgrofie, die als Restle-
benszeit einer Person oder als Ausfallzeit eines technischen Systems interpretiert
werden kann. Zu n € INy wird iiberpriift, ob das System ausgefallen ist oder nicht.
Wir erhalten so die Folge der Indikatoren (X,,) definiert durch

X, = 1{T>n}
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Ein Uberleben der n-ten Periode wird also durch {X,, = 1} angezeigt. Der Proze8
(X») definiert eine zeitlich inhomogene Markov-Kette mit Zustandsraum £ = {0, 1}
und sogenannten Ubergéingen

P(Xpi1 =1X,=1) = P(T>n+1|T >n)
P(Xp1=0[X,=1) = P(T<n+1|T>n)
P(Xp1 =0[X,=0) = 1

Diese Ubergangswahrscheinlichkeiten sind zeitlich inhomogen, da sie von n abhéngen.

¢ Galton-Watson Prozef3

Der Galton-Watson Verzweigungsprozef liefert ein einfaches Modell zur Beschrei-
bung der Entwicklung einer Populationsgrofle und beschreibt folgendes Fortpflan-
zungsverhalten. Startend mit einem Urahn hat dieser eine zufillige Anzahl von
Nachkommen, die die erste Generation bilden. Jedes Mitglied dieser Generation hat
wiederum unabhéngig voneinander und unabhéngig von den vorhergehenden Ge-
nerationen eine zufillige Anzahl von Nachkommen. Die Anzahl aller Nachkommen
von Mitgliedern einer Generation bildet die Folgegeneration. Es wird ferner ange-
nommen, dafl die sogenannten Reproduktionsverteilungen mit denen Nachkommen
produziert werden, identisch verteilt sind. Die zeitliche Entwicklung der Populati-
onsgrofle durch die Generationen heiffit dann Galton-Watson Prozefl und bildet eine
zeitlich homogene Markov-Kette. Formalisiert werden kann dies folgendermafien. Sei
(Xon.i)nien, €ine Familie von unabhéngigen, identisch auf Ny verteilten Zufallsva-
riablen. X, ; entspricht der Anzahl der Nachkommen des i-ten Mitgliedes der n-ten
Generation. Wir setzen

Zy = 1,
Zn

Zn—i—l = ZXnﬂ; f.a.nEINg.
k=1

Wie man leicht nachweisen kann, definiert (Z,)nen, €ine zeitlich homogene Markov-
Kette mit Zustandsraum INg und Ubergéngen

k
P(Zpsr = 1| Zy = k) = P(3_ Xo, = 1)
=1

fiir alle k,1 € INg.

e Roulette Setzen wir nacheinander 1 DM auf Rot beim Roulette, so kann der Ge-
winnstand X, nach n Spielen durch eine Markov-Kette (X)) beschrieben werden
mit Ubergéngen

18
19
P(X,1=k—-1X,=k) = 1—]9:—37

Wie in den Beispielen angedeutet, werden die Ubergangswahrscheinlichkeiten definiert

durch

P(X,, =7|X,=1) falls P(X,=1)>0
pignym) = { PG = 31X =) falls PG =1) (311)

fir alle i,j € E,n < m. Damit wird die Wahrscheinlichkeit des Ubergangs von i zum
Zeitpunkt n nach j zum Zeitpunkt m notiert. Sie haben folgende Eigenschaften
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3.3.3 Bemerkung:

(i) pi.(n,m) definiert ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf E, die bedingte Verteilung von
X - gegeben X, = 1.

(ii) Seils(E) die Menge der beschrinkten Funktionen von E nach IR. Durch

Pom i lo(E) — Io(E)
f = Punf

mit

nmf Zf ijnm)

JEE
wird eine Familie von linearen Operatoren auf lo(E) definiert.
(111) (Ppm)neNgm>n bildet eine 2-parametrische Halbgruppe, d.h. es gilt
P,nPmuw=Pnr, fan<m<u
Dies entspricht den sogenannten Chapman-Kolmogorov Gleichungen.

(iv) Ppmf(i) = E(f(Xmn)| X, =1) fir allei e E.

Beweis: Wir wollen (iii) nachweisen, welches umnittelbar mit der Markov-Eigenschaft
folgt. Fir n <m < u € Ny, f € lo(E) gilt fiir allei € E

P, f(i) = E(f(X)IXn=1) =3 BE(f(Xu)lix,=|Xn = 19)
]EE

JEE

- z B(f(X.)| X0 = j)pis(n,m)
jerE

- ZPmuf ng n m)
JEE

= Pn,m<Pm,Uf>(i)

3.3.4 Anwendung

Wir wollen eine nichttriviale Anwendung der Markov-Eigenschaft fiir das Roulettespielbei-
spiel geben. Wir nehmen an, dafl der Spieler beliebig viel Anfangskapital besitzt, wahrend
die Bank nur eine Angangseinlage von K DM vorweisen kann. Setze fiir [ € IN

7 =inf{n € Ny : X,, =1}

Dann ist die Bank ruiniert genau dann, wenn 75 < oo eintritt. Diese sogenannte Ruin-
wahrscheinlichkeit soll nun mit Hilfe eines Markov-Ansatzes berechnet werden. Wir defi-
nieren eine Funktion g : IN — [0, 1] durch

g(l) = P(1; < 0| Xy =0)
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und zeigen
g(l) = g(1)
Dies folgt aus der Markov-Eigenschaft, denn

P(n < |Xy=0)) = P(n<oo,m <oo|Xy=0)

= Z P(1; < 00,71 =n|Xg =0)
nelN
neN  {kelN}

= > P(U X =80H{n =n}n{Xo=0})P(r =n|X, = 0)
neN  {kelN}
neN  {kelN}
neN  {kelN}

= P(TZ<OO‘X021)P(T1<OO|X0:0>

= P(Tl_l < OOlXO = O)P(Tl < OO|X0 = 0)

= g(l=1)g(1)

Es ist also zur expliziten Bestimmung noch z = ¢(1) zu bestimmen. Ich zeige im folgenden
mit Hilfe der Markov-Eigenschaft, dafl « die Gleichung

r=p+2*(1—p) (3.12)

erfiillt und damit entweder mit {*- oder 1 iibereinstimmt. Wegen des starken Gesetzes
der groflen Zahlen mufl = < 1 sein. Also folgt

Der Nachweis von (3.12) folgt aus

P(7'1<OO|X0:O) = P(Tl<OO,X1:1‘X0:0)+P(7'1<OO,X1:—1’X0:O)

ke€INg
= p+P( Y {Xp1 =1} X1 = -1, X0 =0)P(X; = —1|X, = 0)
kelNg
= p+P(U {Xp=1}[Xo=-1)(1—-p)
kE€INg

= p+ P <oo|Xg=-1)(1-p)
= p—l—P(TQ<OO’X0=O)(1—p)
= p+a’(l-p)

3.4 Markov-Ketten Modellierung

In diesem Abschnitt soll das schon angekiindigte Modell einer Personenversicherung vor-
gestellt werden, dafl eine Beschreibung mittels einer Markov-Kette und sogenannten Ver-
sicherungsleistungsfunktionen nach folgendem Ansatz liefert. Wir nehmen an , dafl der
zu versichernde Gegenstand (die zu versichernde Person) in der Zeit Zusténde einer end-
lichen Menge F zufillig entsprechend einer Markov-Kette X durchlduft. Am Ende jeder
Periode werden zwei unterschiedliche Szenarien betrachtet:
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e Die Markov-Kette dndert ihren Zustand, etwa ¢, am Ende der n-ten Periode und
springt in einen Folgezustand j # i. Der allgemeine Versicherungsvertrag sieht dann
eine Leistung «; ;(n) € R vor.

e Die Markov-Kette verweilt im Zustand . Dann wird eine Leistung Aa;(n) € R fillig.

Leistungen, die durch Spriinge verursacht werden, werden in der Regel als Todesfallei-
stungen interpretiert, wihrend das Verweilen in einem Zustand als Erlebensfallleistung
angesehen wird. Formal kénnen wir die folgende mathematische Definition geben.

3.4.1 Definition: Eine gerichtete Personenversicherung ist ein Tripel

(Xn)neNos (ai)iem, (v j)izi)

bestehend aus

o ciner Markov-Kette (X,,) auf einem endlichen Zustandsraum E,
e ciner Familie (a;);cp von gerichteten Zahlungsstromen,

o ciner Familie (o j)iz; von nicht negativen Funktionen o, ; : INg — IR.

Die durch eine gerichtete Personenversicherung induzierten zufélligen Zahlungsstrome sol-
len nun eingefiihrt werden. Jeder Pfad der Markov-Kette fiithrt zu einem Zahlungsstrom,
indem die Zahlung betrachtet wird, die am Ende jeder Periode fillig wird. Alle Zeit-
punkte an denen die Kette im Zustand ¢ verweilt, fithren zu Auszahlungen entsprechend
dem deterministischen Zahlungsstrom a;. Da die Zeitpunkte zuféllig sind, konnen wir den
zufilligen Zahlungsstrom A; fiir jedes i € E definieren durch

A;(0) = a;(0)
AAZ<7’L) = 1{Xn:i7Xn71:i}Aai(n) ,TLG'N. (313)

Durch Zustandswechsel werden die zufélligen Zahlungsstrome A, ; fiir ¢ # j definiert.

Ai,j - O
AALJ'(TL) = oz@j(n)ANi,j(n) y (314)

wobei N; j(n) die Anzahl der Ubergiinge von i nach j in den ersten n Perioden zihlt, also

Nij = =i X, 1=i)
k=1

Der durch eine Personenversicherung induzuerte Gesamtzahlungsstrom A ist definiert
durch

A=A+ Ay (3.15)

icE i#]

Zu einer gegebenen Kapitalfunktion K bzw. Diskontierungsfunktion v = 1/K kénnen wir
also die Personenversicherung mittels ihres zufélligen Gesamtzahlungsstromes bewerten
und erhalten

V(A) = 3 w(k) AA(K) = / vdA (3.16)

k=0 [0,00)
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als zufillige Summe aller abdiskontierten Leistungen, welches eine [0, 00) U {+o00} wertige
Zufallsvariable ist. Den Barwert einer gerichteten Personenversicherung erhalten wir dann
durch

EV(A) = ES o)AA(R) = E [ vdA . (3.17)

[0,00)

Wie in Kapitel 2 sind gerichtete Personenversicherungen dquivalent, wenn deren Barwerte
iibereinstimmen.

3.4.2 Definition: Zwei gerichtete Personenversicherungen

1 1 2 2
((Xy(Ll))nGINou(az(' )>ieEa<az(,j))i7$j) ; ((Xf))newo,(ag )>i€Ea<a§,j))i;£j)

heifien dquivalent, wenn deren Barwerte endlich sind und tibereinstimmen.

Zunéchst fallt es vielleicht schwer, die in Kapitel 3 betrachteten Versicherungen im Sinne
der hier gelieferten allgemeinen Definition wiederzuerkennen.

3.4.3 Beispiel: Ein unter einem Risiko stehendes Leben

Die im vorigen Kapitel betrachteten Versicherungen koénnen durch folgendes einfaches
Markov-Ketten Modell beschrieben werden. Zu einer Restlebenszeit T, betrachten wir ent-
sprechend dem Beispiel aus (3.3.2) die Markov-Kette (X,,) definiert durch X,, = 1ipsp).
Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind dann durch die Sterbe-bzw. Uberlebenswahr-
scheinlichkeiten gegeben. Es gilt also bei einem Eintrittsalter x

P(X,.1=1X,=1) = PT>n+1T >n)=pen
P(Xots = 01X, =1) = P(T<n 41T =n) =g
P(X,11=0/X,=0) = 1 (3.18)

Die unterschiedlichen Versicherungsformen werden durch die Leistungsfunktionen ausge-
staltet. Wir stellen vor:

e allgemeine Todesfallversicherung
Ein Tod im n-ten Versicherungsjahr verursacht eine Leistung ¢(n) > 0 am Ende des
Todesjahres, welche durch die Leistungsfunktionen

arg=t,ap=a; =0,a9; =0

beschrieben wird. Die dann so definierte gerichtete Personenversicherung ((X,)neny, (@)icE, (04 ;)i
kann als allgemeine Todesfallversicherung fiir ein Leben aufgefafit werden. Diese in-
duziert folgenden Gesamtzahlungsstrom A, definiert durch

A(0) =0,AA(n) = a1,0(n)AN1o(n) = t(n)l{x,=0,x, =1}
mit Bewertung
V(A) = > v(k)AA(K) = > v(k)t(E) L 1<, <k
k=1 k=1

und Barwert

EV(A) =S o)t (k)P(k—1 < T, < k)
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e allgemeine Rentenversicherung
Uberleben des n-ten Versicherungsjahres fithrt zu einer Rentenzahlung in Héhe von
r(n) > 0. Die einzige nichttrivale Leistungsfunktion ist also der zum Zustand 1
gehorige Zahlungsstrom aq, der durch

a1(0) =7(0) , Aai(n)=r(n)fa nelN

definiert ist. Die dazugehorige Personenversicherung induziert einen zufélligen Zah-
lungsstrom A, gegben durch

A(0) =7(0), AA(n) = 1yx,=1,x,_,=13Aa1(n) = L{z,>ny7(n)

mit Barwert

EV(A) = o(k)r(k)P(T, > k)

Natiirlich ist der Einwand gestattet, dafl man in offensichtlicher Weise das Konzept des
zweiten Kapitels hitte ausdehnen koénnen, ohne eine Markovstruktur einzufithren. Wir
werden allerdings im folgenden Beispiele kennen lernen, die mit Markov-Ketten verhalt-
nismafig leicht exakt beschrieben werden konnen.

Die gerichteten Versicherungen beschreiben die zufilligen Versicherungsleistungen vom
Versicherungsunternehmen an den Versicherungsnehmer . Sollen Pramienzahlungen kal-
kuliert werden, mufl geméfl dem Aquivalenzprinzip eine zur Versicherung dquivalente Ren-
tenversicherung bestimmt werden, die dann die Leistungen des Versicherungsnehmers an
das Versicherungsunternehmen beschreibt. Wir kénnen dies auch durch eine allgemeine
Personenversicherung beschreiben in der folgenden Weise.

3.4.4 Definition: Ein Tripel

(Xn)neNos (ai)icm, (v j)izs)

bestehend aus

e ciner Markov-Kette X mit endlichem Zustandsraum F,
e ciner Familie von Zahlungsstromen (a;)ick ,

o ciner Familie von Funktionen (o ;)iz;

heif§t allgemeine Personenversicherung, wenn es gerichtete Personenversicherungen

1 1 2 2
((qul))nelNoamz(‘ ))i€E7<O‘z(,j))i7éj) ; <(X7S,2))n€|Noa<a'E ))z‘eE;(sz(,j))iyéj)

gibt mit

(i) ai:agl)—a(Q) fa i€k,

7

(i) iy =0l —af)  fa i#j

(7ii) eine der beiden durch die gerichteten Versicherungen induzierten Gesamtzahlungs-

strome AW, A@) st P-f.s. endlich.
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Wegen der Bedingung (iii) kénnen wir auch bei der ungerichteten Personenversicherung
die induzierten Zahlungsstrome einfithren mittels

A;(0) = a;(0)

AA;(n) = lix,=ix,_.=iyAa;i(n)
= lixomix, =i (Al (n) — AdP (n))
= AAY () = AAP () neN (3.19)
fiir alle 7 € F sowie

AAZ‘J (n) = Oé?l] (n)ANm(n) o
= ai,i)<”)ANz‘,j (n) — Q5 (”)ANi,j<n)
= AAY () - AAP(n) neN (3.20)

fiir alle 7,7 € E mit ¢ # j. Der zuféllige Gesamtzahlungsstrom A ist gegeben durch
A=A+ A= A0 — 4@

i€E i]
Durch -
V(A) =3 v(k)AAK) = V(AW) - V(A®)
k=0

erhélt man die zufillige Bewertung des Gesamtzahlungsstromes der allgemeinen Perso-
nenversicherung mit Barwert

EV(A) = EV(AY) — EV(A®) |

falls eine der beiden Erwartungswerte auf der rechten Seite endlich ist. Die Personenver-
sicherung ist ausgewogen oder balanciert, wenn EV(A) = 0 gilt.

3.5 Ein Leben unter mehreren konkurrierenden Ri-
siken

Unter dieses Stichwort fallen z.B. Lebensversicherungen, die nach Todesursachen ihre Lei-
stungen differenzieren. Haufgig verkauft werden Risikolebensversicherungen, die bei Un-
falltod die doppelte Versicherungssumme auszahlen. Eine weitere praktische Anwendung
findet dieser Versicherungstyp, wenn neben dem Tod noch andere Ausscheideursachen wie
Berufsunfihigkeit oder Altersrentner betrachtet werden sollen. Grundbestandteile dieser
Versicherungsart sind also

e cine zufillige Nichtausfallzeit 7' mit Werten in (0, 00),

e mehrere Ausscheideursachen, die konkurrierenden Risiken, beschrieben durch eine
Menge U = {uy, -+, up}

Startend aus einem Lebendzustand verbleiben wir in diesem ensprechend der Nichtaus-
fallzeit T und springen in einen Zustand u € U, der die Ausscheideursache kennzeichnet.
Die so verbal formulierte Markov-Kette kann folgendermafien definiert werden.
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Sei (Y,)new, ene Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen mit Werten in U, die un-
abhéngig von der Restlebenszeit T ist. Wir definieren

7 =inf{n € IN: X,, =0}
und
Xn = 1{T>n} + K’—ll{Tgn} fa.n € |N0
Hierdurch wird eine Markov-Kette (X,,)nen, auf E = U U {1} definiert mit Ubergingen
PX,1=1X,=1) = P(T>n+1T >n)

)
PXp1=ulX,=1) = PT <n+1T>n)PY,=u)
PXpp1=ulX,=u) = 1 fa uel, (3.21)

denn

PXpp=ulX,=1) = P(T<n+1,X,41 =u|T >n)
Pn<T<n+1Y,=ulT >n)
= P(T'<n+1T>n)P(Y,=u)

P(X,+1 = 1|X,, = 1) ist also die einjarige Nichtausscheidewahrscheinlichkeit und P(X, 11 =
u| X, = 1) die einjahrige Ausfallwahrscheinlichkeit infolge der Ursache w.

Entsprechend der Versicherungsleistung konnen verschiedene Arten angegeben werden.

e Todesfallversicherung
Scheidet die Person im n-ten Jahr wegen der Ursache u aus, wird eine Leistung
t.(n) fillig. Die Leistung wird also durch eine [0, 00)™ wertige Folge (¢(n)), definiert
durch
t(n) = (ty,(n), -+, t,, (n)) fa.néelN,

angegeben, welche zu eine gerichtete Personenversicherung

((Xn>n€|N07 (ai>i€E7 (Oéi,j)i;éj)
fihrt mit
a; = 0 fa.ie E=UU{l},

aju(n) = t,(n) fanelNuelU
a1 = 0 fa uwel.

Fiir die dazugehorigen Zahlungsstrome gilt

AAy,(n) = ai,(n)AN,(n)
= t(n)l{x, 1=1,X,=u}
et tu (n)l{n71<T§n7Yn—1:u}

und damit

AA(n) = Z AAl,u(n) = Z tu(n)l{n*KTSn,an:u}

uelU uelU

Dies fiihrt zur Bewertung

V(4) = > u(n)AA(®)

n=1
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- Z v(n) Z tu(n)l{n—1<T§n,Yn—1=u}

n=1 uelU

und dem Barwert

EV(A)=>" i tu(n)Pln—1<T <n)P(Yp_1=u) . (3.22)

uelU n=1

e Rentenversicherung
Solange die Person noch nicht ausgeschieden ist, wird eine Rentenzahlung entspre-
chend einer Folge (r(n)) durchgefithrt. Dies kann genauso behandelt werden, wie
bei nur einer Ausscheideursache, da die Differenzierung anch Ausscheideursachen
keinen Einflufl auf die Leistung hat. Man erhilt als Barwert

EV(A) = i}v(n)r(n)P(T > n)

Konkret mochten wir folgende Versicherungen modellieren.

e Turbotodesfallversicherung
Diese Versicherung hat die folgenden Bestandteile

— Zwei Ausscheideursachen u, d, wobei v fiir Unfalltod und d fiir andere Todes-
ursache steht. U = {u, d}.
— FEintrittsalter x

— Sterbewahrscheinlichkeiten (¢, ) bzw. Uberlebenswahrscheinlichkeiten (p,,,),
die aus einer Sterbetafel entnommen werden,

— Unfalltodwahrscheinlichkeit » unabhéngig vom Alter mit r < ¢,.,, f.a. n € INg
— Todesfallleistung unabhéngig vom Todesjahr gegeben durch ¢, > 0,t4 > 0.

Es gilt
PT>n+1T>n) = piin
PT<n+1T>n) = qun
PT <n+1T>n)PY,=u) = r ,
was
P(Y,=u)=— , P(Y,=d)=1-—
Qz+n dz4n

impliziert. Wir erhalten also mit (3.22) den Barwert

EV(A) = t, i v(n)P(n—1<T <n)

Qr+n—1

+tg Y v(n)P(n—1<T < n)M
n=1 Qr+n—1

3
—_

[e.e]

= ty i v(n)P(T >n—1)r+tg > v(n)P(T >n—1)(gepn-1 — 1)

n=1

—_

3
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e Nichtraucherversicherung

Hintergrund ist, daB Nichtraucher eine hohere Lebenserwartung besitzen aufgrund
geringer Sterbewahrscheinlichkeiten, so daf§ eine Risikodifferenzierung nach dem
Rauchverhalten sinnvoll erscheint. Das Problem ist allerdings, dafl keine verniinf-
tige Uberpriifung moglich ist. Ein Ausweg kénnte darin bestehen, eine Versicherung
anzubieten, die giinstige Préamien bietet, aber einen Ausschlufl von bestimmten To-
desursachen wie Lungenkrebs vornimmt. Im Modell der Turbotodesfallversicherung
ist also der Zustand u als Tod durch Lungenkrebs und d als andere Todesursache zu
interpretieren. Die Lungenkrebstodeswahrscheinlichkeiten (7,.,) miissen allerdings
vom Alter abhédngen und r,.,, < q.., erfiillen. Analog zur Turbotodesfallversiche-
rung erhalten wir den Barwert

EV(A) =M i v(n)P(T >n — 1)(qeen-1 — Tetn-1)s

wenn nur bei dem Todeszustand d die Versicherungssumme M ausgezahlt wird.

3.6 Mehrere Leben unter einem Risiko

Unter dieses Stichwort fallen die unterschiedlichsten Formen der Versicherungen auf ver-
bundene Leben. Hauptséchlich angewandt wird es bei Lebens- und Rentenversicherungen
fiir Ehepaare. Verallgemeinert bedeutet dies, dal man N Personen versichert mit

e Eintrittsaltern x4,...,z, ,
e stochastisch unabhéngige Restlebenszeiten 71, ..., Ty.

Wir betrachten also den Zustandsraum E = {0,1}" und i € F bedeutet:

Person Nr. k ist am Leben
Person Nr. k ist tod .

i, =1
i, =0

11

Wegen der Unabhéngigikeitsannahme koénnen wir eine Marko-Kette (X(n))nen, auf E
definieren durch

X(n) = (1grsnys -5 Lzysny)  fa.n € Ny,
die aus stochastisch unabhéngigen Komponenten besteht. Ferner gilt:

P(X(n+1)=1iX(n)=1) = 1:[ P(Xp(n+1) =ix|Xp(n) =jx) fa.i,jeE

mit den einjihrigen Uberlebens- bzw. Sterbewahrscheinlichkeiten

0) = 1

der k-ten Person.
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3.6.1 Zwel verbundene Leben

Hauptséchlich kommen Versicherungen auf zwei verbundene Leben vor. Wir notieren de-

ren Sterbe-bzw. Uberlebenswahrscheinlichkeiten durch qg(gll)er qg)Jm und pSan, pg)m, die

durch
¢V, =PTM <n+1Ty>n) , ¢ =PI <n+1|Ty >n)
fiir alle n € INg gegeben sind. Folgende Versicherungen stellen wir vor:
e Todesfallversicherung auf den ersten Tod

Passiert der erste Todesfall im n-ten Jahr, wird eine Versicherungssumme ¢(n) am
Ende des Versicherungsjahres féllig. Dies entspricht folgenden Leistungsfunktionen

a;, = 0 fa.iek
a;; = 0fa.i#jundi#(1,1)
04(1’1)71‘ = t(n) f.a. 1 7é (1, 1),

welche zur Definition einer gerichteten Personenversicherung

(Xn)nemos (ai)icm, (i j)izi)

benutzt werden konnen, die ein Modell fiir die Todesfallversicherung auf den ersten
Tod darstellt. Diese Versicherung induziert einen Gesamtzahlungsstrom A, der durch

A(0) =0 und
AAn) = > agnn)ANay.
(1)
= D ) x=ix,_i=(11))
(1)

= t(n)1{x,£01,1).X,_1=(1,1)}
= t(n)lir<nrsn-1y fa.néeN

mit T" = T7 A Ty definiert wird. Er wird bewertet durch
V(A) = t(n)v(n)lir<n rsn-1y
n=1

mit Barwert

EV(A) = i v(n)t(n)P(n —1<T <mn)

Wir kénnen dies ausdriicken mittels der Uberlebenswahrscheinlichkeiten der beiden
Personen durch

Pn—1<T<n) = PT>n—-1)—P(T >n)
= P(T1>n—1,T2>n—1)—P(T1>n,T2>n)
= ) nap) — pl)

e Todesfallversicherung auf den zweiten Tod Hier wird die Versicherungsleistung erst
fallig, wenn der zweite Todesfall passiert. Analog zum vorigen Beispiel erhélt man
den Barwert .

EV(A)=> vn)t(n)P(n—1<T <n)

n=1
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mit T =17 V T5. Durch

Pn—1<T<n) = P(Tgn)—P(Tgn—l)
kann der Barwert wieder durch die Sterbewahrscheinlichkeiten der einzelnen Perso-
nen ausgedriickt werden.

allgemeine Todesfallversicherung Durch Spezifizierung durch (o ;) kann man eine
allgemeine Todesfallversicherung definieren. Es gilt also dann a; = 0 fiir alle 1 € E
und man hat folgende Leistungen

a@,1),0,)(n) falls Person Nr.1 vor Nr.2 im n-ten Jahr stirbt
a@),1,0(n) falls Person Nr.2 vor Nr.1 im n-ten Jahr stirbt
a@,1),00(n) falls beide Personen im n-ten Jahr sterben

a(1,0),00,0)(n) falls Person Nr.1 nach Nr.2 im n-ten Jahr stirbt
a(0,1),00,0(n) falls Person Nr.2 nach Person Nr.1 im n-ten Jahr stirbt

Verbindungsrente Solange wie das Paar lebt wird eine Rente entsprechend (7(n)),en
gezahlt. Dies kann durch die Leistungsfunktionen

aan(0) =7(0) , Aapy(n)=rn)fa nelN

und a; = 0 fiir ¢ # (1,1) sowie o;; = 0 fiir ¢ # j. beschrieben werden. Diese hat
dann den Gesamtzahlungsstrom

A(0) = r(0)
AA(n) = Lx,=,0).x0 =003 0a0,1)(n) = 1ix,=(1,1), X1 =1,1}7(n)
= r(n)l{T>n}

mit T als Minimum der Restlebenszeiten der beiden Personen. Dieser wird durch

= > v(n)r(n)lirsn
n=0

bewertet und hat

[e.9]

Z P(T > n)

als Barwert. Ist die Rentenhohe konstant 1, so bezeichnet man den Barwert der
Verbindungsrente durch

Ay py = Z v(n)P(T > n)
n=0
= Z’U T1>n)P(T2>n)
n=0

= ZU npzl npl,z) (3.23)
n=0
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e einseitige Uberlebensrente an Person Nr.2
Wenn Person Nr. 2 eine Frau ist, entspricht dies einer Witwenrente, die féllig wird
nach dem Tod von Person Nr. 1 . Dies entspricht folgenden Leistungsfunktionen

a(0,1)(0) = 7(0), Aago1)(n) = r(n) fa. n € IN
sowie a; = 0 fiir ¢ # (0, 1) sowie

aanonn) = r(n) fa.neN,
a;; = 0 sonst.

Zunéchst ist es etwas verwunderlich, dafl auch eine Todesfallleistung nichttrivial ist.
Dies liegt aber daran, dal am Ende des Todesjahres von Person Nr.1 die erste Ren-
tenzahlung an eine eventuell vorhandende Witwe fillig wird. Wir erhalten folgenden

Gesamtzahlungsstrom
A0) = 0
AA(n) = r(n)1{Xn:(071)’Xn71:(0»1} + r(n)1{Xn:(071)’Xn71:(1»1)}
= T(n)l{T2>n,T1§n—1} + T(n)l{Tg>n,n—1<Tlgn}
— T(7l)1{7§>4u71§7ﬂ
(n)

rin (1{T2>n} - 1{T2>n7T1>n})

mit Barwert
EV(A) = iv(n)r(n)(P(Tg >n)—P(T >n))

wobei T' = T1 A\T5 . Bei konstanter Rentenhohe 1 wird im allgemeinen die Bezeichung

iy = G, — @0 (3.24)

2 r1T2

benutzt, was der Anwartschaft auf Witwenrente entspricht.

e einseitige Uberlebensrente an Person Nr.1
Hier fiihrt ein analoges Vorgehen fiir die Rentenhohe 1 zum Barwert
a, . =0, —d, ., (3.25)
e zweiseitige Uberlebensrente Hier wird eine Rente an den Uberlebenden gezahlt.
Wir erhalten die Leistungsfunktionen durch Addition der Leistungsfunktionen der
einseitigen Uberlebensrenten. Damit addieren sich auch die Barwerte. Es ergibt sich
somit, bei Rentenhohe 1
a =a +a =a, +a, —2a : (3.26)

[1] ESNED) EPIEST z z T

3.6.2 Drei verbundene Leben

Hier méchten wir ein Anwendungsbeispiel fiir eine Versicherung auf drei Leben vor-
stellen. Wir betrachten ein Ehepaar mit Kind und bezeichnen die Eintrittsalter
durch:

T Vater
Y Mutter
z Kind
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Stirbt eines der Eltern, erhélt das Kind eine Halbwaisenrente, solange es lebt,
hochstens aber bis zu einem Hoéchstalter von L Jahren, etwa L = 25. Wir bezeich-
nen mit 7, T,, T, die Restlebenszeiten des Vaters, der Mutter und des Kindes und
wollen den Barwert zur Rentenhéhe 1 bestimmen. Die Halbwaisenrente entspricht
den folgenden Leistungsfunktionen

a(0,0,1) = 4(1,0,1) = G(0,1,1)
definiert durch
a01)(0) =1 , Aapon(n) =1, m-13(n)
sowie

Q(1,1,1),(0,0,1) = Q(1,1,1),(1,0,1) = X¥(1,1,1),(0,1,1) = €(1,0,1),(0,0,1) = €(0,1,1),(0,0,1) = 1{1,...,m—1}(n)7
wobei m = L — z gesetzt wird. Als zufilligen Gesamtzahlungsstrom erhalten wir

A0) = 0
AA(n) = Yr<ngsn} + 1m <nron)
= lrar,<ntsny  flirn <m.

Hieraus erkennt man, da3 die Halbwaisenrente dquivalent ist zu einer m-jahrigen
Uberlebensrente an das Kind, wenn man die Eltern zu einer Person mit Restlebens-
zeit T, N'T,, zusammenfafit.



Kapitel 4

Pensionsversicherung

In diesem Kapitel soll die Starke des Markov-Ketten Modells bei der Beschreibung der
Pensionsversicherung demonstriert werden.

4.1 Modellbeschreibung

Das Prinzip der privaten Pensionsversicherung besteht darin, daf§i Arbeitnehmer in eine
Pensionkasse wihrend des Arbeitslebens einzahlen, um so Anwartschaften auf Invaliditét
und Altersruhegeld zu erwerben. Der Versicherungsnehmer kann also in der Zeit folgende
Zusténde durchlaufen

a =~ aktive Person, Arbeitnehmer,

1 = inaktive Person, Invalide, berufsunfihig,
A =  Altersrentner,

t = tot.

Wir bezeichnen mit = das Eintrittsalter und z das Rentenalter. Ublich sind die Betrach-
tung von z = 60, 63 oder 65. Mit m = z —z wird die maximale Restarbeitszeit bezeichnet.
Mit Erreichen des Rentenalters wird ein Aktiver oder Invalide zum Altersrentner. Folgende
Zustandsiibergénge sind moglich:

Die zukiinftige stochastische Zustandsentwicklung eines Aktiven kann durch eine Markov-
Kette (X,,) mit Zustandsraum E = {a, A,i,t} , P(Xy = a) = 1 und folgenden Ubergéngen
beschrieben werden. Als Aktiver bezeichnen wir firz <z +n <z —2

P(Xni =tX,=a) = ¢}, einjéhrige Aktivensterblichkeit
P(X,11 =i|X, =a) = iy, einjihrige Invalidisierungswahrscheinlichkeit
P(Xn—H = a|Xn = CL) = p;z-n =1- (qgin + lac—i—n)

und als Invalide fir z <z +n <z -2

P(Xp =t X,=1) = q;’;rn einjéhrige Invalidensterblichkeit
P(Xn-i‘l = Z|‘X'n = Z) = p;:l—l—n =1- Q;Z+n

In diesem Modell gibt es also keine Reaktivierung, d.h. P(X,1 = a|X,, = i) = 0. Ferner
haben wir den Ubergang zum Altersrentner als Aktiver bzw. Invalide. Fiir v +n =2 —1:

P(Xoi1 = AlX, =a) = p2,

47
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P(Xpp =tXp=0a) = ¢ =1-pi%
P(X,=AlX,=1) = pl,
P(Xp =tXn,=1) = ¢,

SchlieBlich fehlen noch die Ubergange des Altersrentners fiir = +n > =z

P(Xnp = AlX, =A4) = pfm
P(Xp =t[X,=A) = qf‘l*n =1- p:?Jrn
Die Ubergangswahrscheinlichkeiten liegen vertafelt vor, so kann z.B. (iy4,), (¢29.,), (d%.,)

aus der Richttafel von Heubeck entnommen werden. Aus einer normalen Sterbetafel ent-
nimmt man die Sterbewahrscheinlichkeiten der Altersrentner.

Die zugrundeliegende Markov-Kette ist somit bestimmt und man erhélt unterschiedliche
Versicherungen durch Ausgestaltung der Leistungsfunktionen. Ublich ist die Unterschei-
dung in Renten und Anwartschaftsbarwerte.

4.2 Rentenbarwerte

Wir betrachten die folgenden Beispiele

e bf abgekiirzte Aktivenrente
Diese Rente wird benutzt zur Berechnung einer Pramie, die ein Aktiver wihrend
seines Arbeitslebens aufbringen mufl, um andere Anwartschaften zu finanzieren.
Solange man aktiv bleibt, wird eine Rente der Hohe 1 gezahlt. Dies bedeutet, dafl mit
Erreichen des Rentenalters die Rentenzahlung eingestellt wird. Diese Versicherung
kann durch folgende nichttriviale Leistungsfunktion

a,(0)=1 , Aaun)=1 fa nelN

beschrieben werden. Alle anderen Leistungsfunktionen verschwinden und man erhélt
den zufilligen Gesamtzahlungsstrom:

A(0) = 1
AA(”) - 1{Xn:a,Xn_1=a} - ]-{Ta>n}
mit 7, = inf{k € Ny : X # a}, der durch

m—1
V(A) = Z U(/ﬂ)l{.ra>k}
k=0

bewertet wird. Als Barwert ergibt sich also

it = BV(A) = mz o(k)P(7s > ) = mz o(k) (4.1)

Die k-jahrige Verweildauerwahrscheinlichkeit im aktiven Zustand a ergibt sich aus
k—1 k—1
w0y = P(Xi = a|Xo = a) = [[ P(Xi1 = a|lXi = a) = [] 035
1=0 1=0
Der Barwert der abgekiirzten Aktivenrente entspricht also dem Barwert einer sofort
beginnenden Rente der Hohe 1 abgekiirzt um hochstens z — x Rentenzahlungen bei
modifizierten Ausscheidewahrscheinlichkeiten.
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e abgekiirzte Invalidenrente
Startend als Invalide, d.h. P(X, = i) = 1, wird solange eine Rente gezahlt, wie
man Invalide bleibt. Insbesondere endet die Rentenzahlung mit dem Erreichen des
Rentenalters.

Hier wird analog zum ersten Beispiel die nichttriviale Leistungsfunktion
a;(0)=1 , Aan)=1 fa.nelN

eingefiihrt, welche mit 7; = inf{k € INg : X # i} den Barwert

m—1 m—1
Ay ) = Z v(k)P(m; > k) = Z v(k)kpt . (4.2)
k=0 k=0

ergibt. Die k-jarige Verweilwahrscheinlichkeit in ¢ berechnet sich durch

k-1 k—1
W = P(Xp =i|Xo=1i) = [[ P(Xp1 = i| X = 1) = [[ pl,
i~ 1=0

e lebenslingliche Invalidenrente
Der z-jahrige Invalide erhélt bis zum Rentenalter z Invalidenrente und danach Al-
tersrente. Dies entspricht einem Zahlungsstrom mit Bewertung

m—1 00
V<A> = Z U<k)1{n>k} + Z U(k)l{‘rA>k} )
k=0

k=m

wobei 74 = inf{k > m : X # A}. Wir erhalten also als Barwert

EV(A) = dp, o +v(m)d v()P(ta>m+1|X,, = A)P(X,, = A| Xy = i)
1=0
= diﬁ:z—w] + U<m) Z U(D lpIZ4 z—xpii
= d;:z—x] + U(m) Z*Ip;ldz? (43)

der mit d’, bezeichnet wird.

4.3 Anwartschaftsbarwerte

Mit Anwartschaften werden lebensléngliche Alters- und Invalidenrenten bezeichnet. Wir
geben zwei Fille an.

4.3.1 Anwartschaft eines Aktiven auf lebenslingliche Aktiven-
altersrente

Dies ist die Altersrente, die lebenslénglich im Rentenalter gezahlt wird, wenn der Aktive
als Aktiver Rentner wird. Fiir eine Rentenhohe vom Betrage 1 entspricht dies folgendem
zufalligen Zahlungsstrom

A(0) = 0
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AA(n) = 0 fir z4+n<z
AA(m) = IXm=AXp1=a} > M=2—2x
AA(n) = I{xn=A,Xn_1=ay flirz+n>z

der mit

AA(?”L) - 1{Ta:m,Xm=A}1{TA>”}

iibereinstimmt. Die erste Indikatorfunktion entspricht dem Ereignis, als Aktiver Rentner
zu werden und die zweite als Renter das n-te Versicherungsjahr zu iiberleben. Man erhélt
also als Barwert bei konstanter Verzinsung

[e.9]

EV(A) = Y v(n)P(ta>n,1,=m,X, =A)

Il
]

v(n)P(ta > n|ts =m, X, = A)P(1, =m, X,,, = A)
= > v(m+)P(ta >m+1X,, = A)P(r, =m, X,, = A)
=0
= Z v(m +1) lpZA mDat

1=0
= U(m) mpgadm

~

der mit H@gf‘ bezeichnet wird. Er stimmt also iiberein mit dem abdiskontierten Barwert
einer vom Rentenalter beginnenden Sofortrente multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit,
als Aktiver Rentner zu werden. Ausgedriickt durch die Ubergangswahrscheinlichkeiten
kann letztere Wahrscheinlichkeit berechnet werden durch

m—1
aa aa
fopgc - H pz+l
=0

4.3.2 Anwartschaft eines Aktiven auf lebensliangliche Invaliden-
und Altersrente

Die wichtigste Anwartschaft ist die auf Invaliden und Altersrente. Bei der Berechnung
des Barwertes werden wir feststellten, wie dieser durch Barwerte von bislang vorgestellten
Versicherungen ausgedriickt werden kann. Die obige Versicherung kann durch das Markov-
Ketten Modell mit zufélligem Gesamtzahlungsstrom

A(0) = 0
AA(”) = 1{Xn:7:7Xn71:Z‘} + 1{Xn:z‘,Xn,1:a} + l{Xn:A}

beschrieben werden. Eine Rentenzahlung am Ende des n-ten Versicherungsjahres findet
also statt, wenn die Person als Invalide das n-te Jahr iiberlebt oder wenn sie im n-ten
Jahr Invalide wird oder als Altersrentner das n-te Jahr iiberlebt. Formal gesehen wird
dieser Zahlungsstrom bewertet durch

o0

V(A) =) v(n) (1{Xn:i,Xn_1:i} + LXp=i X 1=a} T 1{XH:A}) ;

n=0

das zerlegt werden kann in

Liramm,xXm=a} 2 V() 1m0y (4.4)

l=m
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Ly em Xm=ay 3 (D1 za5n (4.5)
l=m
m—1
1Ta<m} Z /U(k)]'{7]>k:} (46)
k=714

mit

17, = inf{k >0: X} #a},
7, = inf{k >7,: Xy # i},
T4 = inf{k >m: X, # A}

Dem bewerteten Zahlungsstrom eines Aktiven auf lebensldngliche Aktivenaltersrente ent-
spricht (4.4), wohingegen (4.5)+(4.6) der bewertete Zahlungsstrom der Anwartschaft eines
Aktiven auf lebensléngliche Invalidenrente ist. Die Bewertung der echten Invalidenrenten
wird durch (4.6) vorgenommen. Zerlegt man die lebenslidngliche Invalidenrente nach dem
Eintritszeitpunkt der Invaliditit, so erhélt man als Darstellung fiir (4.5) + (4.6)

m—1 m—1 [e’9)
> L= <Z V()L rsry + D U<k)1{m>k}> (4.7)
n=1 k=n k=m

Fiir den Barwert ,,,a% der lebenslénglichen Invalidenrente eines Aktiven mit Eintrittsalter
2 erhélt man also bei konstanter Verzinsung

0% = mz_: <mi: v(k)P(1i > k, 7, =n) + i v(k)P(1a >k, 70 = ”)>

n=1 \k=n k=m
m—1
= v(n)P(1, =n, X,, = 1) X
=t m—1—n
x[ Y WP(r>n+lm,=nX, =14+
1=0
+ > V'P(ta >n+11,=n,X, =1))
l=m—n
m—1
= > V"P(r,=n, X, =i)x
n=1

m—1—n 00
X < SToohpl ™Y VM P(Ta > moA kT, = n, X, = z))
=0 k=0
n aa 2 m—n 21 pd
- Z U n—1Pg lto+n-1 (aern:zf(:Jchn)] +v m—”prrnaZ)

n
m

= Z v" nflpgaix+n71di+na (48>

n=1

—

so dafl insgesamt der Barwert ,,d% der Anwartschaft eines Aktiven auf lebensléngliche
Invaliden und Altersrente durch die Beziehung

m—1

caiA ..aA n aa - v
m|ax - m\&x + § UV n—1Dy Zx+nflax+n (49)
n=1

gegeben ist.
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Kapitel 5

Witwenanwartschaft

Wir wollen das Modell der Pensionsversicherung des vorigen Kapitels erweitern, so dafi ei-
ne Witwen- bzw. Witwerversorgung eingeschlossen wird. Hierzu stellen wir drei Methoden
VOr.

5.1 Individualmethode

Wir betrachten einen Hauptversicherter mit Ehepartner und Eintrittsalter

x Hauptversicherter
Y Ehepartner
z Rentenalter

und definieren das erweiterte Markov-Ketten Modell mit den Zustanden

(x) ist aktiv, (y) lebt,

(x) ist invalide, (y) lebt,

(x) ist Altersrentner, (y) lebt,
(x) ist tot, (y) lebt

(y) ist tot.

=+ 2 :]> =9
111 1R 11 1R

Mit diesem Modell sollen Witwenanwartschaften berechnet werden. Mit dem Tod des
Ehepartners endet daher jede Leistung. Deshalb ist der Tod des Ehehpartners als Todes-
zustand zu interpretieren und nicht der Tod des Hauptversicherten. Wir haben folgende
Zustandsiiberginge mit Ubergangswahrscheinlichkeiten

_ (2)
) - qx+npy2+n
P(Xu1 = Z|X =a) = ix+np§ﬂzn
(2
) Qy—i-n
) (2)

P(Xn-i‘l - Q|X =a) = DPyynDyin

als Aktiver. Als Invalide hat man die folgenden Uberginge fiir 0 < n < m — 2

. . 2
P(Xn-‘rl = Z|Xn = Z) = pm—l—npg(/-gn

23
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P(Xpp =t)X,=1) = ¢,

Zum Altersrentner fithren die Ubergéinge

il 2
pz—lpéimfl

2
pczuilpy(;jmfl

)

)
i 2

) = qulpy(;—gm—l
aa 2

P(Xm = 'LU|Xm,1 = CL) = q,zflpg(ﬁzm—l
_ (2
) dy+m—1
)

2
qZS—gm— 1

und als Witwe
P(Xpp1 =wlX, =w) = p2,

P(Xpor =t|X, =w) = g,
SchlieBlich als Altersrentner hat man fiir n > m

P(Xp=AlX,=4) = pf+np§2+)n
P(Xpy1 =wXa=4) = ¢piin

P(Xpp =t|X, = 4) = 47,
SchlieBlich ist der Todeszustand absorbierend, was durch P(X, 1 = t|X,, = t) = 1 fiir
alle n ausgedriickt wird.

Zusétzlich zu den einjahrigen Aktiven-bzw Invalidensterblichkeiten, Invalidisierungswahr-
scheinlichkeiten sind also noch die einjahrigen Sterbewahrscheinlichkeiten des Ehepartners
aus einer normalen Sterbetafel zu entnehmen.

Wir wollen als Beispiel die Witwenanwartschaft, also die Anwartschaft eines Aktiven auf
Witwenrente betrachten und deren Barwert berechnen. Wir gehen von einem x-jéhrigen
Aktiven aus und bezahlen nach dessen Tod eine Rente an eine iiberlebende Witwe. Dies
entspricht einer Personenversicherung mit Zahlungsstrom

A0) = 0
AA(n) = Lixn=wXp1=w} T LXp=w.Xn_1=a} T 1{Xn=w,Xn_1=i} T 1{Xp=w,X,_1=A4}

fiir n € IN, der auch durch
AA(”) - 1{aw§n,0t>n}

fiir n € IN ausgedriickt werden kann mit

o, = inf{keNy:X; =w}
oo = inf{k € Ny: Xy =t}

Somit erhalten wir als Barwert

Bei konstanter Verzinsung gilt

[e.@]
al’ = > v"P(oy, <n,0; >n)
n=1
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= Y > v"P(o, =k,00 >n)

1

S
Il
—
£
Il

[
NE
M]3

v"P(oy > nl|oy, = k)P(oy, = k)

3
I

k

n

VP (oy > k+ 1oy = k)P0, = k)

I
NE
hE

ol
31l
L
T
o

= kaZP(Xk+l = U}|Xk = ’ll))P(O'w = k)
k:l =0

= Z ley+k k)
k 1 =0

= Z V" P(oy, = k) ayy

Es ist also zu summieren iiber die abdiskontierten Barwerte einer Sofortrente einer y + k-
jahrigen Witwe,die im k-ten Versicherungsjahr verwitwet. Zu expliziten Bestimmung des
Barwertes ist P(o,, = k) aus den Ubergangswahrscheinlichkeiten zu bestimmen. Wir
unterscheiden zwei Fille. Fiir 1 < k < m gilt

Plo, =k) = Zk:P(aw =k, 1o =1)

k—1
= P(oy, :k,Ta:k)—l—ZP(aw =k, 1, =1,X,=1)

=1

k—1

— aa aa (.71 . aa

= kp;) <k 1Pz Gpyk—1 + Z k=1-1Ppy 19+ k—1lax+1—11-1Dy )
=1

und fiir £ > m
P(oy,=k) = Ploy,=k X, =A)

= P(Xk:QU,Xk_l:A,...,Xm:A)
= P(Xk:w7Xk—1 :Aa"'aXm-i—l

2
k—mpg(/—‘zm k—l—mpzAQ;4+k—1P(Xm
so daf} schliefllich nur noch festzustellen ist
m—1

PX,=A) = PX,=A71,=m)+ Z P(X,,=AT1,=1)
=1

m—1
= ap <mp§“ 3 bl i upi“)
=1

5.2 kollektive Methode

Der Nachteil der Individualmethode ist, daff schon bei Vertragsabschlufl ein Ehepartner
vorhanden sein muf}, dessen Eintrittsalter ebenfalls bei Vertragsabschlufl festgesetzt wird.
Héufig besteht aber auch der Wunsch, dafl ein nach Vertragsabschlu3 hinzukommender
Ehepartner auch ein Anspruch auf Witwenrente erhalten soll. Deshalb wird die kollektive
Methode eingefiihrt, die erst bei Tod des Haupversicherten iiberpriift, ob eine versor-
gungsberechtigte Witwe existiert. Alle Hauptversicherten gleichen Alters und Geschlechts
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bilden ein Kollektiv und werden gleich behandelt unabhéngig von ihrem Ehestatus. Fiir
ein sinvolles Modell notieren wir.

x Eintrittsalter des Hauptversicherter

X kleinstmogliche Eintrittsalter eines Hauptversicherten
Yo kleinstmogliche Verwitwungsalter

Y1 groBtmogliche Verwitwungsalter

z Rentenalter

Héufig werden gesetzt xo = 20, y9 = 20,y; = 110. Die Zusténden a, i, A, t werden wie im
vorigen Abschnitt interpretiert, wohingegen der Witwenzustand differenziert wird in

l ,wdo,...,de . (52)

Der Zustand [ tritt ein, wenn der Haupversicherte stirbt, ohne eine Witwe zu hinterlassen.
Betragt die Altersdifferenz zwischen Partner und Witwe d; Jahre, so tritt bei Tod des
Hauptversicherten der Zustand wd; ein. d; variiert zwischen der kleinstméglichen dy =
o — y1 und der grofftmoglichen Altersdifferenz d;, = wg — 1 — yg, wobei wy das erreichbare
Hochstalter eines Hauptversicherten bezeichnet. Man hat etwa eine Spanne von —90 bis
+80.

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten von a nach i, a nach A , i nach A werden mit Hilfe
von (q%4,), (¢7.,), (iz+n), (¢2,) wie in 5.1 definiert. Fiir die Ubergéinge in einen Witwen-
zustand setzt man

P(Xn+1 = wdz‘Xn = a) = qgj—nhx—&-n,x—i—n—di
P(XnH = Wdi‘Xn = Z) = Q;;Z+nh:t+n,m+n*d¢
P(XnH = Wdi‘Xn = A) = q"?+nh$+n,$+n*di

fiir 0 < ¢ < L . Dabei ist fiir jedes Alter u eines Hauptversicherten und y einer Witwe
.., die bedingte Wahrscheinlichkeit eines Hauptversicherten des Alters u eine Witwe des
Alters y zu hinterlassen - gegeben dafl er im n#chsten Jahr verstirbt. Wir nehmen an,
dafl diese bedingte Wahrscheinlichkeit unabhéngig vom Zustand des Hauptversicherten,
ob aktiv, invalid oder Altersrentner, ist.

Die Wahrscheinlichkeit, beim Tode des Haupversicherten im Alter u verheiratet zu sein,
also eine Witwe zu hinterlassen, ist gegeben durch

y1
hy = Z Py

y=yo

Deshalb gibt man fiir den Ubergang nach [ an

PXpp1 =X, =a) = qgj—n(l = hyin)
P(Xp =1|X,=1) = qé‘jﬁ”(l — hyyn)
P(Xn—H = ”Xn = A) = qaf:+n(1 - hx+n)

Schlieflich setzt man fiir die Ubergéinge von wd; nach ¢ an
P(Xn—‘rl - t|Xn = wdz) = Qz+n—-d; >

welches die Sterbewahrscheinlichkeit einer Witwe des Alters x + n — d; ist. Damit ist
das Modell vollstandig spezifizert und Barwerte und kénnen wie im vorigen Abschnitt
berechnet werden.
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5.3 vereinfachte Kollektivimethode

Das Problem der Kollektivmethode besteht darin, daf§ die Wahrscheinlichkeiten h,,, nicht
genau genug zu schiitzen sind. Deshalb ersetzt man die verschieden moglichen Witwenalter
durch ein einziges Witwenalter. Naheliegend ist das mittlere Witwenalter. Fiir ein Alter
u des Haupversicherten setze

1 Y1
plu) = & > yh(uy)
U y=yo

welches das bedingt erwartete Witwenalter ist - gegeben, das ein Hauptversicherter des
Alters u im néchsten Jahr stirbt und eine Witwe hinterldfit. Die nichste ganze Zahl y(u)

zu pi(u)

DO [

() , falls p(u) — p(u) <
ylu) = {Z(u) +1 sonstu g

Wir konnen jetzt das vereinfachte kollektive Modell folgendermafien beschreiben. Stirbt
der Hauptversicherte im Alter u als Aktiver, hinterlafit er eine Witwe mit Wahrschein-
lichkeit h,. Diese ist dann y(u) Jahre alt, was eine Altersdifferenz von §(u) = u — y(u)
impliziert. Im Unterschied zur kollektiven Methode springt die Kette dann in wd(u) mit
Wahrscheinlichkeit h,q?* oder in | mit Wahrscheinlichkeit (1 — h,,)q2®. Dies fithrt zu den
Ubergéngen

P(Xnp1 =wi(r +n)| X, =a) = Qynlatn
P(Xpr =X, =a) = ", (1—hyin)
P(X,+1 = wd;| X, =a) = Osonst.

Eine analoge Argumentation fithrt man durch, wenn der Hauptversicherte als Invalide
oder Altersrentner stirbt. Man hat also ein kollektives Modell mit nur einem nichttrivialen
Witweniibergang. In diesem vereinfachten Modell sind statistisch h,,, p1(u) zu schitzen fiir
jedes Alter u. Natiirliche Schétzer sind

# verheirateten u-jahrigen Toten

# u-jahrigen Toten

fir h,, sowie das empirische Mittel der Witwen der u-jahrigen Toten fiir pu(u).
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Kapitel 6

Deckungskapital

In diesem Kapitel soll der Begriff des Deckungskapitals fiir allgemeine Personenversiche-
rungen eingefiihrt werden. Dieser gibt die zeitliche Verdnderung des Barwertes einer Per-
sonenversicherung an, was als Preisentwicklung eines Versicherungsvertrages interpretiert
werden kann. Es werden die Thieleschen Rekursionsgleichungen vorgestellt, die schnelle
Berechnungsmoglichkeiten liefern.

6.1 Thielesche Rekursionsgleichung

Im folgenden sei

((Xn)nelNov (ai)iEE7 (ai,j)i;ﬁj)
eine (allgemeine) Personenversicherung mit existierendem Barwert. Dies bedeutet, dafl
(X,,) eine Markov-Kette auf einem endlichen Zustandsraum E bezeichnet, (a;), (o ;)

Versicherungsleistungsfunktionen sind, siehe (3.4.4). Die Versicherung induziert zufillige
Zahlungsstrome (4,), (4; ;) definiert durch

Ai(0) = a;(0) , AAi(n) = Lix,—ix, 1=} Aa;i(n)

Ai,j(o) =0 s AAZJ(TL) = aiyj(n)ANi,j(n) (61)

Der zufillige Gesamtzahlungsstrom ist dann gegeben durch
= i#j

Fiir m € Ny wird zur Definition des prospektiven Deckungskapitals nur Zahlungen nach m
betrachtet. Wichtig ist zu entscheiden, welche Zahlungen in m als zukiinftige und welche
als vergangene Leistungen anzusehen sind. In unserem Ansatz sind Erlebensfallleistun-
gen, die durch Verweilen in einem Zustand verursacht werden, als zukiintige Zahlung zu
interpretieren, da sie vorschiifflig fiir die kommende Periode anzusehen sind. Todesfall-

leistungen, also Zahlungen verursacht durch einen Zustandswechsel, sind als vergangene
Leistung zu interpretieren, da sie nachschiiflig fiir die vergangene Periode stehen.

Wir definieren fiir i € F

k=m+1

Vi(m) = K(m) (Aai(m)v(m)l{xmi} + i v(k)AAi(k:))

29
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o0

= Aai(m)lix, )+ K(m) 3 v(RIAA(K) (6.2)
und fiir ¢ # j
Viglm) = K(m) > o(MAA, () 63)

Die Bewertung der zufilligen Leistungen nach m, diskontiert auf das Ende der m-ten
Periode, wird also beschrieben durch

Vim) =Y Vit Y Vi; (6.4)

= i£j

Dies wird benutzt zur Definition des Deckungskapitals als bedingter Erwartungswert -
gegeben, dafl die Markov-Kette im Zustand ¢ ist. Bemerken wollen wir noch, dafi zwi-
schen V(m) und dem zufélligen Gesamtzahlungsstrom nach m folgender Zusammenhang
besteht.

V(m)l{Xm:i} = Aai(m)l{Xm:,;} + Z U(l)AA(l)l{Xm:i} . (6.5)

l=m+1

6.1.1 Definition: Fir m € No,i € E wird das Deckungskapital Dk;(m) definiert durch

Dki(m) = E(V(m)| X = i)

Mittels (6.4) ergibt sich also

Dk;(m) = Z E(V;(m)| X, =1) + gE(Vkl(m)\Xm =1) . (6.6)

6.1.2 Beispiel

Als Beispiel betrachten wir die lebensléangliche Todesfallversicherung auf ein Leben, siehe
(3.4.3), welche einer Personenversicherung

(Xn)neNo, (@i)icm; (i j)izg)
mit Markov-Kette (X,,) auf dem Zustandsraum E = {0,1} und Ubergangen
P(Xn+1 = 1‘Xn = 1) = Pzin
P(Xn—i-l =0X, = 1) = Ga+n
P(X,411=0/X,=0) = 1

entspricht. Die nichttrivialen Versicherungsleistungsfunktionen sind gegeben durch

ai(n)=—mMm+1)p , apn)=1 fa nelNg

Dann ist

Ai(0)=—p , AAi(n) = —plix,=1
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A1,0(0) =0 , AAl,o(n) = 1{Xn:o,Xn,1:1}

Fir m € INg also

Vo(m) = 0

Vifm) = = " plixey
k=m

Viglm) = > " "lx—ox =1
k=m+1

und damit
V(m) = Z Ukiml{XkZO,XkA:l} - Z vkimpl{szl}
k=m+1 k=m
Somit folgt fiir das Deckungskapitals des Lebendzustandes
Dki(m) = EWVm)|X,,=1)
= Y VP(Xpr1 =0, X1 = X = 1) —pd_ 0'P(Xpy = 1| X, = 1)
=1 =0
= Z Ul 1-1Pz4+mlz+m+i-1 — P Z Ul 1Pz4+m

=1 . =0
- A:L"+m - paerm

Wir wollen im folgenden das Deckungskapital mit Hilfe der Ubergangswahrscheinlich-
keiten der Markov-Kette ausdriicken, welches eine prinzipielle Berechnungsmoglichkeit
impliziert.

6.1.3 Lemma: Sei m € INg. Dann gilt fir alle Zustinde 1,j € E miti # j,k € E

By (m)|Xo = k) = Aay(m)1ey()+
FEm) Y AqOu)P(X; = j. Xi1 = j1Xn = k) (67)

E(V,;(m)|X,, =k) = K(m) _i v(Doi ;(DP(X; = j, Xi-1 =11 X, = k) (6.8)
Dki(m) = ag(m)+ K(m) i ()Y P(Xioq = i| X = k) x
l=m+1  i€E
X (P(Xl =i Xi1 =) Aaq;() + Y P(X;=j|Xi-1 = z‘)aivj(l)) (6.9)
JjeE,j#i

Beweis: Die Formel (6.7) folgt sofort aus (6.2), da P(X,, = j|X,, = k) = 1 (m). Analog
ergibt sich (6.8) aus (6.3). Der Nachweis von (6.9) ergibt sich aus

Dki(m) = > E(Vi(m)|X,, =k)+ > EVi;(m)|X,, =k)

icE i#£]
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= X i v()P(X; =i, Xio1 = i| X = k) Aa;(1)+

i€E ik l=m+1

—I—Aak(m) + i 'U(Z)P(Xl = k,Xl_l = ]C|Xm = k‘)Aak(l)+

l=m+1

+ Z Z i v()P(X; =7, X1 = 1| X = k) (1)

i€E j#i l=m+1

= Aak(m) + Z ZP(XZ—I = Z|Xm = k?)X
l=m+1i€F
P(Xl = Z'|Xl,1 = Z)Aal(l) + ZP(X[ = j|Xl,1 = Z)Oéz,g(n)
JF
|

Somit haben wir das Deckungskapital durch die Ubergangswahrscheinlichkeiten der Markov-
Kette ausgedriickt. Zur effizienten Berechnung wird im folgenden die sogenannte Thiele-
sche Rekursionsgleichung hergeleitet.

6.1.4 Satz: Fir alle m € INg und Zustinde i € E gilt
v(m+1)
v(m)
v(im+1)
v(m)

Dki(m) = Aa;(m)+ Zpi,j(m,m + 1)(a;;(m+ 1)+ Dkj(m + 1) — Aaj(m + 1))

J#i
+ pii(m,m+1)Dk;(m+1)
wobei p; j(m,m+ 1) = P(X;41 = j| X, = 10) fiir alle i, .

Bewers: Wir zeigen zunéchst

V<m>1{Xm:i} = Aai(m)l{xm:i}

1
D) S sm 1)+ Vim + 1) = Aag(m+ 1)), o
v(m) Z
v(m+1)
WV(m + 1)1{Xm+1=i,Xm=i} . (610)

Dies folgt wegen (6.5) durch

o

V(m)l{xm:i} = Aai(m)l{Xm:i}—i— Z K(m) Z U(l)AA(l)l{Xm:i7Xm+1:j}

JEE j#i l=m+1
o0

—I—K(m) Z U(Z)AA(Z)l{Xm:i,Xm+1:i}
I=m+1

= Aa;(m)lx, —iy+
v(m+1 o~ v
S (m)ai,j(m+ D+ > 0 AA(Z)) HXm=i X 1=y F

jemge \ v(m) I=m+2 v(m)
v(m+1)
————Aa;(m+1) + L{x=i X1 =i
o) PO TRl
= Aal( )]‘{Xm—l}+
v m—+1
+ > vlm +1) (ij(m+1) = Aaj(m +1) + V(m + 1)) 1ix, =i X, 4125}

JEE,j#i U(
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v(im+1)
Ty Dlrx —ix s
U(m) (m + ) {XnL* 7Xm+1 }

Durch Erwartungswertbildung folgt die Behauptung;:

Dki(m) = E(V(m)|X,, = i)
= E(V(m)lx,=i|Xm =1)

= BE(Aai(m)lix, —| X = 1) + WE(V(m F D)X = ) P(Xpsr = i| Xon = i)+
+]6;#2 T)U ((ai(m +1) = Aay(m + 1) + V(m + 1)) Lx,mi6,002 X =
= Aa;(m) + Wmi(m + Dpii(m,m + 1)+
W ; (i j(m 4 1) = Aaj(m + 1) + Dkj(m + 1)) pij(m, m + 1)

Die Thielesche Rekursionsgleichung kann zur effizienten Berechnung des Deckungskapitals
benutzt werden. Sie ist eine Riickwértsrekursion, da in der Zeit riickwérts von Periode zu
Periode das Deckungskapital berechnet wird. Hierzu bendtigt man eine Endbedingung,
die in der Regel dadurch gegeben ist, dafl Personenversicherungen haufig nur eine endliche
Laufzeit haben. Wir betrachten folgende

6.1.5 Beispiele

e lebenslingliche Sofortrente
Ausgehend von einem Eintrittsalter  betrachten wir eine Versicherung auf ein un-
ter einem Risiko stehendes Leben. Wir betrachten also eine Markov-Kette (X,)
auf {0,1}, deren Ubergangswahrscheinlichkeiten durch die einjihrigen Sterbe-bzw.
Uberlebenswahrscheinlichkeiten gegeben sind. Die nichttriviale Leistungsfunktionen
der Rentenversicherung ist gegeben durch die Rentenhohen

a1(0) =7(0) , Aai(n)=r(n)

Aus der maximalen Restlebenszeit von N Jahren, die durch ¢,y = 0 gegeben ist,
erhalten wir die Endbedingung fiir das Deckungskapital

Dky(N)=r(N) , Dky(N)=0
Weiter fiir m < N wegen P(X,11 =1|X,, =0)=0

Dko(m) = Aag(m) + WDko(m 1)
Yt D) bt +1) = 0
v(m)
B v(m+1)
Dky(m) = Aai(m)+ o(m) pri(m,m+ 1)Dky(m + 1)
v(im+1)

= r(m)+ PatmDki(m + 1)

v(m)

Die Rekursionsgleichung kann explizit aufgelost werden und man erhélt fiir m < N

Dky(m r(m+ k)o(m + k) kpatm
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e gemischte Versicherung Wir haben eine Laufzeit von N Jahren und die Todes-

fallleistungen (t(n)), die am Ende des n-ten Versicherungsjahres gezahlt werden. Bei
Uberleben wird die Versicherungssumme M fallig. Vorschiifiig wird am Anfang jedes
Versicherungsjahres eine Préamie entsprechend (r(n)),—o... v—1. Als Randbedingung
fiir das Deckungskapital gilt

77777

DEki(N +1)=0= Dko(N +1) , Dk(N)=Aa;(N)=M.
Thielesche Rekursionsgleichung liefert:

v(im+1)

Dky(m) = Aag(m) + o)

Dk‘o(m —I— 1) = 0 s

da ag = 0. Ferner

v(m+1)
v(m)

Dki(m) = Aai(m)+ (r+m(aro(m+1) — Aag(m + 1) + Dko(m + 1))+
pz+ka1(m + 1))

Ol L) (ot 1)+ pay Dka(m 4 1))

v(m)

Diese Rekursionsgleichung kann wieder explizit aufgelost werden.

= —r(m)+

ein Leben unter mehreren konkurrierenden Risiken

Wir betrachten eine allgemeine Todsfallversicherung entsprechend Beispiel (3.5), der
eine zuféllige Verweildauer T' zugrundeliegt, die P(T" > N + 1) = 0 erfiillt. Damit
ergibt sich als Randbedingung

Diky(N+1)=0 , Dk,N+1)=0fa ueUl.
Die Thielesche Rekursionsgleichung liefert fiir m < Nyu € U

v(m+1)

Dk,(m) = Aa,(m) + o(m)

P(X1 =ul Xy, =u)Dky(m+1) =0
sowie

Dky(m) = Aay(m)+ Y WP(XmH = u| X, = Dty (m+ 1)+

Verbindungsrente auf zwei Leben
Diese ist in (3.6.1) eingefiihrt worden. Sei N7 und N, die maximalen Restlebenszeiten
der ersten und zweiten Person, d.h.

1 _ 2
Qe+nNy = 1= Qy+N>

Fiir N = max{Ny, N} ergibt sich also als Randbedingung
Dk(N+1)=0 fa. icFE

Fiir m < N gilt Dk0)(m) = 0 wie bei den vorherigen Beispielen. Zunéchst miissen
die Zusténde (1,0), (0, 1) untersucht werden. Es ergibt sich
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Dk1,0(m)
= A — Dk 1
a(1,0) (m) + U<m) Prim/K(1,0) (m + )—|—
v(m+1
+(U(m))qf£m(0z(1,o),(o,0) (m + 1) — Aae)(m + 1) + Dk (m + 1)),

welche der Rekursionsgleichung einer Sofortrente entspricht sowie

v(m+1)

Dk(O,l) (m) = ACL(OJ) (m) + pgﬁszk(O,l) (m + 1)

v(m+1) (9
= 14+ —-—" Dk 1
+ 'U( ) perm (0,1) (m + )

Angewendet werden kann dies zur Berechnung von DKk 1)(m) mittels

Dk(m)(m)

vim+1
= Aa(m)(m) + Wpi?mpéﬁml?k<1,1> (m + 1)"‘

v(m+1
Wp;(xl-i)-mql(/?m(&(l,l),(l,o) (m+1) = Aaq,oy(m + 1) + Dk gy (m + 1))+

vim+1
(,Uon))pa(ca)—mQ752m(&(l,l),(0,l)(m +1) — Aagy(m + 1) + Dk (m + 1))

1
Aagy(m) + om+1)

v(m)
vim+1
+¥péz—i)-mpg(;2—2mpk(l,l)(m + 1)

+

(D8t e D0y (0 + 1) + P28 Do,y (m + 1))+
v(m)

6.2 Hohere Momente

Bislang haben wir die effiziente Berechnung des Deckungskapitalverlaufs kennengelernt,
der eine Entwicklung der Bewertung eines Versicherungsvertrages wiedergibt. Hierdurch
ist aber keine Risikoeinschitzung moglich. Ein erster Weg hierzu ist die Bestimmung
der Varianz und der héheren Momente der Reserve. Wir betrachten im folgenden eine
Personenversicherung
((Xn)neno, (ai)ier, (Qig)izs)

auf einem Zustandsraum F. Wie in (6.4) fithren wir die Zufallsvariablen V' (m) fiir m €
INg ein, die die zuféllige Bewertung der zukiinftigen Zahlungen nach m darstellen. Der
stochastische Prozef (V' (m)),en, wird auch als Proze§ der Reserven genannt und erfiillt
die Rekursion (6.5), bzw. (6.10), von denen ausgehend eine Rekursion fiir die hohere
Momente angegeben werden kann. Da die Formeln etwas langlich sind, gehen wir in zwei
Schritten vor.

6.2.1 keine Erlebensfalleistung

Das bedeutet, das die Verweilzahlungsstrome a; fiir « € E alle verschwinden. Dann ver-
einfacht sich (6.10) zu
v(im+1)

o(m) Lixn—iy 2 (ij(m+1)+V(m+1)x,—jy,  (6.11)

JEE

V(m) 1{Xm:i} =
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wobei a; ;(m + 1) = 0 gesetzt wird fiir alle i € E. Fiir die p-te Potenz erhalten wir somit

V(m) L,y = ( sy ) T S0y 4 1) £ Vim 4 )P s, (612)

JEE
da die gemischten Terme wegen
1{Xm+1:k}1{Xm+1:l} =0fa. k 7é [
verschwinden. Also folgt
) S E ((oig(m+ 1)+ V(m+ 1) x| X = i)
J#i
—I-E(V(m + DPlix =it | Xm = 1))
vim+1)\" » .
= (=77 QE(aim+1)+V(m+ 1)) Xy =i)piy(m,m+1)
( P X = 9)pii(m, m + 1))

) DEWV(m+1)P|X,, =)+
p
S s+ 1) (32 (F)awson 4 DBV + 17749, =) )
k=0

Damit ergibt sich eine rekursive Berechnungsvorschrift fiir das p-te Moment der Reserve,
wobei riickwérts in der Zeit und aufsteigend in p vorgegangen wird. Als Randbedingung
mufl man alle Momente kleiner gleich p an einem Zeitpunkt N kennen.

6.2.2 Beriicksichtigung von Erlebensfallleistungen

Hier fithrt das gleiche Vorgehen auch zum Ziel. Allerdings sind die Formeln etwas uniiber-
sichtlich. Bei Beriicksichtugung der Verweilzahlungsstrome a; dndert sich 6.11 zu

V(m)pl{xm:i}
= Lix,—[Aai(m) +

v(m+ 1) (

v(m)

v(m+1)
v(m)

Y (aij(m+1) = Aaj(m+1) + V(m+ 1)) Lix, ="
J#i

= Lpxpmi) Z ( )Aal okt D e

v(m)

V(m + 1)1{Xm+1=i}+

k
X (Z(%‘,j(m +1) = Aaj(m+ 1) + V(m + 1)) 1x,, ., =5 + V(m + 1)1{Xm+1=i}>
J#i

= lix,= z}Z( )Aaz oAt Dy

v(m)

X Z (a;j(m+1)—Aaj(m+1)+V(m+ 1))k Lixp = + V(m+ 1)"’1{Xm+1_i})
J#i

Hiermit erhélt man eine zum vorherigen Abschnitt analoge Rekursionsbeziehung durch
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EV (m)’| X = i)

= Aai(m)”’ +k§pj (i) Aai(m)”_k(W)k[E(V(m + DM Lx =i [ X = 1)+
+ %j E ((aij(m+1) = Aaj(m+1) + V(m + 1)) Lx, =y | Xm = i)]
= Aa;(m)? + Z ( >Aal (W)k[E(V(m + 1)*| X = i)pig(m,m + 1)+
k
+§pi,j(m,m +1) ; ( ) a;;(m+1) — Aa;(m + BV (m+ DX, = 1))

und wieder kann riickwérts in der Zeit und aufsteigend in p die Momente der Reserve
berechnet werden.

6.3 Verteilungsfunktion

Nicht nur die Momente sondern auch die ganze Verteilungsfunktion der Reserve V,,
kann rekursiv bestimmt werden. Dies gibt die Moéglichkeit eine Risikobeurteilung durch-
zufiihren, die nicht auf den Momenten fut. Wir bezeichnen mit F,, ; die Verteilungsfunk-
tion von V,, - gegeben X,, =1 - definiert durch

Foi(t) = P(V(m) < | X, =) fateR. (6.13)

Die Rekursionsbeziehung (6.10) wollen wir etwas anders bezeichnen durch

v(im+1)
V(m)lix, =iy = 1ix,=i (A@z +Y = o(m) (0ij(m +1) +V(m + 1))1{Xm+1:j})
jeE
mit
5= {ozm-(m—k 1) —Aaj(m+1) firi#j
0 fiir i = j
Also folgt
Foi(t) = P(V(m) <t| X, = i)
v(m) ,
v(m .
jeE
v(m
= D Fuy ((t - Aai(m))v(n(,b +) [ Oug(m + 1)) pij(m,m+1)
jEE

und man kann riickwérts in der Zeit die Folge der bedingten Verteilungsfunktionen be-
rechnen. Als Randbedingung mufl (Fiy;);ep fiir ein N € IN gegeben sein.
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6.4 Anwendungen

Beispielhaft wollen wir die Sofortrente untersuchen und die Varianz sowie die Vertei-
lungsfunktion der Reserve bestimmen. Wir fiithren also das Beispiel aus (6.1.5) fort und
verweisen auf die Rekursionsgleichung fiir das Deckungskapital. Fiir das zweite Moment
gilt die Rekursionsgleichung

EV(m?|X,=1) = Aa(m)*+20a1(m)permE(V(m +1)|X,, = 1)?}(:?”3_)1)
Fpean BV (m + 171, = (D2
welche zusammen mit
v(m 4+ 1) v(m+1)

Dki(m)? = r(m)? + ( )2p2., Dky(m +1)% + 2r(m)

T+m

prrkal (m + 1)

v(m)

eine Rekursionsgleichung fiir die bedingte Varianz von V' (m) - gegeben X,,, = 1, die durch

v(m)

Var(V(m)|X,, =1) = BE(V(m) — E(V(m)| X, = 1)} X,, = 1) = E(V(m)*|X,, = 1) — Dk;(m)?
definiert ist, ergibt:
Var(V(m)|X,, =1)

- <W>2px+m<<E<v<m F 11X = 1) = prv Dl (m 4 1)%)
= <W>2pmw<v<m + 12X = 1) = Dha(m -+ 12 + o Dl (m + 1))

v(im+1)
v(m)

vim+1)
v(m)

Diese Rekursionsgleichung kann folgendermafien aufgelost werden. Setze

V2 DermVar(V(m+ 1) X = 1) + DermGerm( )2Dk;(m + 1)

=

Var(m) = Var(V(m)|Xm =1) , c(m)= (W)zpﬁmqﬁmpkl(m 1)
Dann gilt:
var(m) = (WY})HmUQT(m + 1) 4 ¢(m)

Nl i ) A vmE 2y ar(m

= o+ (G o (<t + 1) 4 2 vt +2)

= c(m)+ (W)szmc(m +1)+ (W)Z oDrrmc(m +2) + ...+
OO el

6.5 Hattendorfsches Theorem

Das Hattendorfsche Theorem besagt kurz gesagt, dafl die jahrlichen Verluste eines Versi-
cherungsvertrages zentriert und unkorreliert sind. In diesem Kapitel wird diese Aussage
prézisiert und bewiesen.
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Wir gehen von einer allgemeinen Personenversicherung

(Xn)nemos (ai)iem, (v j)izi)

mit Zahlungsstrom

A= A+> A,

icE i#j
wobei
AAi(n) = 1ix, =i x,=pAai(n) . AAi;(n) = 1x,=ix,_,=j0i;(n)
Wir setzen voraus, dafl die zuféllige Bewertung
V(A) = >_v(k)AA(K)
k=0

ein endliches zweites Moment besitzt.

Das Deckungskapital Dk;(n) gibt den Preis einer Versicherung nach n Versicherungsperi-
oden wieder - gegeben, dafl die Markov-Kette nach n Versicherungsperioden im Zustand
1 ist, wobei auf den Zeitpunkt n abdiskontiert wird. Vom Vertragsabschluf3 gesehen wird
der zufillige Preis der zukiinftigen Versicherungsleistungen nach n Versicherungsperioden
also durch

m(n) =v(n) Y lix,=iyDki(n) fa.n €Ny (6.14)

i€E
definiert. Es gilt folgende
6.5.1 Bemerkung
(i) P(Xo=1) =1= 7(0) = Dk;(0)

(ii) m(n) = Yier ix,=iyAai(n) + B0, v(k)AA(K)|F,)  filr n € INg.

Beweis: Die Aussage (i) ist unmittelbar klar. Wegen (6.5) gilt

[e.9]

Dk;(n) = Aa;(n) + E(kZ v(k)AA(R)|X, = 1),
w(n) = ZE Lix,=iyAa;(n) + ZE l{Xni}E(ki v(k)AA(R)|X, = 1)
= z; Lix, =t Aai(n) + E(ki v(k)AA(R)|F)

impliziert. O
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Definiere fiir n € IN

A(n) =m(n) —7(0) + kﬁ: v(k)AAK) + ) ai(0)Lxomiy — > Lix,=nAai(n)

el 1€E

welches den zufilligen diskontierten Verlust der Versicherung im Zeitintervall 0, n] be-
schreibt, was folgendermafien begriindet werden kann. Wir kaufen die Versicherung fiir
7(0) zum Vertragsabschluf}, halten sie iiber n Perioden und bekommen in dieser Zeitpe-

riode .
Z U(I{J)AA(]{?) + Z ai(O)l{XO:i} — Z 1{Xn:i}Aai(n)
k=1

icE S
als diskontierte Summe aller Zahlungen. Schliellich verkaufen sie zum Zeitpunkt n und
erhalten 7(n). Die Gesamtbilanz ist also A(n). Hierbei ist zu beachten, daf8 die Erlebens-
fallleistung in n abgezogen wird, da dies eine zukiinftige Leistung aus dem Zahlungsstrom
der Versicherung ist.

Entscheidend fiir den Nachweis des Hattendorfschen Theorems ist der folgende Zusam-
menhang.

6.5.2 Bemerkung: Fir alle n € INy gilt:
A(n) = E(V(A)|F,) — E(V(A4)[Fo)

Beweis: Es gilt

_ieZEl{Xn:i}Aaim) = E(kilv(k)AA(kﬂfn)
Loy = B obAAWIF)
Also folgt
An) = E’(k:irl v(k)AA(k E(liv k)| Fo) ’é
= E(;:é1 v(k)AA(k liv(k k)| Fo)
_ E(liv(k)AA liv 1))
— BV(ANF) - <v<A>|fo>

Hieraus ergibt sich unmittelbar, dafi (A(n)),en, ein Martingal ist mit EA(n) =0 fa.n €
INg . Insbesondere bedeutet dies, dafl es keine mittleren Verluste in den ersten n Versiche-
rungsperioden gibt. Die Martingaleigenschaft impliziert auch das Hattendorfsche Theorem

6.5.3 Satz: Es gilt

(i) Die jihrlichen Verluste (AX(n))nen, bilden einen unkorrelierten, zentrierten Prozef,
d.h.
EAXn)=0 , EAXn)AXm)=0

fiir alle n,m € INg mit n # m.
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(i) VarA(n) =33 Var(AX(k)) fir alle n € INg.
(iii) Gilt P(Xo=1) =1, soist VarV(A) = Y32, Var(AX(k))
Beweis: Aus der Martingaleigenschaft folgt:
EAXn) — EAXn—1)=0

und fir m < n

EANm)AAn) = EXNm)AX(n) — EA(m — 1)AX(n)
( (Am)AA(n)|F) — E(E(A(m —UAA(m)IF 1)
(m;f(( (;l) Aln = 1)|Fm) — WZ 1E(A(n) — A(?;—l

)
= EA ) Am) — ) — EXs— DA~ 1) = A~ 1))~ 0

‘mel)

Also gilt (i). Die aussage (ii) erhélt man wegen A(0) = 0 aus

VarA(n) = Var zn: AXk) = zn: Var(AX(k))

k=1 k=1

Durch
L(Jm,n]) = A(n) — A(m)

fiir alle m,n € INg mit m < n wird der Verlust im Zeitintervall |m, n| beschrieben. Es gilt
L(m,n)) =7(n) —w(m)+ > v(k)AAK)+ > Lix,—iyAai(n) — D Lix,—Aai(n)
k=m+1 S S

und anders ausgedriickt

L(Jm,n]) = E(V(A)|Fn) = E(V(A)|Fm)

Das Hattendorfsche Theorem liefert, dal Verluste in disjunkten Zeitintervallen unkorre-
liert sind.

6.5.4 Folgerung: Sind die Zeitintervalle Ty =|mq,nq], To =|ma, no| disjunkt, so sind
L(TY), L(T3) unkorrelierte Zufallsvariablen mit EL(T;) = 0 firi =1, 2.

Beweis: O.E.d.A. sei m; < n; < my < ny. Dann gilt

=SS L L) = Y AN

k=m1 k=mso

Also ist

Cov(L(Th), L(Ty)) = i nz Cov(AX(k), AX(E)) = 0

k=m1 l=mo
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Kapitel 7

Zeitstetige Modelle

Bislang haben wir diskrete Modelle zur Beschreibung von Versicherungen vorgestellt. Dies
ist sicherlich ausreichend fiir die praktischen Bediirfnisse eines Versicherungsunterneh-
mens. Versicherungen spielen aber auch in anderen Bereichen der Finanzmathematik eine
wichtige Rolle. So kann z.B. das Ausfallrisiko von Kreditvertrigen durch eine Versicherung
modelliert werden, die als eine Art Risikopreis in der Rendite sich widerspiegelt. Diese
werden praktisch zeitstetig gehandelt, so dafl hier ein Bediirfnis nach der Bewertung von
zeitstetigen Versicherungen besteht. Zunéchst mochte wir die einfachen Beispiele aus Ka-
pitel 2 in einem zeitstetigen Kontext betrachten und vorstellen, wie man dann Barwerte
berechnet.

7.1 Beispiele

Als einfachstes Beispiel einer Versicherung haben wir die auf ein unter einem Risiko ste-
hendem Leben kennengelernt. In einem zeitstetigen Kontext werden iiblicherweise die
folgenden Annahmen zu einer adequaten Beschreibung getroffen.

e Eintrittsalter z € [0, c0).

e cine zufillige Restlebenszeit in Jahren, die durch eine (0, oo) wertige Zufallsvariable
T, mit Lebesgue-Dichte f, beschrieben wird. Sie hat eine Verteilungsfunktion F,
definiert durch

E(t)=P(T<t)= | "fi(s)ds fat>0.

Die versicherungsmathematischen Schreibweisen entsprechen also im zeitstetigen
Kontext
e =P, >t) |, 1q.=P,<t) fa t>0.

e eine Rechnungskapitalverzinsung der Form
1

K(t)=¢" | v(t):m:e

—rt

mit stetiger Zinsrate r > 0.

Entsprechend der Versicherungsleistungen konnen die unterschiedlichen Versicherungsfor-
men eingefiihrt werden.

73
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7.1.1 Todesfallversicherung
Ein Tod nach ¢ € (0,00) Versicherungsjahren fithrt zur sofortigen Auszahlung der Versi-
cherungssumme M. Die zuféllige abdiskontierte Gesamtleistung ist also
S = Muv(T,) = Me ™=
mit Barwert

ES = ME(v M/ §) P (ds) M/ Vf(s)ds = M/OO e f(s)ds
0
Diese kann mit Hilfe der sogenannten Hazardrate (yu(t)):>o, definiert durch

1
p(t) = }llirr(l) EP(Tm <t+h|T,>t) fa t>0,

ausgedriickt werden. Die Entwicklung der Hazardraten, die hier auch Sterberaten genannt
werden, beschreibt also die Sterblichkeit. Es gilt

[ f@
P(T, >t 1—F,(t)

pu(t) =
fiir Lebesgue fast alle ¢, da
Pit<T,<t+h) JI f(s)ds

P(T, <t+h|T, >t) =

P(T, >t) P(T, > 1)
Somit gilt
d
pOPT, > 1) = f(t) = —LP(T > 1)
was

P(T, > t) = exp(— /Ot,u(s)ds) fa. t>0 (7.1)
impliziert. Angewendet auf den Barwert bedeutet dies:
ES = MEu(T M/ e f(s ds—M/ P(T, > s)ds
— M/ 5) exp(— /O p(w)du)ds,

was eine Formel nur unter Verwendung der Sterberaten ergibt. Wir bezeichnen wie bei
den diskreten Modellen mit A, den Barwert einer lebensldnglichen Todesfallversicherung
mit Versicherungssumme 1 .

7.1.2 Sofortrente

Uberlebt der Versicherte den Zeitpunkt s € (0, 00), wird eine Rente der Hohe 1 ausgezahlt.
Bei einer Hochstversicherungsdauer von t; Jahren mit ¢; € (0, 00] ergibt sich also als
Summe der abdiskontierten Leistungen

t1
S = / €_T81{Tz>s}d8
0

mit Barwert

ES = / “P(T, > s)ds /Ot1 e " exp(— /Os p(u)du)ds

der mit d,.,7 bezeichnet wird.
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7.1.3 gemischte Versicherung

Bei einer Versicherungsdauer von ¢; Jahren wird bis ¢; im Todesfall die Versicherungssum-
me 1 ausgezahlt. Bei Uberleben von ¢; wird der Betrag 1 als Erlebensfallleistung fallig.
Es ergibt sich als abdiskontierte Gesamtleistung

S =v(To)lir, <ty + v(t) {1, 50)

mit Barwert
t1
ES = / o(8)f(s)ds + e P(T, > 1)
0

- /0t1 e " exp(— /Os p(u)du)ds + e exp(— /Oo p(u)du),

t1

der mit A,.; 7 bezeichnet wird.
7.1.4 Pramienfestsetzung

Dies kann nach dem Aquivalenzprinzip wie im diskreten durchgefiihrt werden. Zu einer
Versicherung mit Barwert B und Pramienlaufzeit ¢; wird die Einmalpramie auf eine konti-
nuierliche konstante Pramienzahlung der Hohe p auf das Zeitintervall (0, 1) verteilt. Dies
ist eine Sofortrente mit Barwert p Gy, . Die Pramienhohe p erhdlt man also aus

pdw:tl] =B

7.2 Markovsche Sprungprozesse

Um zu einer analogen zeitstetigen Beschreibung von Versicherungen zu gelangen, muf3 der
zeitstetige Markov-Prozefl auf einem endlichen Zustandsraum F eingefiithrt werden. Dies
sind sogenannte reine Markovsche Sprungprozesse. Wir betrachten also einen abzéahlbaren
Zustandsraum F und einen hinreichend grofien Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) und
definieren

7.2.1 Definition: Sei (Xt)te[gvoo) eine Familie von Zufallsvariablen mit Werten in E. X
heifst Markovscher Sprungprozefs (MSP), falls gilt:

P( X, = tng1| Xy, =n, .., Xy =11) = P(Xy,,, = tn1| Xy, = in)
fir alle

O§t1<t2<‘..<tn<tn+1, il,...7in+1EE mit P(th:in7...,Xt1:i1)>0.

Wie im diskreten koénnen wir die Ubergangswahrscheinlichkeiten definieren durch

sonst

fiir alle 0 < s <t,i,j € E. Durchlaufen wir die Paare der Zustaénde i, j € E, so erhalten
wir die Ubergangsmatrix

P(s,t) = (pij(s,t))ijer

und koénnen die Chapman-Kolmogorov Gleichung bzw. Halbgruppeneigenschaft formulie-
ren.
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7.2.2 Proposition: Fir einen Markovschen Sprungprozefs X gilt:
P(s,t) = P(s,r)P(r,t)

fiir alle 0 < s < r < t, wobei die Ubergangsmatrizen entsprechend einer Matrizmultiplika-
tion miteinander multipliziert werden.

Beweis: Mit der Markov-Eigenschaft folgt fiir alle i, j € F.
pij(s,t) = P(X; = j|X.=14) = ) P(X;=j,X,=kX,=1)

keE

= > P(Xy =X, =k, X, =) P(X, = k|X, =)
keE

= Y P(Xy = j|X, = k)P(X, = k|X, = i)

keE

= > pir(s, ) (r,t)
keE

was die Behauptung impliziert. Fiir Versicherungszwecke reicht die Betrachtung von end-
lichen Zustandsrdaumen. Wir setzen also fiir das folgende

|E| =n < o0

voraus und bezeichnen mit M (FE) die Menge aller Matrizen mit Indexmenge E x E.
Ferner sei I die Einheitsmatrix und GL(FE) die Menge aller invertierbaren Matrizen aus
M(F). Im folgenden wollen wir den Zusammenhang zwischen der Halbgruppe P(s,t)
und den sogenannten Ubergangsintensititen herstellen, die zur Definition von Markov
Sprungprozessen im allgemeinen bentzt werden. Wir werden hier nur einen adhoc Zugang
verfolgen, der verbessert werden kann.

7.2.3 Definition: Ein Markovscher-SprungprozefS X auf E heifst requldr, falls es eine
stetige M (E) wertige Funktion p gibt mit

P(s,s+h) =1+ pu(s)h+ R(s,h) fa h>0

und

R(r,h
Vs>035>0 . sup M

re(s—e,s] h

— 0 fir h—0.

Die Intensitéit des Ubergangs von i nach j zum Zeitpunkt s ist also dann gegeben durch

. Dij(s,s+h)
) = Jim 2

Die Intensitét, den Zustand ¢ zu verlassen ist

1i(8) = —pii(s) = > pij(s)

J#
wegen
1—pii(s,s+h)=P(Xepn #i|Xs =1) = _pij(s,s+h)
i
Die Intensitétsfunktion p wird auch als Erzeuger von X bezeichnet, da sie die Halbgruppe
eindeutig bestimmt, was wir im folgenden einsehen wollen. Vorbereitend stellen wir fest
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7.2.4 Proposition: Fir einen requldren Markovschen SprungprozefS X gilt:

lim = (P(s — h,5) ~ 1) = p(s)

fiir alle s > 0, insbesondere gilt

lim P(s —h,s) =1
h—0

Beweis: Sei s > 0. Aus der Regularitit folgt
P(s—h,s) = I+pu(s—h)h+ R(s—h,s)
— T )+ (s — 1) — p(s))h + R(s — B, s)
Die Behauptung folgt somit aus der Stetigkeit von p und limy_.g %R(s —h,s) =0. 4

Als Folgerung erhalten wir, da8 die Ubergangsmatrizen invertierbar sind, wenn ihre Zeit-
differenz klein ist.

7.2.5 Folgerung: Zu jedem s > 0 existiert ein § > 0 mit

P(s—h,s) e GL(E) , P(s,s+h)eGL(E) fa 0<h<o.

Beweis: Zu s > 0 existiert ein 0 > 0 mit ||P(s,s+h)—I|| <1, [|[P(s—h,s)—I| <1 fiir alle
h € [0,6), woraus die Behauptung folgt mit der von Neumannschen Reihenentwicklung
der Inversen. O

Der angekiindigte Zusammenhang zwischen Erzeuger und Halbgruppe besteht darin, daf3
die Halbgruppe die eindeutige Losung der sogenannten Kolmogorovschen Differenential-
gleichung, die durch den Erzeuger definiert wird, ist.

7.2.6 Satz: Sei X ein requldrer Markovscher-Sprungprozef§ mit Erzeuger p und Halb-
gruppe (P(s,t))o<s<t - Dann gilt:

(i) 3P (s,t) = —u(s)P(s,1)
(ii) 4P (s,t) = P(s,)u(t)

Die erste Gleichung wird auch als Kolmogorovsche Riickwirts- und die zweite als Kolmo-
gorovsche Vorwirtsgleichung bezeichnet.

Beweis: Fiir festes s > 0 gilt

2(P(s, t+h) —P(s,t) = P(s, t)i(P(t,H h) —I) — P(s, t)u(t)

sowie

1 1
_—h(P(s,t —h)—1)=P(s,t— h)E(P(t —h,t) —I) — P(s,t)u(t)
Also folgt die Behauptung (ii). Zum Nachweis von (i) betrachten wir ein festes t > 0 und
stellen fest

2(13(3 +ht) — Pls,t)) = ;L(I CP(s, s+ h)P(s + ht) — —u(s)P(s,8)
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denn P(s + h,t) = P(s,s + h)"'P(s,t) strebt gegen P(s,t) fiir h \ 0. O
In Komponentenform lauten die Differentialgleichungen
d
d*pi,j(sat) = wi($)pi(s,t) = > pis(8)prj(s,t)
S ki

d
—pij(s,t) = —pij(s, ) () + D pin(s, t)un;(t)
ds k]

fiir alle 4,5 € E, 0 < s < t, insbesondere erhélt man

7.2.7 Folgerung: Der Erzeuger eines requldren Markovschen Sprungprozesse bestimmt
eindeutig die Halbgruppe

Beweis: Aus den Kolmogorovschen Differntialgleichungen folgt, dal P(s, ) Losung von

CP(s.1) = Pls ()
P(s,s) = I

ist. Dieses Anfangsproblem ist eindeutig l6sbar. Also ist P(s,-) durch p eindeutig be-
stimmt. a

Fiir die Versicherungsmathematik sind die Verweildauern
=inf{t>s: X, #i} i€ E s>0

von besonderer Bedeutung. Gegeben X = i verweilt X in ¢ im Zeitintervall [s, 7; ;). Die
Verteilung der Verweildauern kann mit Hilfe der Intensitédt p; berechnet werden, indem
man 7; s als Lebenszeit des Zustandes 7 nach s interpretiert.

7.2.8 Proposition: Sei X ein reguldrer Markovscher SprungprozefS mit Erzeuger .
Dann gilt fiir allei € F,s >0

P(1is > t|Xs =1) = exp(— / i (r)dr) = exp( / pii(r)dr) = exp(— / > pig(r)dr)
J#

fir alle t > s.

Beweis: Die Funktion
H(s,t) = P(1;s > t|Xs =1)

ist eine zweiparametrische reellwertige Halbgruppe mit

1
lion 5 (H(t, 6+ 1) = 1) = —l0),

denn fiir s < r <t gilt

(Tis >t Xs =1) = P(Ti, > t, 5 > 7| Xs = 1)
(Tip > t|Tis > 1, Xy =0)P(1;5 > r|Xs =1)
(Tir > t| X, =) P(1is > 7| X5 = 1)
(s,r)H(r,1)

H(s,t) =

P
P
P
H
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und weiter
l'mIHtt h 1) = lim 1P s <t+hlX,=1
hl\oﬁ( (t,t+h)—1) o h (Tie ST+ DX = 1)

. 1 . .
= }LI{I(IJ_EP(XHh #i| Xy = i) = —p(t).

Wie bei den Kolmogorovschen Differentialgleichungen folgt

th(s,t) = —p;(t)H(s,1)
H(s,s) = 1 ,

was die Behauptung impliziert. O

Bei der Versicherung eines unter einem Risiko stehendem Leben kann die Restlebenszeit
benutzt werden zur Definition eines geeigneten Markovschen Sprungtprozefs.

7.2.9 Beispiel Versicherungsmathematik

Sei T eine [0, 0o) wertige Zufallsvariable mit Dichte f und stetiger Hazardrate A : [0, c0) —
[0, 00), so daf also

t
P(T > t) = exp( / As)ds) fa.t>0
0
gilt. Wir definieren den Markovschen Sprungprozel (X;);>¢ auf {0, 1} durch
X = 1{T>t} fa. t > 0.

Dann ist X reguldar mit Erzeuger

_ | moo(t) poalt
pt) = (Ml,o(t) paa(t

N—
~
I
/

>~
= <
N—
|
> o
~
N—
~_
—~
\]
(OV)]
SN—

und Ubergangswahrscheinlichkeiten

0 0
P(s,t) = (P(T§t|T>s) P(T>t|T>3)>

Insbesondere ist die Verweildauer des Zustandes 1 die Lebenszeit der zu versichernden
Person.

7.3 Zahlungsstrome

Im Gegensatz zum diskreten Modell miissen kontinuierliche Zahlungen in einem zeitsteti-
gen Modell fiir Versicherungen betrachtet werden. Deshalb wird der Begriff des Zahlungs-
stromes auf den kontinuierlichen Kontext erweitert. Weiter findet auch eine kontinuierliche
Verzinsung des Kapitals statt. Wir definieren deshalb

7.3.1 Definition: Eine Funktion K : [0,00) — [1,00) heifst Kapitalfunktion, wenn sie
rechtsseitig stetig, monoton wachsend mit K(0) = 1 ist.
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Die Funktion K beschreibt also die zeitliche Entwicklung eines Kapitals auf eiem Bank-
konto mit Anfangseinlage 1, das kontinuierlich verzinst wird. Ublich ist die

7.3.2 Annahme Wir betrachten nur Kapitalfunktionen K, die absolut-stetig beziiglich
des Lebesque-MafSes sind und bezeichnen mit k dessen Dichte.

Dann heifit

5(t) = ]ké((tt)) (7.4)

die Zinsintensitit der Kapitalfunktion. Es gilt
Kt+h) — K@)  [k(s)ds k()

KO nk@m K@ W
was 0(t) = (logoK)'(t) impliziert. Somit folgt
K(0) = ool | "S(s)ds) fa.t>0 (7.5)

und fiir die Diskontierungsfunktion

0lt) = 757 = exp(- / " 5(s)ds) (7.6)

Die Kapital- bzw. Diskontierungsfunktion wird benotigt, um Zahlungen, die zu unter-
schiedlichen Zeitpunkten getétigt werden, zu vergleichen.

Analog zum diskreten Modell fithren wir ein

7.3.3 Definition: Ein deterministischer gerichteter Zahlungsstrom Z ist eine rechtsseitig
stetige, monoton wachsende Abbildung Z : [0, 00) — [0, 00)

Die bis zum Zeitpunkt ¢ erhaltenen Einnahmen werden also durch Z(t) beschrieben. Z
kann als ein Mafl auf ([0, 00), B(]0,00)) aufgefafit werden, das endlich ist genau dann,
wenn Z(00) = limy_o, Z(t) < oo gilt. Wir bewerten einen gerichteten Zahlungsstrom Z
durch

V(Z) = /0 T o(t)dz() (7.7)

Will man eine Zahlungsbilanz aus Einnahmen und Ausgaben herstellen, so muff man
betrachten

7.3.4 Definition: Eine Abbildung Z : [0,00) — IR heifit ungerichteter Zahlungsstrom,
wenn es gerichtete Zahlungsstrome Zy, Zs qibt mit Z = Z1 — Zy und Z1(00) A Za(00) < 0.

Ein solcher entspricht also einem signierten Maf auf [0, 00) und wird durch
V(Z) = [T oz = [T etz - [ obdza() (7.8)
0 0 0

bewertet, der auch Barwert des Zahlungsstromes genannt wird. Dieser ist wohldefiniert,
da zumindest eine der beiden definierenden Terme endlich ist.

Sind die Zahlungen zufillig, da sie etwa vom zufilligen Todeszeitpunkt einer Person
abhéngen, sprechen wir von einem zufélligen Zahlungsstrom.
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7.3.5 Definition: Fin stochastischer ProzefS (At)i>o heifit zufilliger gerichteter Zah-
lungsstrom, wenn er P-f.s. Pfade in der Menge der gerichteten Zahlungsstromen besitzt.
Er heif$t zufdilliger Zahlungsstrom, wenn er P-f.s nur aus Pfaden besteht, die Zahlungs-
strome sind.

Ein zufélliger Zahlungsstrom ist eine Differenz von zufélligen gerichteten Zahlungsstrom
und kann als zufiliges signiertes Mafl auf [0, oo) aufgefafit werden. Er wird durch

V(A) = /0 T u(t)dA, (7.9)

bewertet, welche also eine IRU{—o00, 400} wertige Zufallsvariable definiert. Existiert deren
Erwarungswert EV (A), so wird dieser Barwert des zufilligen Zahlungsstromes genannt.

Wir wollen zwei fiir die Personenversicherung wichtige Beispiele betrachten
7.3.6 Beispiel

Zu einem Markovschen Sprungprozefl X und einem Zustand ¢ € E definieren wir die
Verweildauer in ¢ bis ¢ durch

t t
0i(t) = [ Lpximpds = [ 1 ponds

Wir konnen dies als gerichteten Zahlungsstrom interpretieren, wenn immer dann, wenn
der ProzeB sich im Zustand ¢ befindet, eine Einheit gezahlt wird. O; definiert ein zufélliges
Mafl mit Lebesgue-Dichte s — 1x ;3.

Fiir Zusténde i, 7 € F mit i # j definieren wir die Anzahl der Spriinge von ¢ nach j bis ¢

durch
Ni,j(t) = ZAN’L'J(S> = #{S € (O,t] . XS, = i,Xs = ]}

s<t

mit AN;;(s) = 1{x,_—ix,—j}- Vi, kann als Zahlungsstrom aufgefait werden, wenn beim
Sprung von ¢ nach j eine Geldeinheit gezahlt wird. Es definiert punktweise in ) diskrete
MafBe, die ZéhlmafBle auf den Sprungzeitpunkten, welche orthogonal sind zum Lebesgue-

Maf.

7.4 Modellbildung

Die Vorbereitungen wollen wir nutzen, um zeitstetige Modelle fiir Personenversicherngen
einzufithren. Wie im diskreten betrachten wir zunéchst nur den Standpunkt, dafl Leistun-
gen in eine Richtung vom Versicherungsunternehmen an den Versicherungsnehmer oder
umgekehrt gehen.

7.4.1 Definition: Eine gerichtete Personenversicherung ist ein Tripel

(Xe)ez0, (ai)icn, (@j)izs)

bestehend aus

e cinem Markovschen Sprungprozefl (X;) auf einem endlichen Zustandsraum E,
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e ciner Familie (a;);cp von gerichteten zeitstetigen Zahlungsstromen,
o ciner Familie (v ;)iz; von nicht negativen mefibaren Funktionen o, : [0,00) —

0, 00).

Die Funktionen (a;), o; ; werden auch als Versicherungsleistungsfunktionen bezeichnet und
bestimmen die Leistung bei Sprung bzw. Verweilen in einem Zustand. Verweilen im Zu-
stand ¢ fithrt zum zufélligen Zahlungsstrom A; definiert durch das zuféllige Maf3

dA;(t) = 1ix,=pda;(t)

Solange man im Zustand ¢ befindet, werden also Zahlungen entsprechend des Zahlungs-
stromes a; getéitigt. Die Spriinge von ¢ nach j induzieren den zuéilligen Zahlungsstrom
A; ;, definiert durch

iyj’
Aij(t) :/[ }ozi,j(t)dNi,j(t) fa. t>0.
0,t

Bei einem Sprung in ¢ wird also die Leistung o ;(t) gezahlt. Als Gesamtzahlungsstrom
der gerichteten Personenversicherung erhalten wir die Summe der Teilzahlungsstrome

A=Y A4+ A,

icE i#]

Bewertet wird die Versicherung mittels des Zahlungsstromes der Gesamtleistungen. Wir
erhalten

V(A) = / (t)dA,
0
als zufillige Bewertung und E'V (A) als Barwert, der ein Element aus [0, co] ist.

Wollen wir neben den Ausgaben auch noch die Pramieneinnahmen in einem Versiche-
rungsvertrag beschreiben, kommen wir zum Begriff

7.4.2 Definition: Ein Tripel

(Xt)i20, (ai)icr, (i j)izti)

bestehend aus

o cinem Markovschen Sprungprozefs X mit endlichem Zustandsraum E,
e ciner Familie von Zahlungsstromen (a;)icg ,

o ciner Familie von Funktionen (o ;)iz;

heif§t allgemeine Personenversicherung, wenn es gerichtete Personenversicherungen

1 1 1 2 2 2
((Xt( ))tzoa (az(‘ ))ieEa (Oég,j))i;éj) ) ((Xt( ))t207(a£ ))ieEa (O‘E,j))i?fj)

gibt mit

(i) a; = aV —a®  fa i€k,

)

.. 1 2 . .
(ii) qiy =] —af)  fa i
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(7ii) eine der beiden durch die gerichteten Versicherungen induzierten Gesamtzahlungs-
strome AN, A®) st P-f.s. endlich.

Die Bedingung (iii) liefert, dal der induzierte Gesamtzahlungsstrom A = AM — A®) der
Versicherung durch

V(A) = /OOO v(t)dA(t) = /OO U(t)dAgl) — /OO U(t)dA§2)

0 0

bewertet werden kann, was der zufélligen Gesamtzahlungsbilanz an abdiskontierten Zah-
lungen entspricht, denn eine der beiden Terme auf der rechten Seite ist endlich. Die Be-
wertung V' (A) ist eine [—o00, +00] wertige Zufallsvariable mit der wir den Barwert durch
EV(A) definieren konnen, sofern letzterer existiert.

Wir wollen einige Beispiele betrachten.
7.4.3 Todesfallversicherung auf ein Leben

In (7.2.9) ist der zu einer unter einem Risiko stehendem Leben gehorige Markovsche
Sprungprozel X; = 1i7+, t > 0 eingefiihrt worden. Im Sinne einer Markov Modellierung
leiten sich die unterschiedlichen Versicherungstypen durch Ausgestaltung der Leistungs-
funktionen wie im diskreten ab. Wir wollen die lebensliangliche Todesfallversicherung mit
Pramienzahlung betrachten, die durch die nichttrivialen Leistungsfunktionen o o, a; be-
schrieben wird. Die nichtnegative mefibare Funktion o gibt dabei die Todesfalleistung
an. Wir nehmen an, dafl die durch a; definierte Pramienzahlung ein Mafl mit Lebesgue-
Dichte p definiert. Kontinuierlich wird also entsprechend der Dichte ¢t — p(t) Préamien
eingezahlt. Die {ibrigen Leistungsfunktionen verschwinden und das so definierte Modell

(Xt)i20, (ai)icr, (@i j)izti)

hat einen zuféligen Gesamtzahlungsstrom A = A; + A; ¢ mit
dA;(t) = —p(t)lix,=1ydt ,  dA1o(t) = a1,0(t)dN1o(t)
Dieser wird also bewertet durch
V(A) = /[Om) aro()0()dN1o(s) = [ 0()p() 1 x,mnyds
Da N das Einpunktmafl im zufélligen Todeszeitpunkt 7" ist, gilt
V(A) = aro(T)o(T) — /0 T 0(5)p(5) 1 grasyds
und wir erhalten als Barwert

EV(A) = /0 T o(s)ao(s) f(s)ds — /0 " o(s)p(s)P(T > s)ds,

welcher analog zum einfithrenden Beispiel durch die Ubergangsintensitét p1o(t) ausge-
driickt werden kann.



