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Aufgabe 1: Zweite Fundamentalform fiir Graphen (4 Punkte)
Sei U C Rf offen, o : U — R glatt und

M = {(ug,...,w) ERXU|ug=a(uy,...,up)}

Bestimmen Sie die zweite Fundamentalform von M.

Hinweis: Sie konnen die Berechnungen aus Beispiel §3.11 (b) benutzen.

Aufgabe 2: Rotation (2 + 1 4+ 1 Punkte)

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fiir X, Y, Z € X(M) setze
rot(Z)(X,Y) :=9(VxZ,)Y)—g(X,VyZ).

Zeigen Sie:

(a) Fiir p € M héngt der Tangentialvektor (rot(Z)(X,Y)), fiir festes Z nur von X, und Y},
ab.

(b) Es gilt
rot(grad(f)) =0

fir alle f € C>°(M,R).
(c) In R? gilt mit Standardkoordinaten und Vektorprodukt x
10t(Z)(X,Y) = (X x ¥, 108(2))

wobei
rot(Z) =V xZ

wie in Analysis II.

Aufgabe 3: Ricci-Tensor (2 + 2 Punkte)

Der Ricci-Tensor einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) ist der (0,2)-Tensor definiert
durch
Ric(X,Y) := tr[Z — R(Z, X)Y]

fir X, Y, Z € X(M).
(a) Zeigen Sie, dass Ric(X,Y) = Ric(Y, X).
(b) Driicken Sie Ric lokal durch Christoffel-Symbole aus.



Aufgabe 4: Einstein-Mannigfaltigkeiten (2 4+ 2 Punkte)
Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heift Finstein-Mannigfaltigkeit, wenn es eine Zahl
A € R gibt, mit
Ric = Ag.

(a) Ist (R™, geux1) Einsteinsch?

(b) Ist $ ¢ R*! Einsteinsch?
Bonusaufgabe: Kovariante Ableitung von Tensorfeldern (2 4+ 2 Bonuspunkte)
Die zweite kovariante Ableitung fiir X, Y, Z € X(M) ist definiert durch

ViyZ = (V?Z)(X,Y):=VxVyZ - Vy,vZ .
(a) Zeigen Sie, dass V% y-Z in den Argumenten X und Y tensoriell ist, d. h. C°°(M, R)-linear.

(b) Zeigen Sie fir den Kriitmmungstensor R die Formel

R(X,Y)Z =VxyZ-VyxZ .



