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Aufgabe 1: Schnittkriimmung von Untermannigfaltigkeiten (4 Punkte)

Sei h : M — N eine Riemannsche Immersion, p € M und u, v € T,M. Sei H = span{u,v} C
T,M. Weiter bezeichnen K™ und K* die Schnittkriimmungen von M bzw. N.
Zeigen Sie:

Q(H(uﬂ u)? ]I(Uv ’U)) — g(H(u7 7})7 ]I(ua U)) ]

M o N
KY(H) = K" (Dh(p)H) + [l 2[[0]2 = g(u, v)2

Aufgabe 2: Codazzi-Gleichung (2 + 2 Punkte)

Sei h : M — N eine Riemannsche Immersion. Ein Normalenvektorfeld Z auf M ist eine glatte
Abbildung Z : M —1L M mit Z, €1, M. Seien X, Y, W € X(M) glatte Vektorfelder. Wir
definieren N

(Vx2)p = HOr(VgZ)p,

wobei X und Z glatte Vektorfelder in N nahe h(p) sind, die X bzw. Z fortsetzen. Weiterhin
setzen wir

(ViwI)(X,Y) = Vi (I(X,Y)) - (VM X, Y) — I(X, ViY).

(a) Zeigen Sie, dass VIl ein symmetrischer (0,2)-Tensor mit Werten in L M ist, d.h.
C*°(M,R)-linear in beiden Komponenten und (Vi I)(X,Y) = (Vi) (Y, X) .

(b) Beweisen Sie die Codazzi-Gleichung

nor(R(X,Y)W) = (VxI)(Y, W) — (VyI)(X,W).

Aufgabe 3: Zweite Bianchi-Identitéit (4 Punkte)

Wir betrachten eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g). Die kovariante Ableitung VR des
(1,3)-Tensors R ist der (1,4)-Tensor definiert durch

(VwR)(X,Y)Z := Vg (R(X,Y)Z) — R(VwX,Y)Z — R(X,VwY)Z — R(X,Y)VwZ

fir W, X, Y, Z € X(M).
Zeigen Sie die 2. Bianchi-Identitdit

(VwR)(X,Y)Z + (VxR)(Y,W)Z + (VyR)(W,X)Z = 0.



Aufgabe 4: Spurensuche (1 4+ 1 + 2 Punkte)

Wir betrachten wieder eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M™, g) der Dimension n > 2.

(a) Zeigen Sie, dass es lokal einen orthonormalen Rahmen gibt, d.h. lokale Vektorfelder E;,
die in jedem Punkt eine Orthonormalbasis des Tangentialraums bilden.

(b) Die Skalarkrimmung ist definiert durch
Scal = ) " Ric(E;, Ey),
=1

wobeil F; ein orthonormaler Rahmen ist.

Uberlegen Sie sich, dass die Skalarkriimmung nicht von der Wahl des orthormalen Rah-
mens abhangt.

(c) Zeigen Sie:
dScal(Y) =2 (Ei(Ric(E;,Y)) — Ric(Vg E;, Y) — Ric(E;, Vg, Y)),
=1

fiir einen orthonormalen Rahmen FE;.

Hinweis: Finden Sie Spuren der 2. Bianchi-Identitét.

Bonusaufgabe: Einstein-Mannigfaltigkeiten revisited (4 Bonuspunkte)

Sei (M™, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 2. Angenommen es gibt ein
f e C®(M,R) mit
Ric=f-g.

Zeigen Sie, dass dann f schon konstant ist, also (M, g) eine Einstein-Mannigfaltigkeit ist.
Was passiert in Dimension 27

Hinweis: Benutzen Sie die Aufgabe 4.



