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Aufgabe 1: Mannigfaltigkeitenrecycling (2 + 2 Punkte)

Seien (M,A) und (N,B) differenzierbare Mannigfaltigkeiten.

(a) Sei W ⊂M offen und sei

A|W := {x ∈ A |x : U → U ′ Karte mit U ⊂W}.

Zeigen Sie, dass (W,A|W ) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist und dass die Inklusion
ι :W →M eine differenzierbare Abbildung ist.

(b) Zeigen Sie, dass

C := {x× y : U × V → U ′ × V ′ |x : U → U ′, y : V → V ′ Karten von M bzw. N}

ein Atlas aufM×N ist. Konstruieren Sie daraus einen maximalen Atlas Ĉ, um aufM×N
eine differenzierbare Struktur zu definieren.

Zeigen Sie damit, dass für die differenzierbare Mannigfaltigkeit (M × N, Ĉ) die Projek-
tionen p1 :M ×N →M und p2 :M ×N → N differenzierbare Abbildungen sind.

Aufgabe 2: Vektorbündelprojektion (4 Punkte)

Sei V π→ B ein Vektorbündel. Zeigen Sie, dass π eine offene Abbildung ist, d.h. Bilder offener
Mengen sind offen.

Aufgabe 3: Die projektive Gerade (4 Punkte)

Betrachten Sie die projektive Gerade RP 1, die definiert ist als der topologische Raum

RP 1 = (R2 \ {0})/ ∼ .

Dabei gelte x ∼ y genau dann, wenn es ein λ ∈ R \ {0} mit x = λy gibt.

Zeigen Sie, dass RP 1 eine differenzierbare 1-Mannigfaltigkeit ist.

Hinweis: Betrachten sie die offenen Teilmengen U1 := {[(x1, x2)] ∈ RP 1 |x1 6= 0} und U2 :=
{[(x1, x2)] ∈ RP 1 |x2 6= 0} und die Abbildungen

ϕ1 : U1 → R, [(x1, x2)] 7→
x2
x1

und
ϕ2 : U2 → R, [(x1, x2)] 7→

x1
x2
.
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Aufgabe 4: Atlanten von R (2 + 2 Punkte)

Seien
A1 := {x1 : R→ R} mit x1(v) = v für v ∈ R

und
A2 := {x2 : R→ R} mit x2(v) = v3 für v ∈ R

Atlanten von R.

(a) Zeigen Sie, dass die maximalen Atlanten Â1, Â2 von A1 bzw. A2 verschieden sind.

(b) Zeigen Sie: (R, Â1) und (R, Â2) sind diffeomorph.

Bonusaufgabe: Unendlich viele differenzierbare Strukturen (4 Bonuspunkte)

Zeigen Sie, dass jede topologische Mannigfaltigkeit positiver Dimension mit mindestens einer
differenzierbaren Struktur unendlich viele unterschiedliche differenzierbare Strukturen besitzt.
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