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Aufgabe 1: Metrische Rdume (2 + 2 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass jeder eigentliche metrische Raum (X, d) vollstédndig ist. Dabei ist ein
metrischer Raum eigentlich, falls abgeschlossene und beschrénkte Teilmengen kompakt
sind.

(b) Gilt auch die Umkehrung, wenn man zusétzlich fordert, dass X lokalkompakt ist?

Aufgabe 2: Hyperboloid Modell des Hyperbolischer Raum (1 + 1 4+ 2 Punkte)
Auf R betrachten wir die Bilinearform
l
B(u,v) = —ugvg + Z UV,
j=1

fir u = (ug, u1,...,w) und v = (v, v1,...,v]).
Wir setzen
H=H":={peR*"py>0und B(p,p) = —1}.

(a) Zeigen Sie, dass H eine zusammenhingende [-dimensionale Untermannigfaltigkeit von
R ist.

(b) Zeigen Sie, dass
TH = {(p,u) € {p} x R™"'| B(p,u) = 0}

fir p € H.

(c) Zeigen Sie, dass durch
gp((p, ’LL), (p) U)) = B(Ua U)

eine Riemannsche Metrik auf H definiert ist.

Aufgabe 3: Projektive Riume (2 + 2 Punkte)

Sei K=Roder K=C,U ={z€K| |z| =1} und d = dimp K = 1, 2.

Wir definieren fiir m > 1 den projektiven Raum vom Grad m durch
KP™ — Sd(m—l—l)—l/ ~

(m+1)—

wobei u ~ v fiir u,v € §¢ I K™ genau dann, wenn es ein z € U gibt mit v = zv.



(a) Wir fassen u € Sdm+1)—1 g]s Spaltenvektor auf. Zeigen Sie, dass die Abbildung

A Sd(m—‘rl)—l N K(m+1)x(m+l)’ w— u- ﬂT
durch KP™ faktorisiert, d.h. es gibt ein kommutatives Diagramm

gd(m+1)—1 A K(m+1)x(m+1)

wobei u die Quotientenabbildung ist. Zeigen sie weiter, dass p injektiv und stetig ist.

(b) Setzt man
U; = {[u] € H| uw e $Um+D=1 4, £ 0}

fiir j = 0,...,m, so erhélt man einen vertraglichen Atlas bestehend aus m + 1 Karten
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Zeigen sie, dass dann p eine glatte Einbettung ist.

Aufgabe 4: Hyperbolischer Levi-Civita Zusammenhang (2 4+ 2 Punkte)
Sei H = H! wie in Aufgabe 2. Fiir p € H definieren wir
mp: R = TH, v (p,v — B(p, v)p)
(a) Zeigen Sie, dass der Levi-Civita Zusammenhang von (H, g) durch
VxY =mp(VY)
gegeben ist. Dabei sind X und Y Vektorfelder auf H und X bzw. Y Fortsetzungen davon.
(b) Folgern Sie, dass die Kurven
c(t) = (cosh(t), uy sinh(t), ..., u;sinh(t))

fiir u; mit u? +... 4+ u? = 1 Geoditen in H sind. Skizzieren Sie diese fiir [ = 2.

Bonusaufgabe: Exponentialfunktion auf der Sphéire (2 4+ 1 + 1 Bonuspunkte)

a) Zeigen Sie, dass die Exponentialfunktion auf der 2-Sphare fiir p € C urc
(a) Zeigen Sie, dass die E ialfunkti f der 2-Sphiire fiir p € $2 C R? durch

. v
exp,, : Tp$% \ {0} = §°, exp,(v) = cos(||v]|)p + sin(||v]))

o]

gegeben ist. Dabei fassen wir 7),$% als Unterraum von R? auf.
(b) Geben Sie die maximale offene Kugel Bg(0) C T,$? an, auf der exp, injektiv ist.

(c) Geben Sie die Standard-Metrik von $? in Normalkoordinaten an.



