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Aufgabe 10.1 (4 Punkte)

Sein € N,n > 1, K ein Kérper und V ein (n+ 1)-dimensionaler K-Vektorraum.
Sei A(V) der Fahnenkomplex zu V und cham(A(V)) die Menge der Kammern
in A(V). Sei weiter 0 : cham(A(V)) x cham(A(V)) — Sym(n+1) die in der Vor-
lesung definierte Sym(n + 1)-wertige Abstandsfunktion auf cham(A(V')). Durch
C ~,, D= §(C,D) € {id,s; = (i,i + 1)} wird cham(A(V)) ein Kammernsy-
stem.

Zeige: Das Kammernsystem (cham(A(V)), (~s,)icq1
vom Typ A,.

n}) ist ein dickes Gebéude

.....

Lésung: Wir miissen zeigen, dass A(V) die Gebdudeaxiome (G1’) und (G2)
erfiillt und dick ist, d.h. dass jede Aquivalenzklasse [C]; mindestens 3 Kammern
enthilt.

Zu (G1’) und ,A(V) dick“: Nach Aufgabe 2.2 ii) ist ~, eine Aquivalenzrelation.
Zu zeigen: Fiir jedes C' € cham(A(V)),7 € {1,...,n} enthilt [C]s;, mindestens
drei Kammern. Seii € {1,...,n} festund C = {V; C ... CV,},dimV} = k eine
beliebige Kammer. Setze zudem Vy = {0} und V,,41 = V. Nun ist V;41/V;_1 ein
2-dimensionaler K-Vektorraum. Wihle € V; \ V;_; und y € V;41 \ V;. Dann
gilt auch z +y € Vi1 \ Vi.

Definiere Kammern C' = {U; C ... C U/} und ¢" = {Uy C ... C U/} durch
Ui =V; = U} fir j # i, Ul = Vioy + (y) und U = V.1 + (z + y). Wegen
y ¢ Vi,x+y ¢V gilt offenbar U] # V; und U/ # V;, also C # C’ und C # C”.
Nun gilt auch C’ # C”. Per Widerspruch: Angenommen es wire U/ = U/, also
inbesondere = +y € U] = V;_1 + (y). Dann giibe es v € V;_; und a € K mit
x4y = v+ ay. Unmstellen der Gleichung liefert (o — 1)y =z —v € V.

Aus y ¢ V; folgt somit & = 1 und = = v € V;_1 im Widerspruch zur Wahl von
reVi\Vioi. ¢

Nach Aufgabe 2.2 i) gilt nun §(C,C") = 6(C,C") = §(C’",C") = s;. Nach Defi-
nition gilt C' ~;, C" und C ~,, C”, d.h. [C],, enthélt mindestens 3 Elemente.
Zu (G2): Sei w = s;, - ... - 8, eine reduzierte Darstellung von w € Sym(n + 1)
und C, D € cham(A(V)) zwei Kammern. Zu zeigen: Es gilt 6(C, D) = w genau
dann, wenn in A(V') eine Gallerie von C nach D von Typ (si,, . .., s;, ) existiert.
»=* Diese Implikation wurde bereits in Aufgabe 2.2 iii) bewiesen.

»<=“ Sei Cyp = C,...,Cr = D eine Gallerie vom reduzierten Typ (s;,...,Si, ).
Zu zeigen: 6(C, D) = 84, + ... 84,

Per Induktion nach k: Fiir £ = 0 gilt C = D und es ist nichts zu zeigen. Fiir
k=1git C # D sowie C = Cy ~sil C1 = D und somit nach Definition
5(0, D) = S4;-

Induktionsschritt & — 1 — k: Die Gallerie (C' = Cy, Cy,...,Ck—1) ist von redu-
ziertem Typ (84, ..., Si,_, ). Nach Induktionshypothese gilt

(5(07 Ckfl) =S4y e Sip_q-



Schreibe C ={U; C ... CU,}LCr1 ={Vi C...CV,}und D ={W; C ... C W, }.
Setze 7 := 0(C, D) und 7" := 6(C, Cy—1) = i, * ... 85, _,. Wegen Cy_1 ~s, D
gilt nach Aufgabe 2.2 i) V; = W fiir alle j # 45, und V;, # W;,. Aus Aufgabe
2.1 wissen wir aber, dass 7(i) = min{j | W; € W;_1 + U, } und entsprechend
7'(3) =min{j | V; C Vi_1+U;} gilt. Wegen V; = W fiir alle j # i) erhalten wir

also 7(i) = #'(4) fiir alle ¢ € {1,...,n} \ {ik, ix+1}. Somit gilt entweder m = 7’
oder 7 =7’ - 5;, . Wir behaupten, das der zweite Fall zutreffen muss.
Per Widerspruch: Angenommen, esseim = 7/, also 6(C, D) =7 =7 =85, - ... -S4 _,-

Nach Aufgabe 2.2 iii) existiert eine Gallerie C' = C},C1,...C},_; = D von re-
duziertem Typ (s;,,...,8i, ;). Nun haben die Gallerien (Cj);, (C?); verschie-
dene Léngen und es existiert daher ein j € {1,...,k — 1} mit C; # C’j’-. Ohne
Einschrinkung sei j = 1. (Sonst vergesse den gemeinsamen Anfangsteil beider
Gallerien.)

Wegen C' ~;, C; und C ~g, C] folgt mit Transitivitit Cy ~,, C]. Dann
sind (C1,Cs,...,C, = D) und (C1,C1,C%,...,C)_; = D) Gallerien von Cy

nach D von reduziertem Typ (si,,...,si,) bzw. (S, ..., S, _, ). Nach Indukti-
onsvoraussetzung gilt s;, - ...-s;, = 0(C1,D) = s;, - ...+ s;,_,. Damit erhalten
wir:

W =84 *vee Sy, = Sy e Siy Sy, = Sig o0 Sip_g é
Dies steht im Widerspruch dazu, dass w = s;, -. . .-s;, eine reduzierte Darstellung
ist. Also war die Annahme 7 = 7’ falsch und es gilt # =7’ s;, = 84, ...~ Sip_, -

s, = w. Damit ist das Axiom (G2) nachgewiesen.
Insgesamt ist A(V') ein dickes Geb#dude vom Typ A,,.

Aufgabe 10.2 (6 Punkte)

Sei G = {g € Sym([—-n,n]) | g(i) = —g(—i) fiir alle i = 1,...n} die Gruppe der
Permutationen mit Vorzeichen (wie auf Blatt 5). Zeige: G ist isomorph zu der
Isometriegruppe eines n-dimensionalen Wiirfels.

Lésung: Wir fassen den n-dimensionalen Wiirfel als Teilraum [—1, 1] C R™ auf.
Wir zeigen die Aussage nun in den folgenden sechs Schritten:

a) Konstruktion einer isometrischen Gruppenwirkung von G auf [—1, 1]™:
Nach der *)-Aufgabe auf Blatt 5 hat G die Présentierung:

G ={0,51,...,8n_1| 0% 52 (051)%, (05;)? filr j > 2, (si8i41)°, (s485)? fiir [i—j]> 2)
Definiere nun eine Wirkung von G auf [—1, 1]™ durch

o(x1,...,2y) = (—x1,22,...,2,) und

Si(w17 . 7:En) = (xlu L 7xi717xi+17$’i7$i+27 LY Jmn)'

Beh.: Dies induziert einen Gruppenhomomorphismus ¢ : G — Isom([—1, 1]™).
Offensichtlich sind die oben definierten Abbildungen fiir o und die s; Iso-
metrien. (Sie bilden z.B. die Standard-Orthonormalbasis ey, . . ., e, wieder
auf eine ONB ab.)

Es geniigt also zu zeigen, dass die Relationen von G erhalten werden. Wir
rechnen das fiir die Relation (0s1)* nach. (Fiir die anderen Relationen
sieht man das sehr leicht.) Sei (z1,...,2,) € [—1,1]" beliebig.

Dann gilt: os1(x1,...,2,) = o(x2, 21,23, ...,T,) = (—T2,T1,23,...,Tp)-



Dies liefert:

(os1)*(x1,...20) = (081)%(—22, 21,23, ..., 2y)
= (031)2(—961, —Z9, X3y ..y Tp)

= os1(xe, —x1,T3,...2,) = (T1,T2,T3,...Tp)

Somit wirkt (os;)?* trivial. Da die Relationen erhalten werden, setzt sich
obige Zuordnung nach der universellen Eigenschaft der Prasentierung fort
zu einem Gruppenhomomorphismus ¢ : G — Isom([—1, 1]").

Im Folgenden zeigen wir, dass ¢ ein Isomorphismus ist.

Behauptung: Eine Isometrie a € Isom([—1,1]™) wird durch das Bild auf
der Eckenmenge V = {—1,1}" eindeutig bestimmt.

Beweis: Sei a € Isom([—1,1]") eine beliebige Isometrie. Da die Ecken
genau die Punkte in [—1,1]™ von maximalem Abstand zum Mittelpunkt
(0,...,0) sind, bildet o Ecken wieder auf Ecken ab. Desweiteren ist [—1,1]™
bzgl. der Standardmetrik eindeutig geodétisch und « bildet Geodéten
(kiirzeste Verbindungen) wieder auf Geoditen ab. Damit legen die Bil-
der der Ecken auch die Bilder aller Punkte auf den Kanten des Wiirfels
fest. Analog legen die Bilder der Kanten wiederum die Bilder der 2-
dimensionalen Seitenflichen des Wiirfels fest. Induktiv wird durch die Bil-
der der Ecken damit das Bild des gesamten Rands festgelegt und schlief3-
lich liegt jeder Punkt p im Inneren des Wiirfels auf einer Geodiite, die
zwei Randpunkte x,y verbindet. Mit dem vorhergehenden Konvexitétsar-
gument ist «(p) durch die Bilder a(z), a(y) wieder eindeutig festgelegt.

Behauptung: G wirkt mittels ¢ transitiv auf der Eckenmenge V.

Beweis: Offenbar wirkt Sym(n) = (s1,...s,—1) € G transitiv auf den
Ecken ,,mit gleich vielen Vorzeichen“, d.h. Sym(n) wirkt transitiv auf der
Menge Vi, = {x € V' | #{i | ; = —1} = k} fiir jedes k € {0,...,n}. Weiter
gilt o(1,...,1) = (—=1,1,...,1). Setze o) := Sg—1...51081 ...8Sx—1. Dann
gilt o (z1, ..., x0) = (X1, -, — Tk, ..., Ty). Alsogilt oy ... op(1,...,1) € Vi
fiir alle £ =1, ...n. Folglich wirkt G transitiv auf V.

Behauptung: Eine Isometrie a € Isom([—1,1]") wird durch das Bild einer
Ecke v und all ihrer Nachbarn (d.h. der Ecken mit Abstand 1) eindeutig
festgelegt.

Beweis: Sei a € Isom([—1,1]™). Sei vg = v = (21,...,Zp).
Seien v; = (1,...,—%4,...,%,) die n zu v benachbarten Ecken. Fiir alle
1,7 €{1,...,n},i # j gibt es nun eine eindeutige von v verschiedene Ecke

V5, die zu v; und v; benachbart ist, ndmlich
Vi3 = ([El,...,—fbi,...7—Ij7...,$n).

Da «a benachbarte Ecken auf benachbarte Ecken abbildet, ist nun a(v; ;)
die eindeutige Ecke, die verschieden von a(v) und zu a(v;) sowie a(v;) be-
nachbart ist. Damit ist das Bild von a auf jedem 2-dimensionalen Teilwiirfel
von [—1,1]" festgelegt.

Sind nun 4, j,k € {1,...,n} paarweise verschieden, so gibt es eine eindeu-
tige Ecke v; ; ;, die zu v; j, v, und v; ;, benachbart ist, ndmlich

Vijk = (T1, .00y —Tiy ooy, —Tj, oo, —Thy o v, Tpy)e



Wie oben ist a(v; ;1) eindeutig durch die Bilder a(v; ;), o(v;,%) und o(v; &)
bestimmt. Somit ist das Bild von « auf jedem 3-dimensionalen Teilwiirfel
von [—1,1]" festgelegt.

Induktiv erhalten wir hieraus, dass die Bilder von v und den benachbarten
Ecken das Bild von « auf jedem k-dimensionalen Teilwiirfel (k < n) von
[—1, 1]™ festlegen.

Behauptung: Der Stabilisator Isom([—1,1]™),, der Ecke vy = (1,...,1)

ist isomorph zu Sym(n) und im Bild von ¢ enthalten. Insbesondere folgt,
dass ¢ surjektiv ist.

Beweis: Da Isometrie benachbarte Ecken auf benachbarte Ecken abbilden,
operiert der Stabilisator Isom([—1, 1]™),, auf den n Nachbarn von vg.

Diese Wirkung induziert einen Gruppenhomomorphismus

¥ : Isom([—1,1]")y, — Sym(n). Da nach d) jede Isometrie durch das Bild
einer Ecke und deren Nachbarn eindeutig festgelegt wird, ist 1 injektiv.
Nach Konstruktion der Wirkung von G, erzeugen die Bilder ¢(s1), ..., ¢(Sn—1)
jede Permutation der Nachbarn von vy.

Somit ist ¢ surjektiv und Isom([—1,1]")y, = (@(s1),.-.,¥(Sn—1)) ist im
Bild von ¢ enthalten. Noch zu zeigen: ¢ ist surjektiv.

Sei a € Isom([—1,1]™) beliebig. Da G transitiv wirkt, gibt es ¢ € G mit
¢(g)(vo) = a(vo). Dann gilt p(g~")a(vo) = vo, also (g~ )er € Isom([—1, 1),
Wegen Isom([—1,1]"),, C ¢(G) existiert h € G mit p(h) = ¢(g~1)a. Dar-
aus erhalten wir a« = ¢(g)@(h) = p(gh). Da a € Isom([—1, 1]") beliebig
war, ist ¢ somit surjektiv.

Behauptung: Der Homomorphismus ¢ ist injektiv.

Beweis: Da G transitiv auf V' wirkt, wirkt auch Isom([—1,1]™) transitiv
auf V. Weiter gilt nach e) #Isom([—1,1]™),, = #Sym(n) = nl. Mit der
Bahnengleichung erhalten wir:

#Isom([—1,1]") = #Isom([—1,1]")y, - #V =n!- 2"
Nach Aufgabe 5.3 b) gilt aber auch G = (Z/2Z)" x Sym(n), d.h.
#G = #(Z/27Z)" - #Sym(n) = 2" - n! = #Isom([—1,1]").
Da G und Isom([—1,1]") die gleiche endliche Ordnung haben und der

Homomorphismus ¢ : G — Isom([—1, 1]™) surjektiv ist, ist ¢ auch injektiv,
also ein Isomorphismus.



