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2. Geometrische Realisierung

Jedem simplizialen Komplex K = (E,S) wird ein topologischer Raum
|K|, seine geometrische Realisierung, zugeordnet. Zunéachst definieren wir die
Menge |K| und danach zwei Topologien auf dieser Menge.

Sei |K| die Menge aller Funktionen o« : E — [0,1] mit den folgenden
Eigenschaften:

(1) {e € E | a(e) > 0} ist ein Simplex von K.

(2) Ve ale) = L

Auf |K| definieren wir eine Metrik d durch

d(a, ) = (Y (ale) — Be))*)?.

ecE

Wir bezeichnen |K| zusammen mit dieser metrischen Topologie durch |K|q.
Jede Ecke e € E liefert eine stetige Abbildung

|Kla = R, a~— ale).

Die Zahlen (a(e) | e € E) heifien die baryzentrischen Koordinaten von c.
Die metrische Topologie ist oft ungeeignet, wenn K nicht lokal endlich ist.
Wir definieren eine weitere Topologie auf |K|. Fir s € S sei |s| C |K| durch

|s| = {a € |K| | ale) # 0= e € s}

definiert und abgeschlossenes Simplez von |K| genannt. Wenn wir die Ele-
mente von s als Basis eines Vektorraumes IR(s) iiber IR verwenden, so ist der

Teilraum |s| =: |s|q von |K|4 zu der kompakten Teilmenge
{ere \ Zme — il [ S 1} C R(s)
ecs

homéomorph. Die Teilraumtopologien von |si|g N [s2|q in [s1]q und in [s2[q
stimmen iiberein und sind gleich derjenigen von |s1Ns2|4, sofern s;Nsy # 0 ist.
Wir erkliren die Komplextopologie auf |K| dadurch, da8 eine Menge A C |K]|
genau dann abgeschlossen sein soll, wenn fiir alle s € S der Schnitt AN|s|q in
|s|4 abgeschlossen ist. Die Teilraumtopologie von |s| in der Komplextopologie
ist weiterhin |s|q. Wir nennen |K| mit der Komplextopologie die geometrische
Realisierung von K und verwenden fiir diesen topologischen Raum ebenfalls
das Symbol |K|. Aus der Definition der geometrischen Realisierung ergeben
sich unmittelbar die beiden folgenden Aussagen.

(2.1) Satz. Die kanonische Abbildung [],cg|s| — |K|, die auf jedem |s| die
Inklusion ist, wird beziglich der Komplextopologie eine Identifizierung. ad
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(2.2) Satz. Fine Abbildung f : |K| — Y in einen topologischen Raum Y ist
genaw dann stetig, wenn die Einschrankung auf jedes abgeschlossene Simplex
stetig 1st. O

Nach (2.2) ist die Identitat |[K| — |K|q immer stetig.

In der Elementargeometrie ist ein (geometrisches) g—Simplex die konvexe
Hiille von g+1 affin unabhéangigen Punkten. Die Aussage (2.1) ist der eigentli-
che Sinn der geometrischen Realisierung: Geometrische Simplexe werden ent-
lang gemeinsamer Seiten verheftet. Die Datenstruktur K = (E, S) kodifiziert,
welche Seiten als ,,gemeinsam“ anzusehen sind. Das wird noch deutlicher,
wenn wir iiber Polyeder in euklidischen Raumen sprechen.

Sei L ein Unterkomplex von K. Wir kénnen |L| kanonisch mit einer Teil-
menge von |K| identifizieren, und |L| trdgt die Teilraumtopologie von |K]|,
denn um eine Teilmenge von |L| als abgeschlossen zu erkennen, miissen wir
nur mit Simplexen |s| aus |L| schneiden. Die Teilraumtopologie der Menge
|L| C |K|g liefert den Raum |L|4, und |L|4 ist in |K|q abgeschlossen.

Ist (L; | j € J) eine Familie von Unterkomplexen von K, so sind auch die
Vereinigung | J L; und der Durchschnitt () L; Unterkomplexe, und es gelten
die Relationen |J |L;| = |J L;| und N |L;| = | L;|.

Fiir jedes Simplex s von K wird das offene Simplex (s) C |K| als der
Teilraum

(s) ={a€|K||ale) #0 & e € s}

definiert. Das Komplement [s| \ (s) =: d|s| ist der kombinatorische Rand von
|s|; er ist die geometrische Realisierung des Unterkomplexes, der aus allen
echten Seiten von s besteht. Die Menge |K| ist die disjunkte Vereinigung der
(s),s € S. Im allgemeinen ist (s) keine offene Menge in |K|, jedoch ist (s)
immer offen in |s|.

Ein Homoomorphismus ¢ : |K| — X heifit Triangulierung des Raumes
X. Ein berithmtes Problem der Topologie ist die Frage, ob jede Mannigfal-
tigkeit eine Triangulierung besitzt (triangulierbar ist). Die Triangulierbarkeit
der Flichen wurde von RADO [1924] gezeigt, die der 3-Mannigfaltigkeiten
1951 von Moise (siche MoOISE [1977] fiir Literatur und weitere Beweise).
Glatte Mannigfaltigkeiten sind triangulierbar, die Triangulierung kann so-
gar so gewahlt werden, daf sie auf jedem Simplex eine glatte Einbettung
ist (J.H.C. WHITEHEAD [1940]; fiir Beweise auch MUNKRES [1966]).

Wir untersuchen jetzt genauer die Topologie der geometrischen Realisie-
rung. Sei weiterhin K = (E, S) ein simplizialer Komplex.

(2.3) Satz. Ist AcC |K

kompakt, so trifft A nur endliche viele Simpleze.

Beweis. Sei B C A eine Menge, die aus jedem von A getroffenen offenen Sim-
plex genau einen Punkt enthélt. Ist C C B, so ist fiir jedes Simplex s die




198 III. Zellenkomplexe

Menge C N |s| endlich, also abgeschlossen. Demnach ist jede Teilmenge von
B abgeschlossen, also B ein diskreter Raum. Ware B unendlich, so hétte B
in der kompakten Menge A einen Haufungspunkt, was der Diskretheit wider-
sprache. O

Wir folgern, dal |K| genau dann kompakt ist, wenn K endlich ist. Fiir
endliches K ist die Identitdt |[K| — |K |4 ein Homéomorphismus. Da |K|, als
metrischer Raum separiert ist und die Identitat |K| — | K|4 stetig, so ist auch
|K| immer separiert.

Fiir jede Ecke e € E heifit

St(e) = {a € |K] | ale) #£0}

der Stern von e. Da a — «fe) stetig ist, so ist St(e) in |K|; und folglich
in |K| offen. Wenn wir e mit der Funktion a(e) = 1,a(e’) = 0 fiir e # €
identifizieren, so ist also St(e) eine offene Umgebung von e.

(2.4) Satz. Sei K ein simplizialer Komplex. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:
(1) K ist lokal endlich.
(2) |K| ist lokal kompakt.
(3) Die Identitat |K| — |K|q ist ein Homéomorphismus.
(4) | K| ist metrisierbar.
(5) Jeder Punkt von K hat eine abzihlbare Umgebungsbasis.

Beweis. (1) = (2). Sei a € |K|q. Dann ist . € St(e) fiir eine Ecke e € K. Da
K lokal endlich ist, so ist e Ecke von nur endlich vielen Simplexen s;,j € J.
Deshalb ist St(e) in der kompakten Menge ;. ; |s;| = B enthalten. Es ist B
die geometrische Realisierung eines endlichen Unterkomplexes L von K. Weil
a € St(e) C |L|q ist, liegt @ im Inneren von |L|4 und folglich auch im Inneren
von |L| beziiglich |K|. Demnach ist |L| eine kompakte Umgebung von a.

(2) = (3). Wir zeigen, daB |K| — |K|g4 eine offene Abbildung ist. Sei U
offen in |K| mit kompaktem AbschluB. Jede offene Menge in |K| ist Verei-
nigung von solchen U, da |K| lokal kompakt ist. Wir miissen zeigen, dafl U
in |K|g4 offen ist. Nach (2.3) gibt es einen endlichen Unterkomplex L von K,
so daB U C |L|. Sei K; der durch K; = {s € K | |s|NU = 0} definierte
Unterkomplex von K. Fiir s € K \ K ist dann |s| N U eine nicht-leere offene
Teilmenge von |s|. Also ist (s) NU # 0 und erst recht (s) N |L| # (0. Letzteres
besagt aber, da8 s im Unterkomplex L enthalten sein muff. Wir haben damit
K = K UL gezeigt. Da L endlich ist, so ist |L| — |L|4 ein Hom6omorphismus.
Also ist U in |L|4 offen; und da |K;|q in |K| abgeschlossen ist, so ist U auch
in |L|g \ |K1|a offen. Wegen |L|q \ |K1la = |K|a \ | K1|a ist U in |K|q offen.

(3) = (4). Mit |K|, ist auch der homdomorphe Raum |K| metrisierbar.

(4) = (5). In einem m
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(4) = (5). In einem metrischen Raum haben alle Punkte eine abzahlbare
Umgebungsbasis.

(5) = (1). Angenommen, K sei nicht lokal endlich. Wir wéhlen eine Ecke
e € K, die unendlich vielen Simplexen s1, 82, .. angehort und eine Umge-
bungsbasis (U; | 7 = 1,2,...) von e. Wir konnen ohne wesentliche Ein-
schrinkung U; D U;y1 annehmen. Fiir jedes i ist (s;) NU; # 0, denn e ist
Beriihrpunkt von (s;). Sei a; € (s;) N U; ausgewdhlt. Dann ist e Limes der
Folge (a;), weil o € U; fiir j 2> 1. Andererseits ist die Menge {e, a1, a2, .-}
diskret, da sie jedes offene Simplex héchstens in einem Punkt trifft. O

Eine geometrische Realisierung 148t sich auch fiir simpliziale Mengen oder
sogar simpliziale Rdume definieren. Sei K : A — TOP ein simplizialer Raum.

Dann wird die geometrische Realisierung als Quotientraum von 1,50 Aln] x
K|[n] definiert, wobei jeweils (A(a)z,y) mit (z, K(a)y) fir o : [m] — [n], z €
Alm), y € K|[n] identifiziert wird. Fiir eine Analyse dieser Konstruktion siehe
G ABRIEL-ZISMAN [1967], LAMOTKE [1968], FRITSCH—PICCININI [1990]. DaB
auch die Verwendung simplizialer Riume interessant ist, wird durch SEGAL
[1968] demonstriert. Begriffsbildungen dieser Art sind besonders durch die
topologische Definition der algebraischen K—-Theorie von QUILLEN [1973] und
WALDHAUSEN [1985] wichtig geworden.

Sei ikl = {1, Sy) A K= (E5,S») eine simpliziale Abbildung. Sei
a: By — [0,1] aus |K;|. Durch

fl(@): B2 = [0,1], ex— » ofe)

fe)=e2

wird eine stiickweise lineare Abbildung |f| : [K1| — |K2|, die geometrische
Realisierung von f, definiert. Damit wird die geometrische Realisierung ein
Funktor.

(2.5) Aufgaben und Ergénzungen.
1. Eine offene Teilmenge eines euklidischen Raumes ist triangulierbar.

2. Ein Morphismus zwischen simplizialen Riumen induziert eine stetige Ab-
bildung ihrer geometrischen Realisierungen.

3. Eine Triangulierung eines Raumes ist eine sehr starre Struktur. Fiir die
flexible Verwendung der simplizialen Komplexe in der Topologie sind deshalb
Unterteilungen ein wichtiges Hilfsmittel. Eine formal definierbare Unterteilung
ist die baryzentrische. Sei K = (E, S) ein simplizialer Komplex. Wir definie-
ren einen neuen Komplex, die baryzentrische Unterteilung, T (K =(S;15");
wobei {s0,.-.,8.} € S’ genau dann, wenn s; echte Seite von s;,1 ist. Es gibt
einen Homoomorphismus |K| = |[UT(K)|. Geometrisch gesehen sind die Eck-
punkte von |UT(K)| die Schwerpunkte der Simplexe von |K|. Man tiberlege
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sich im einzelnen fiir ein 2-Simplex diese Unterteilung.

4. Ein Prisma A(q) X I besitzt eine Triangulierung mit ¢ + 1 Simplexen der
Dimension ¢+ 1. (Man bilde den Join der von {0,...,i} x 0 und {i,...,¢} x1
aufgespannten Seiten von A(g) x 0 und A(g) x 1.)

5. Die Funktionen o : |[K| — [0, 1], e — a(e) bilden eine verallgemeinerte
Partition der Eins. Nach VI(4.4) bilden die Mengen St(e), e € E, eine nu-

merierbare I"Iberdeckung von |K|[. Nach II(1.5) ist die Identitiit |K| — |K]|4
immer eine Homotopieiquivalenz.

6. Sei (\; : X — [0,1] | j € J) eine Partition der Eins auf dem Raum
X. Wir definieren einen simplizialen Komplex K = (J,8) durch s € § «
Mjes A7 10,1] # 0. Es gibt die kanonische Abbildung X : X — |K|,, Az) :
J = Aj(z). Wegen der lokalen Endlichkeit der Tréger ist A stetig. (Partitionen

der Eins sind also im wesentlichen dasselbe wie Abbildungen in simpliziale
Komplexe.)

3. Simpliziale Polyeder

Punkte e,...,e; des IR" sind affin unabhingig, wenn aus den Relationen
¥Xie; =0 und £); = 0 immer folgt, daB8 alle \; = 0 sind. Gleichbedeutend
damit ist, daB die ey, ... »€k nicht in einem (k — 1)-dimensionalen affinen
Unterraum liegen. Sind ey, . . . sex affin unabhingig, so ist das von €, -

R )
aufgespannte k—Simplex

k
{Z/\iei l )\z Z O, 2)\1 = 1}
2=()
die kleinste konvexe Teilmenge des IR", die alle e; enthilt. Diese Menge ist
homéomorph zur geometrischen Realisierung des Komplexes, der aus allen
nicht-leeren Teilmengen von {eo, ..., e} besteht.

Zu einem simplizialen Komplex K = (E,S) und einer Familie (z, |e € E)
von Punkten des IR™ betrachten wir die stetige Abbildung

(3.1) f: K| -R" a— Za(e)xe.

Ist (3.1) eine Einbettung, so nennen wir das Bild von f ein simpliziales Po-
lyeder im IR™ vom Schema K. Ferner nennen wir das Polyeder f(|K|) eine
Realisierung von K als Polyeder im IR".

Der néchste Satz ist das Analogon des Whitneyschen Einbettungssatzes
fir Polyeder.

(3.2) Satz. Sei &
Dann hat K eine
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(3.3) Aufgaben und
1. Sei X eine n—Manms
eine Triangulierung wom
dimensionaler Komplex.
2. Nicht jeder 2-dime:
Eigenschaften hat eine
Komplex K heifle Flar

(1) K ist abzahlbar.

(2) Jedes Nullsimple

(3) Jede Kante ist
Simplexen.




