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Aufgabe 3.1

Zeigen Sie, dass die folgenden Inklusionen echt sind:

{p : R = R | ¢ isometrische Einbettung } C {¢ : R — R | ¢ Lipschitz-stetig }
C{p:R — R| ¢ gleichmiBig stetig }
C{p:R—> R| ¢ stetig }

Aufgabe 3.2
Sei X ein metrischer Raum, sei Y C X eine nicht leere Teilmenge. Fiir p € X sei
d(p,Y) = inf{d(p, y) | y € Y}
Zeigen Sie:
(i) Die Abbildung
p:X — R
p — dpY)
ist stetig.
(if) Es giltd(p,Y) = 0 genau dann, wenn p € Y.

Aufgabe 3.3
Gegeben sei X = IR. Wir definieren

BL = {[a/b) |ﬂ,b€R}
B = {lab)labeQ)
B: = {@b)|abeR}
B: = {@beQ)
Seien 7, T B, T3, T@ die erzeugten Topologien. Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden

Aussagen:
(i) Esgilt: T, = T@L.
(i) Es gilt: 75, = 75 .

-bitte wenden-



Aufgabe 3.4

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir Y € X und € > 0sei Ve(Y) = U{Be(y) |y € Y}. Fiir A,BC X
beschriankt und nichtleer setze den Hausdorff-Abstand

Hd(A,B) = inf{e > 0| A C V(B) und B C V(A)}.

Zeigen Sie:

(i) (a) Esgilt: Hd({a}, {b}) = d(a, D).
(b) Es gilt Hd(A, B) = 0 genau dann, wenn A=B.

(if) Hd ist eine Metrik auf der Menge B aller abgeschlossenen beschrdnkten nichtleeren
Teilmengen von X.

*-Aufgabe
Wohlordnungssatz: Jede nichtleere Menge kann wohlgeordnet werden.
Beweisen Sie den Wohlordnungssatz mit Zorns Lemma:
(i) Sei X eine nichtleere Menge. Sei

P ={(Y,<y) | Y € X nichtleere Teilmenge und <y ist eine Wohlordnung auf Y}

Zeigen Sie: P + 0

(if) Definiere eine partielle Ordnung < auf # durch

Y<y)<(Z<z)e(Ycz
und firallep,ge Ygiltp<yg o p<zqg
und furalley € Y,z € Z - Y gilt: y <z 2)

Zeigen Sie: P ist induktiv geordnet.
(iii) Zeigen Sie: ist (Y, <y) € P ein maximales Element beztiglich <, dann ist Y = X.

(iv) Folgern Sie den Wohlordnungssatz.



