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Aufgabe 4.1

Sei G eine endlich erzeugte, abelsche Gruppe. Zeige: G ist residuell endlich.
Erinnerung: Eine Gruppe G heifit residuell endlich, wenn es zu jedem g € G\ {1}
einen Homomorphismus ¢ : G — H in eine endliche Gruppe H mit ¢(g) # 1
gibt.

Aufgabe 4.2
Sei G eine Gruppe und A, B C G Untergruppen. Zeige: Die Gruppe

(4, B] = {[a,b] |a € A;b € B})

ist ein Normalteiler in der von A und B erzeugten Untergruppe (AU B).

Aufgabe 4.3
Wir definieren die Quaternionengruppe @ als

Q = {17_1ai7_i7j5 _jakv_k} g H\ {0}

mit den Rechenregeln i = j2 = k%> = —1 und ij = k = —ji.

(Natiirlich gelten weiterhin die ,offensichtlichen® Regeln 1-z =z ==z -1,
(-1)-x=-2=(-1)-zund (-1)2=1.)

Zeige, dass die Gruppe @ nilpotent ist und bestimme die Nilpotenzklasse von Q.

Aufgabe 4.4

Sei K ein Korper und G C K \ {0} eine endliche Untergruppe der multiplikati-
ven Gruppe (K \ {0},). Zeige: Die Gruppe G ist zyklisch.

Hinweis: Benutze den Struktursatz fiir endlich erzeugte, abelsche Gruppen und
betrachte die Elemente aus G als Nullstellen geeigneter Polynomen.

Bitte wenden.



Definition: Sein € N,n > 1. Eine Partition von n ist ein Tupel (my, ..., m;) € NF
k
mit 1 <my <mg <...<my <nund > m; =n.
i=1
Beispiel: Die Partitionen von n = 3 sind (1,1, 1), (1,2) und (3).

*. Aufgabe

Sei p eine Primzahl und n € N,n > 1. Zeige: Die Menge der Isomorphieklassen
der abelschen Gruppen von Ordnung p™ steht in Bijektion zu der Menge der
Partitionen von n.
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