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Aufgabe 3.1
Sei I eine Indexmenge und Aα für jedes α ∈ I eine abelsche Gruppe.
Sei weiter A =

⊕
α∈I Aα die direkte Summe der Aα, also

A =
⊕
α∈I

Aα = {(aα)α∈I ∈
∏
α∈I

Aα | aα = e für fast alle α ∈ I}.

Zeige: A ist das Koprodukt der Familie (Aα)α∈I in der Kategorie der abelschen
Gruppen, d.h. es gibt Homomorphismen iα : Aα → A, sodass für jede abelsche
Gruppe B und Homomorphismen fα : Aα → B ein eindeutiger Homomorphis-
mus f : A→ B mit f ◦ iα = fα für alle α ∈ I existiert.

Definition: Sei G eine Gruppe. Ein Gruppenelement g ∈ G heißt Torsionsele-
ment, wenn g endliche Ordnung hat. Sei Tor(G) die Menge der Torsionselemente
in G. G heißt torsionsfrei, wenn Tor(G) = {e} gilt.

Aufgabe 3.2
Sei A eine abelsche Gruppe. Zeige:

a) Tor(A) ist eine Untergruppe von A und A/Tor(A) ist torsionsfrei.

b) Ist G eine beliebige Gruppe, so ist Tor(G) im Allgemeinen keine Unter-
gruppe von G.

Aufgabe 3.3
Sei X eine Menge und F = F (X) die freie Gruppe über X. Desweiteren sei
H ≤ F eine Untergruppe von endlichem Index. Zeige:

a) F ist torsionsfrei.

b) Ist G ≤ F eine Untergruppe mit G ∩H = {e}, so gilt bereits G = {e}.

Bitte wenden.



Aufgabe 3.4
Sei G eine Gruppe, X eine Menge und F (X) die freie Gruppe über X.
Sei ϕ : G→ F (X) ein Epimorphismus.
Sei i : X → G ein Schnitt für ϕ, d.h. ϕ(i(x)) = x für alle x ∈ X. Es bezeichne
X ′ = i(X) und H = 〈X ′〉 die von X ′ erzeugte Untergruppe von G.
Beweise: H ∼= F (X)

*-Aufgabe
Welche der folgenden abelschen Gruppen sind isomorph?

a) (Z,+) b) (Z2,+)

c) (Q,+) d) (Q2,+)

e) (R,+) f) (R2,+)
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