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Aufgabe 5.1

Sei C∞(0, 1) der R-Vektoraum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen. Betrachten Sie
die lineare Abbildung

D : C∞(0, 1)→ C∞(0, 1)

mit
f 7→ f ′

für f ∈ C∞(0, 1).

i) Bestimmen Sie den Kern von D.
ii) Zeigen Sie, dass D surjektiv ist.

Hinweis: Analysis I, Satz 17.4 (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung).

Aufgabe 5.2

Sei K ein Körper und K[T] der Polynomring. Seien weiter f , g ∈ K[T].

i) Zeigen Sie, dass gilt:
grad( f · g) = grad( f ) + grad(g)

ii) Bestimmen Sie die Einheitengruppe von K[T].

Aufgabe 5.3

Seien R,S kommutative Ringe und f : R→ S ein Ringhomomorphismus. Weiter sei

ι : R→ R[T]

mit
r 7→ r

für r ∈ R die Einbettung. Sei weiter b ∈ S beliebig. Zeigen Sie, dass ein eindeutig bestimmter
Ringhomomorphismus f b : R[T]→ S existiert mit folgenden Eigenschaften:

i) f b(T) = b

ii) f b ◦ ι = f .

Aufgabe 5.4

Sei K ein Körper. Berechnen Sie

Z :=
{
A ∈ Kn×n

| AB = BA für alle B ∈ Kn×n}
Hinweis: Für eine Matrix A ∈ Z gilt: AEr,s = Er,sA, wobei Er,s = (εi j) ∈ Kn×n definiert ist durch:

εi, j = 1 für i = r, j = s und εi, j = 0 sonst.


