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Inhalt

m Kubische Komplexe: Definitionen, Eigenschaften und Beispiele
m Eigenschaft F°C«

m Ein Resultat iiber Gruppenwirkungen auf bestimmte kubische Komplexe:

Theorem

Sei X ein vollstandiger CAT(0) kubischer Komplex und G eine endlich erzeugte Gruppe, die die

Kazhdan-Eigenschaft (T) erfillt. Dann hat jede simpliziale Wirkung von G auf X einen globalen
Fixpunkt.
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Kubische Komplexe

Woiirfel, Seite, Dimension
[0,1]"CR", n>1

m n-Wiirfel: C= {{0} -
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Kubische Komplexe

Wiirfel, Seite, Dimension

[0,1]"CR", n>1

{0} n=20

m Seite: F=F; x F, x ... x F, C Cmit F; € {{0},{1},]0,1]}.

m n-Wiirfel: C= {
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Kubische Komplexe

Wiirfel, Seite, Dimension

[0,1]"CR", n>1

{0} n=0

m Seite: F=F; x F, x ... x F, C Cmit F; € {{0},{1},]0,1]}.
m dc: euklidische Metrik des R” auf C

m Dimension: dim(C) := n.

m n-Wiirfel: C= {
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Kubische Komplexe
X3

[0,1]°

Y

X1

X2

Phil Steinhorst Kubische Komplexe, Eigenschaft (T), Eigenschaft FSCx



Kubische Komplexe

{0} x [0, 12

X2
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Kubische Komplexe

{0} x [0, 12

Y

X1

1) % [0,1)2

X2
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Kubische Komplexe

Phil Steinhorst
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X2
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Kubische Komplexe
X3

0.1 x {1

{1} < [0,1] x {1}

{0} x [0, 12

Y

X1

‘{1} % [0, 1]2

X2
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Kubische Komplexe
X3

0.1 x {1

{1} < [0,1] x {1}

{0} x [0,1]

Y

X1

{1} % 0,1

X2

Bemerkung

Der Schnitt zweier Seiten von C ist entweder leer oder wieder eine Seite von C.
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Kubische Komplexe

Klebung
Cy, Go: Wiirfel, F; C Gy, Fp € Gy: Seiten
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Kubische Komplexe

Klebung

Cy, Go: Wiirfel, F; C Gy, Fp € Gy: Seiten
Eine Klebung ist eine bijektive Isometrie ¢: F; — F;.
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Kubische Komplexe

Klebung

Cy, Go: Wiirfel, F; C Gy, Fp € Gy: Seiten
Eine Klebung ist eine bijektive Isometrie ¢: F; — F;.

G F

F> G
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Kubische Komplexe

Klebung

Cy, Go: Wiirfel, F; C Gy, Fp € Gy: Seiten
Eine Klebung ist eine bijektive Isometrie ¢: F; — F;.

G F

de, (% y) = de,(0(x), ¢(y)) T2
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Kubische Komplexe

Definition: Kubischer Komplex

C: Familie von Wiirfeln, S: Familie von Klebungen von Wiirfeln in C
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Kubische Komplexe

Definition: Kubischer Komplex

C: Familie von Wiirfeln, S: Familie von Klebungen von Wiirfeln in C mit folgenden Eigenschaften:
(i) Kein Wiirfel ist mit sich selbst verklebt.
(ii) Je zwei Wiirfel aus C sind héchstens einmal miteinander verklebt.
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Kubische Komplexe

Definition: Kubischer Komplex

C: Familie von Wiirfeln, S: Familie von Klebungen von Wiirfeln in C mit folgenden Eigenschaften:
(i) Kein Wiirfel ist mit sich selbst verklebt.
(ii) Je zwei Wiirfel aus C sind héchstens einmal miteinander verklebt.

Aquivalenzrelation auf Ucee C:

X~ y:& es existiert ein ¢ € S mit x € dom(p) und ¢(x) =y

y--\
\ Fe(x)

1o )
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Kubische Komplexe

Definition: Kubischer Komplex (Forts.)
Kubischer Komplex:

e ()~

ceC

- M~
- M~

X
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Beispiele fiir Kubische Komplexe
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Beispiele fiir Kubische Komplexe
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Beispiele fiir Kubische Komplexe

A
4
>
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Zusammenhang

Weg

X: kubischer Komplex, x, y € X.

Ein Weg von x nach y in X ist eine endliche Folge o = (xp, ..., xm) C X mit xo = x und x,, =y,
sodass gilt:
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Zusammenhang

Weg

X: kubischer Komplex, x,y € X.

Ein Weg von x nach y in X ist eine endliche Folge o = (xq,
sodass gilt:

Fir alle 0 <7< m— 1 existiert ein Wiirfel C; von X mit x;, xi11 € C;.

ooy Xm) © X 'mit xg = x und x, =y,
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Zusammenhang

Weg
<y Xm) € X mit xp = x und X, = Y,

X: kubischer Komplex, x,y € X.
Ein Weg von x nach y in X ist eine endliche Folge o = (xq,

sodass gilt:
Fir alle 0 < i< m— 1 existiert ein Wiirfel C; von X mit x;, xi11 € G
C
B X0 X3 D
- .
,/ S X4
// I'
7’ 1
Xl / ,’
- i [
_ - - 1
X0 -7 I
- 1
% X E
A I
X5‘
7. Mai 2015
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Zusammenhang

Weg

X: kubischer Komplex, x,y € X.
Ein Weg von x nach y in X ist eine endliche Folge o = (xq,

<y Xm) € X mit xp = x und X, = Y,

sodass gilt:
Fir alle 0 <7< m— 1 existiert ein Wiirfel C; von X mit x;, xi11 € C;.
C
X0, X1 € A
B Xl )53” D x1,X € B
v \‘\\ X4 X2,X3€C
» x3,X4 € D
1
X1 /r X4, X5 € E
—e T — Weg von xp nach xs
X0 -7 Il
. ! £
1

Phil Steinhorst
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Zusammenhang

<y Xm) € X mit xp = x und X, = Y,

Weg
X: kubischer Komplex, x,y € X.
Ein Weg von x nach y in X ist eine endliche Folge o = (xq,
sodass gilt:
Fir alle 0 < i< m— 1 existiert ein Wiirfel C; von X mit x;, xi11 € G
C
B X0 D
- __
K I . X3
// Vv
’ !
X1 !
P I
X0 -7 "
( I
— E
A /
X4 @
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Zusammenhang

Weg

sodass gilt:

X: kubischer Komplex, x,y € X.
Ein Weg von x nach y in X ist eine endliche Folge o = (xq,

Fir alle 0 <7< m— 1 existiert ein Wiirfel C; von X mit x;, xi11 € C;.

<y Xm) € X mit xp = x und X, = Y,

Phil Steinhorst
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Zusammenhang

Weg
X: kubischer Komplex, x,y € X.
Ein Weg von x nach y in X ist eine endliche Folge o = (xq, ..., xm) € X mit xg = x und x,, =y,
sodass gilt:
Fir alle 0 < i< m— 1 existiert ein Wiirfel C; von X mit x;, xi11 € G
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Zusammenhang

Weg

X: kubischer Komplex, x,y € X.

Ein Weg von x nach y in X ist eine endliche Folge o = (xq, ..., xm) € X mit xg = x und x,, =y,

sodass gilt:
Fir alle 0 <7< m— 1 existiert ein Wiirfel C; von X mit x;, xi11 € C;.
C X4
B o D X0, X1 € A
/// ) x1, X € B
X2Jr —————— = OO x,x3 € C
L7 ."‘ys X3,X4 € D
// !
X1 : Xq, x5 € D
———-* 7 X5, X5 € E
X0,/ -7~ / — Weg von xg nach xg
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A — | E
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Zusammenhang

Xa

s

// /

X2 x3|.7 )
, Sttt 4 -

// 1

X1, I

/”' 1

X0 ,/’/ I

( 4 !

1

X(,.l

Lange eines Weges
X: kubischer Komplex, o = (xo, . . . Xxm): Weg in X mit x;, xi1 € G
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Zusammenhang

X4
e
// /
X2 x3 |, )
p ainlinlinlilinlie L4 -
7 Y T
-
. I
X1, I
////v !
X0 _ - I
(4 !
1
|
X6 @

Lange eines Weges
X: kubischer Komplex, o = (xo, . . . Xxm): Weg in X mit x;, xi1 € G
Die Lange von o ist gegeben durch:

m—1

o) = Z dc,(xi, Xi+1)

i=0
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Kubische Komplexe als metrische Raume

Lange eines Weges
X: kubischer Komplex, o = (xo, - . . Xxm): Weg in X mit x;, x;1 € C;
Die Lange von o ist gegeben durch:

m—1

o) = Z dc,(xi, Xi+1)

i=0

Langenmetrik

X: wegzusammenhangender kubischer Komplex, d.h. fiir alle x, y € X existiert Weg von x nach y.
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Kubische Komplexe als metrische Raume

Lange eines Weges
X: kubischer Komplex, o = (xo, - . . Xxm): Weg in X mit x;, x;1 € C;
Die Lange von o ist gegeben durch:

m—1

(o) = de(xi, xi41)

i=0

Langenmetrik

X: wegzusammenhangender kubischer Komplex, d.h. fiir alle x, y € X existiert Weg von x nach y.
Definiere die Langenmetrik durch:

d: Xx X— R
(x, y) — inf{f(c) : o ist Weg von x nach y in X}
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Kubische Komplexe als metrische Raume
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Kubische Komplexe als metrische Raume

X
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Kubische Komplexe als metrische Raume

simpliziale Metrik
Die Abbildung

X X)

D: X x X0 R
(x,y) — inf{f(c) : o ist Weg von x nach y in X}

heiBt simpliziale Metrik auf X. Es gilt d(x, y) < D(x, y).

Phil Steinhorst
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Kubische Komplexe als metrische Raume

y

X x XD
simpliziale Metrik
Die Abbildung

D: X x X0 R

(x,y) — inf{f(c) : o ist Weg von x nach y in X}
heiBt simpliziale Metrik auf X. Es gilt d(x, y) < D(x, y).
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Hyperebenen in kubischen Komplexen

Mittelwiirfel
Sei C:=[0,1]". Der i-te Mittelwiirfel, 1 < /< n, ist gegeben durch

M, = {xe C:x= %} — [0, {%} <01
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Hyperebenen in kubischen Komplexen

Mittelwiirfel
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Hyperebenen in kubischen Komplexen

Mittelwiirfel
Sei C:=[0,1]". Der i-te Mittelwiirfel, 1 < /< n, ist gegeben durch
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Hyperebenen in kubischen Komplexen

quadrataquivalent

X: kubischer Komplex. Betrachte die
durch

el € & eliegt gegeniber € in
einem 2-Wiirfel von X

erzeugte Aquivalenzrelation auf der
Menge der Kanten (1-Wiirfel) von X. e
und € heiBen quadrataquivalent, wenn
gilt: e €.
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Hyperebenen in kubischen Komplexen

quadrataquivalent

X: kubischer Komplex. Betrachte die
durch

el € & eliegt gegeniber € in .
einem 2-Wiirfel von X y

erzeugte Aquivalenzrelation auf der [el
Menge der Kanten (1-Wiirfel) von X. e
und € heiBen quadrataquivalent, wenn
gilt: e €.
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Hyperebenen in kubischen Komplexen

quadrataquivalent f '
X: kubischer Komplex. Betrachte die E
durch '

el| € & eliegt gegeniiber ¢ in //L""""

einem 2-Wiirfel von X 7

erzeugte Aquivalenzrelation auf der [e]) fih |l e
Menge der Kanten (1-Wiirfel) von X. e f '
und € heiBen quadrataquivalent, wenn
gilt: e €.
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Hyperebenen in kubischen Komplexen

transversal

Ein Mittelwiirfel M heiBt transversal zu
[e]} (schreibe: M [¢]}), wenn M X1
aus Mittelpunkten von Kanten in [¢]|
besteht. I
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Hyperebenen in kubischen Komplexen

transversal
Ein Mittelwiirfel M heiBt transversal zu

[e]} (schreibe: M [¢]}), wenn M X1 v
aus Mittelpunkten von Kanten in [¢]|
besteht. I E
[¢]
M dh [e]
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Hyperebenen in kubischen Komplexen

transversal

Ein Mittelwiirfel M heiBt transversal zu My~
[e]} (schreibe: M [¢]}), wenn M X1
aus Mittelpunkten von Kanten in [¢]|
besteht.

[e])
M,

My, My i [€]
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Hyperebenen in kubischen Komplexen

transversal

Ein Mittelwiirfel M heiBt transversal zu
[e]} (schreibe: M [¢]}), wenn M X1
aus Mittelpunkten von Kanten in [¢]|
besteht. I

Hyperebene .

Die Vereinigung aller zu [e]| transversalen [e])
Mittelwirfel heiBt Hyperebene zu e.

He):= |J M
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Hyperebenen in kubischen Komplexen

transversal

Ein Mittelwiirfel M heiBt transversal zu
[e]} (schreibe: M [¢]}), wenn M X1
aus Mittelpunkten von Kanten in [¢]|
besteht.

Hyperebene

Die Vereinigung aller zu [e]; transversalen
Mittelwirfel heiBt Hyperebene zu e.

He):= |J M
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Hyperebenen in kubischen Komplexen
Bemerkung

Eine Hyperebene H partitioniert einen vollstandigen CAT(0) kubischen Komplex X in die drei disjunkten
Teilmengen U=, U™ und H. U~ und U" heiBen Halbrdaume von X.

U-
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Beispiele fiir Hyperebenen
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Mehr (iber kubische Komplexe

(X, d): wegzusammenhangender kubischer Komplex

m Wann ist (X, d) vollstandig?
— wenn (X, d) endlich dimensional oder lokal endlich ist.

m Wann ist (X, d) CAT(0)?
— Gromov's link condition

Mehr dazu:
P. Schwer: Lecture Notes on CAT(0) Cubical Complexes

Phil Steinhorst Kubische Komplexe, Eigenschaft (T), Eigenschaft FSCx 7. Mai 2015 18 /18



