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Einleitung

In den bisherigen Vortragen des Seminars wurde der Begriff des CAT(0)-Raumes sowie die Kazhdan-
Eigenschaft (T) fiir Gruppen vorgestellt. Dieser Vortrag beschaftigt sich mit einem Resultat tiber Grup-
pen, die die Eigenschaft (T) erfiillen und ihre Wirkung auf spezielle kubische Komplexe.

Theorem

Sei X ein vollstéandiger CAT(0) kubischer Komplex und G eine endlich erzeugte Gruppe, die die
Kazhdan-Eigenschaft (T) erfillt. Dann hat jede simpliziale Wirkung ® von G auf X einen globalen
Fixpunkt, das heiBt es existiert ein « € X, sodass ®(g)(z) = z flr alle g € G.

1 Kubische Komplexe

Wir beginnen mit einer Einfliihrung des Begriffs des kubischen Komplexes. Dabei richten wir uns im
Wesentlichen nach [Sch13].

Definition 1.1 (Wiirfel, Seite)
Eine Seite des n-Wiirfels C = [0,1]" C R™,n > 1, ist eine Teilmenge F' C C gegeben durch

F=F xFx...x F, mit F; € {{0},{1},[0,1]}.

Nach Definition ist auch C eine Seite von C. Die auf C eingeschrankte euklidische Metrik des R"
bezeichnen wir mit dc. Den 0-Wirfel definieren wir als [0, 1]° := {0}. Wir nennen dim(C) := n die
Dimension von C.
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Bemerkung
Offensichtlich sind nichtleere Schnitte von Seiten eines n-Wiirfels C' wieder Seiten von C'. Daher konnen
wir Seiten der Kodimension 1 von C auch wie folgt definieren:
Fie:={zeC:x;=e}mitec {0,1} undi € {1,...n}
=[0,1]""! x {e} x [0,1]""
Seiten von hoéherer Kodimension sind dann nichtleere Schnitte von Seiten mit Kodimension 1.
T3
P = (0,12 x {1)
FiinFs={1} x[0,1] x {1}

A 4

T

S Fra = {1} x [0,1)?

Z2
Beispiele fiir Seiten eines 3-Wiirfels
Definition 1.2 (Klebung)

Seien C, C’ zwei Wiirfel mit zugehorigen Seiten FF C C, F' C (. Eine bijektive Isometrie o: F' — F’
heilt Klebung von C und C’.

F’ c’

Die Klebung ¢ ist eine Isometrie, d.h. es gilt d(z,y) = d’'(¢(z), ¢(y)).

Definition 1.3 (Kubischer Komplex)
Sei C eine Familie von Wiirfeln (i. A. verschiedener Dimensionen) und S eine Familie von Klebungen
von Wiirfeln in C mit folgenden Eigenschaften:

(i) Kein Wiirfel ist mit sich selbst verklebt.

(ii) Je zwei Wirfel aus C sind hochstens einmal miteinander verklebt.
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Sei ~ die durch
x ~y & esexistiert ein p € S mit x € dom(y) und p(z) =y

erzeugte Aquivalenzrelation auf der disjunkten Vereinigung LicccC. Dann definieren C und S den ku-

bischen Komplex X durch
X = ( L] C’) S~

ceC

Der kubische Komplex, der durch C = {C,C’} und S = {(} aus der vorigen Grafik definiert wird.

Es folgen Beispiele fiir kubische Komplexe.
(1) Baume sind kubische Komplexe bestehend aus 0- und 1-Wiirfeln.

(2) R™ lasst sich auf kanonische Weise mit Einheitswiirfeln C; ~ [0, 1]™ (iberdecken ("kubulieren”)
und kann daher als kubischer Komplex aufgefasst werden.

(3) Der Torus ist ebenfalls als kubischer Komplex auffassbar.

>

Beispiele fir kubische Komplexe.

Definition 1.4 (Weg, wegzusammenhéangend)

Sei X ein kubischer Komplex. Ein Weg von © € X nach y € X ist eine Folge 0 = (zo,...2Zm) VOn
Punkten z; € X mit g = x, x,,, = y, sodass fiir alle i mit 0 < ¢ < m —1 ein Wiirfel C; € C existiert mit
Zi, Tir1 € Cy. X heillt wegzusammenhadngend, falls fiir alle z,y € X ein Weg von x nach y existiert.
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Die Punkte z1, ... x4 des Weges (xo, ..., xs) liegen auf den "Klebestellen” der einzelnen Wiirfel.

Wir betrachten im folgenden, sofern nichts anderes gesagt wird, ausschlieBlich wegzusammenhangen-
de kubische Komplexe. Sei o = (xo, ..., Z,,) ein Weg von z € X nach y € X. Da fiir alle ¢ die Punkte
X, Tipq in einem C; ~ [0,1]™ C R™ enthalten sind, kdnnen wir diesem Punktepaar den Abstand
de, (2, xi+1) zuordnen. Die Summe

m—1
(o) == Z de, (i; Tit1)
i=0

bezeichnen wir als Lange des Weges o. Dies ermoglicht uns, X mit einer Metrik zu versehen:

Lemma 1.5 (Langenmetrik)
Sei X ein wegzusammenhangender kubischer Komplex. Dann ist die Abbildung

d: X xX —R
(z,y) — inf{l(o) : o ist Weg von x nach y in X'}

eine Metrik auf X und heiflt Laingenmetrik. Wir nutzen daher die Bezeichnung kubischer Komplex
auch fiir den metrischen Raum (X, d).

Beweis

Symmetrie und d(z,y) > 0 ist klar, da die d¢, Metriken sind. Die Dreiecksungleichung folgt leicht aus
der Tatsache, dass fiir zwei Wege 0 = (z,21,...,2,,y) von z nach y und 7 = (y,y1,.- ., Ym, 2) VON
y nach z ein Weg 7 o0 1= (2,21,...,Zn,Y, Y1, - - -, Ym, Z) VON x nach z gegeben ist. Zur Definitheit:

Seien z,y € X beliebig. Ist x = y, dann existiert ein C; mit z,y € C; und o = (x,y) ist ein Weg von
x nach y mit £(0) = d¢,(x,y) = 0. Also ist d(x,y) = 0. Sei umgekehrt d(z,y) = 0 gegeben, dann

existiert zu jedem ¢ > 0 ein Weg 0. = (2¢,0, - .., %e,n) VON z nach y mit £(o.) < €. Dann ist aber auch
do, ,(Tei,2c41) < € furalle 0 <4 < n — 1. Da ¢ beliebig ist, folgt dc, , (%< s, 2c,i41) — 0 und somit
Tei —> Teiyr flire — 0. Alsoist z = y. O

Fir einen kubischen Komplex (X, d) betrachten wir das 1-Skelett X (1), bestehend aus den Ecken und
Kanten der einzelnen Wiirfel von X (das heiRt aus den Seiten der Dimension 0 und 1), sowie das 0-
Skelett X9, welches aus den Eckpunkten der Wiirfel besteht. X (1) kann selbst als kubischer Komplex
der Dimension 1 aufgefasst werden.
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Definition 1.6 (simpliziale Metrik)
Die Abbildung
D: X0 x x©O R

(z,y) —> inf{l(c) : o ist Weg von 2 nach y in X(V}
heilkt die simpliziale Metrik auf X.

Bemerkung

Die simpliziale Metrik ordnet zwei Eckpunkten = und y von X die Lange des kiirzesten Pfades zwischen
x und y Uber die Kanten von X zu. Offensichtlich ist D eine Metrik, da D mit der Langenmetrik auf dem
kubischen Komplex X" (eingeschrankt auf X (*)) {ibereinstimmt. Insbesondere gilt d(z,y) < D(z,v)
fiir alle z,y € X, da jeder Weg in X auch ein Weg in X ist.

X

Ein kubischer Komplex und sein 1-Skelett. Es gilt D(z,y) = 4.

Die nun folgenden Begriffe werden im nédchsten Abschnitt hilfreich sein, um einen geschlossenen Aus-
druck fiir die simpliziale Metrik zu finden.

Definition 1.7 (Mittelwiirfel)
Der i-te Mittelwiirfel von C := [0, 1]" fir < i < n ist gegeben durch

1
Mi._{xEC.mi—Q}

=[0,1]7" x {;} x [0, 1]

M,

Ms

A 4

T

A\[ 1
x2

Mittelwdirfel eines 3-Wirfels
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Definition 1.8 (quadrataquivalent, transversal)
Sei X ein kubischer Komplex. Betrachte die durch

el e & eliegt gegenlber ¢’ in einem 2-Wiirfel von X

erzeugte Aquivalenzrelation auf der Menge der Kanten (1-Wiirfel) von X. Zwei Kanten e, e’ heilen
quadratédquivalent, wenn e || ¢’ gilt.

Ein Mittelwiirfel M/ in X heifRt transversal zu [e]; bzw. e, wenn M N X (") aus Mittelpunkten von Kanten
in [e]| bzw. e besteht. In diesem Fall schreiben wir M  [e]| bzw. M h e.

S

e )

f2

Rot markiert: Alle Kanten in [e]. Die Kanten f1 und f2 sind nicht quadrataquivalent zu e.

Definition 1.9 (Hyperebene, Halbraume)
Sei e eine Kante in einem kubischen Komplex X. Die Vereinigung H(e) aller zu [e] transversalen
Mittelwirfel heil’t Hyperebene zu e.

H(e):= |J M

Mrhle]

Eine Hyperebene H in einem vollstdndigen CAT(0) kubischen Komplex X partitioniert X in die drei
disjunkten Teilmengen H, U™ und U™, wie im Bild unten zu sehen ist (vgl. auch [Sch13], Prop. 3.4 und
[Sag93], Prop. 4.10). U™ und U~ bezeichnen wir als Halbraume zu H.

H,

Die Hyperebene zu e ist gegeben durch H(e) = Hi U Hy U H3. Esgilt X =UT U H(e)U U™
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AbschlieRend betrachten wir zwei bereits eingefiihrte Beispiele:

(1) In einem Baum sind Mittelwiirfel gerade die Mittelpunkte der Kanten. Da in einem Baum keine
2-Wirfel existieren, gibt es zu einer Kante e keine weiteren quadrataquivalenten Kanten. Demzu-
folge ist der Mittelpunkt von e die Hyperebene zu e.

(2) Im R™ sind die Hyperebenen achsenparallele Ebenen der Kodimension 1, also affine Untervek-
torrdume der Form H;;, = {(z1,...,2,) € R" t z; = k= 05} mit1 < i < nund k € Z.

T2

Y

Z1

2 Eigenschaft F5Cx

In diesem Abschnitt mochten wir nun wie angekiindigt auf das von Niblo und Reeves formulierte Re-
sultat Uber Gruppenwirkungen von Gruppen mit Eigenschaft (T) auf vollstandige CAT(0) kubische
Komplexe eingehen. Der Beweis dieses Theorems bendtigt einige Vorarbeit. Wir orientieren uns dabei
an dem Vorgehen in [NR97] und formulieren zunachst die Eigenschaft F*Cx fiir Gruppen.

Definition 2.1 (Simpliziale Abbildung)

Seien X, Y zwei kubische Komplexe. Eine Abbildung ¢: X — Y heift simplizial, wenn fiir jeden Wiirfel
C C X mit dim(C) = n das Bild ¢(C) ein Wiirfel in Y ist mit dim(¢(C)) < n.

Eine Wirkung ®: G — Isom(X) heifst simplizial, wenn die Abbildung ®(g) simplizial ist fir alle g € G.
Insbesondere gilt dann ®(g)(zo) € X© fir alle 29 € X©).

Definition 2.2 (Eigenschaft F5Cx)

Eine Gruppe G hat Eigenschaft F*Cx, wenn gilt: Jede simpliziale Wirkung ®: G — Isom(X) von G auf
einen vollstandigen CAT(0) kubischen Komplex X hat einen globalen Fixpunkt, das heil3t es existiert
einz € X mit ®(g)(x) =« fur alle g € G.

Wir halten zunéchst ein Resultat fest, welches uns eine Charakterisierung fiir endlich erzeugte Gruppen
liefert, die die Kazhdan-Eigenschaft (T) erfiillen. Dieses Kriterium nutzen wir, um das oben genannte
Hauptresultat zu beweisen. Einen Beweis des folgenden Satzes findet man in [BHV08].
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Definition 2.3 (bedingt negativ definiter Kern)
Sei M eine Menge. Ein bedingt negativ definiter Kern (engl. conditionally negative kernel) auf M ist eine
Abbildung f: M x M — R mit folgenden Eigenschaften:

(1) Furalle z € M ist f(x,x) = 0.
(2) Furalle z,y € M ist f(x,y) = f(y,x).

(3) Fiir jede endliche Teilmenge {z1,...,2,} C M und Ay,..., A, e Rmit Y} | A; =0 gilt

Z )\1)\]‘]6(%‘“1‘]) S O

1<i,j<n

Ein bedingt negativ definiter Kern auf einer Gruppe G ist zusatzlich linksinvariant, d.h. er erfiillt die
folgende Eigenschaft:

(4) Furalle g,h,k € G gilt f(gh,gk) = f(h, k).

Satz 2.4 (Eigenschaft (T) fiir endlich erzeugte Gruppen)
Sei G eine endlich erzeugte Gruppe. G hat genau dann die Eigenschaft (T), wenn jeder bedingt negativ
definite Kern auf G beschrankt ist.

Im Folgenden sei X ein vollstandiger CAT(0) kubischer Komplex und G eine endlich erzeugte Gruppe,
die simplizial auf X wirkt.

Lemma 2.5 (Eigenschaften der simplizialen Metrik)
(i) Esgilt D(z,y) = > xv(z)- (1 —xuv(y)), wobei U Uber alle Halbraume von X lauft und xy die
U

charakteristische Funktion von U ist.
(i) D ist ein bedingt negativ definiter Kern auf X (%),
(ili) D ist invariant beziiglich jeder Wirkung ® von G auf X(*), das heift

D(®(g)(x),®(9)(y)) = D(z,y) Vg€ G, z,ye X

Beweis

(i) Seienz,y € X beliebig. Sageev hat in [Sag93] gezeigt, dass jeder kiirzeste Weg o von z nach y
in XM jede Hyperebene von X hochstens einmal schneidet. Da die geschnittenen Hyperebenen
gerade aus Mittelwlrfeln bestehen, die transversal zu den zu o gehdrenden Kanten sind, folgt,
dass jede Kante von o genau eine Hyperebene schneidet. Demzufolge ist die Lange von o gegeben
durch die endliche Anzahl an Hyperebenen zwischen = und y. Diese Hyperebenen liefern genau
diejenigen Halbrdume von X die entweder = oder y enthalten (x und y liegen nicht auf einer
Hyperebene, da diese die Kanten nur in ihren Mittelpunkten schneiden und nicht in Punkten aus
X (), Jede Hyperebene liefert zwei Halbrdume: Einen Halbraum U+ C X mitz € U,y ¢ U,
und einen Halbraum U~ C X mita ¢ U—,y € U™
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T

Links: Ein kiirzester Weg zwischen z und y. Rechts: Ein langerer Weg, der eine Hyperebene zwei Mal schneidet.

Somit stimmt die Anzahl der Hyperebenen zwischen x und y tberein mit der Anzahl der Halb-
raume von X, die x enthalten und y nicht. Zusammengefasst:
D(z,y) = inf{¢(0) : o ist Weg von = nach y in X}
= #{H C X : H ist Hyperebene zwischen z und y}
=#{U C X Halbraum: 2z € U,y ¢ U}
= Z xu(z) - (1= xuv(y))

UCX
Halbraum

=lezcUAy¢U

(i) Zu zeigen sind die Eigenschaften (1), (2) und (3) aus Definition 2.3.
(1) und (2) sind klarerweise erfiillt, da D eine Metrik ist. Sei also V' := {z1,...,2,} € X©
endlich sowie Aq,..., A\, € Rmit Y | A\; = 0. Dann ist

" AND(wi, ;) ZZM qu 2:)(1 = xu(25))

1<i,j<n =1 j=1

Da fiir jedes Paar (z;,x;) € V x V héchstens endlich viele Hyperebenen zwischen z; und
x; verlaufen, existieren insgesamt nur endlich viele Halbraume U C X, fiir die der Ausdruck
xuv(z;:) - (1 — xu(z;)) in der hinteren Summe nicht verschwindet. Insbesondere ist die hinte-
re Summe endlich. Bezeichnen wir jene Halbrdume mit Uy, ..., U,,, ermdglicht dies folgende
Umformungen:

ZZ)\)\ nyk (z;) ZZA)\ ZXUk XU (25)

=1 j=1 1= 1J 1

= Z)\jZ)\iZXUk(xz ZZAZXUk xl Z)‘JXUk 1.]
=1 i=1 k=1 k=11i=1
=0

m n 2
=0~ (Z AiXU; (%‘)) <0
k=1 \i=1

(iii) Wie in Definition 1.6 bemerkt, stimmt die simpliziale Metrik D auf X(® mit der Lingenme-
trik dyy von XM eingeschrankt auf X(© (iberein. Da (X, dy«)) ein kubischer Komplex
ist, vermittelt ® auch eine simpliziale (und damit isometrische) Wirkung ® auf XM vermoge
d(g) == ®(g)| ¢ y» das heit fiir alle z,y € X € XM und g € G gilt

D(®(g)(2), 2(9)(y)) = dx ((g)(x), (9)(y)) = dxw (x,y) = D(z,y) O
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Theorem (Niblo, Reeves)

Sei X ein vollstandiger CAT(0) kubischer Komplex und G eine endlich erzeugte Gruppe, die die
Kazhdan-Eigenschaft (T) erfiillt. Dann hat jede simpliziale Wirkung von G auf X einen globalen Fix-
punkt. Mit anderen Worten:

G hat Eigenschaft (T) = G hat Eigenschaft F*Cx«

Bemerkung
Aus dem Theorem folgt unmittelbar, dass jede Gruppe mit Kazhdan-Eigenschaft (T) auch die Serre-
Eigenschaft FA erfillt, da jeder Baum ein vollstandiger CAT(0) kubischer Komplex ist.

Beweis des Theorems
Sei ®: G — Isom(X) eine beliebige simpliziale Wirkung von G auf X. Danniist ®| ) : G — Isom(X?)
eine simpliziale Wirkung auf dem 0-Skelett von X. Wir fixieren ein v € X (9 beliebig und betrachten
die Abbildung

fo: GXxG—R

(9,h) — D(2(g)(v), ®(h)(v))
Wir zeigen, dass f, ein bedingt negativ definiter Kern auf G ist. Die Eigenschaften (1), (2) und (3) sind

klarerweise erfiillt, da D ein bedingt negativ definiter Kern ist. Die Linksinvarianz von f, folgt aus der
Invarianz von D: Fur beliebige g, h, k € G gilt:

Die Gruppe G hat Eigenschaft (T), also ist f, beschrankt, das heift die Menge
fo(GxG) = D(®(G)(v) x (G)(v)) ist beschrankt in R. Damit ist der Orbit ®(G)(v) von v beschrankt
beziiglich D und wegen d < D (vgl. Bemerkung nach Def. 1.6) auch beziiglich d. Nach Voraussetzung
ist (X, d) vollstdndig und CAT(0). Mit dem Fixpunktsatz von Bruhat-Tits folgt also die Existenz eines
Fixpunktes. O
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