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1 HILBERTRAUME UND DIE UNITARE GRUPPE

1 Hilbertraume und die unitire Gruppe

Erinnerung (Skalarprodukt)
Ein Skalarprodukt ( . ) auf einem C-Vektorraum X ist eine Abbildung

(.): XxX—=C
mit den folgenden Eigenschaften:

° <W,7LlV1 —|—le2> = A <w,v1> +12<W,V2>, Voi,weX, 4, e€Ci=12
o (wy)=(v,w), VyweX

e (v)>0, YweX und (vy)=0&v=0

Wir nennen das Tupel (X,(.)) einen Pri - Hilbertraum. Weiterhin wird durch das
Skalarprodukt eine Norm induziert, ndmlich || . || := v/ (v, v)

Durch die Norm kann X in natiirlicher Weise als metrischer bzw. topologischer
Raum aufgefasst werden, indem wir X mit der von || . || induzierten Metrik

d(x,y) := |[x —y|| und der von d induzierten Topologie T versehen.

Eine Basis der Topologie ist dann durch % := {B.(x)|x € X, € > 0} gegeben.

Definition 1.1 (Hilbertraum)

Sei (X,(.)) ein Pri-Hilbertraum. Ist nun (X,d) ein vollstindiger Vektorraum, so
heift (X, (. )) Hilbertraum.
Dabei sei d die vom Skalarprodukt induzierte Metrik.

Bemerkung
Hilbertrdume sind Cat(0)

Im folgenden sei 7 stets ein Hilbertraum.

Konvention

Seien X und Y C-Vektorrdume.

% X — Y sei eine lineare Abbildung.

Wir werden anstatt 7/ (v) auch % v, v € 7 schreiben , wenn aus dem Kontext klar
ist, dass % eine lin. Abbildung definiert.

Definition 1.2 (Unitdre Gruppe)

Wir definieren die unitire Gruppe des Hilbertraums .7, wie folgt:

W) = {U € Aut() (U v, U w) = (v,w), Vvw € H}

Insbesondere ist also % € U(7¢) eine Isometrie.

Um Kazdhan’s Eigenschaft (T) definieren zu konnen sind noch weitere wichtige

Definitionen notwendig, welche im néchsten Abschnitt bereit gestellt werden sol-
len.
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2 Kazdhan’s Eigenschaft (T)

Definition 2.1 (Topologische Gruppe)

Sei G eine Gruppe und sei 7 eine Topologie auf G. Sei weiter die Gruppenverkniip-
fung o : G X G — G stetig.
Selbiges gelte fiir die Inversion

G—G.
g g !

Dann nennen wir das Tripel (G, o, T) eine topologische Gruppe

Beispiel

Sei G eine Gruppe. Versehen wir G mit der diskreten Topologie Tyisk. := Z2(G) so
ist G eine topologische Gruppe, denn das Urbild jeder Menge ist offen in G bzw in
G x G, da jede Menge offen bzgl Tg;s. ist.

Definition 2.2 (Unitire Darstellung)

Sei G eine topologische Gruppe.
Eine unitére Darstellung von G auf .77 ist ein Gruppenhomomorphismus
7 : G — U(S), welcher stark stetig ist, das heift:

G- 7
g — m(g)v

ist fir alle v € JZ stetig.
Wir schreiben fiir eine solche Darstellung von G auf 7”: 7,

Definition 2.3 (verschiedene Invarianzen)
Gegeben sei eine unitire Darstellung .777.

1. Fiir eine Teilmenge Q C G und ein € > 0 nennen wir einen Vektor v € 7
v#£0, (Q,€) - invariant, falls folgendes erfiillt ist:

supgeq | 7(g)v —vil <[]

2. 7 hat nicht null invariante Vektoren, falls:

dv#£0 €  mit: t(g)v=v Vg € G

Wir kdnnen nun die erste Definition von Khazdan’s Eigenschaft (T) formulieren:
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2.1 Definition der Eigenschaft (T)

Definition 2.1.1 Sei G eine topologische Gruppe.

Eine Teilmenge Q C G heifit Kazdhan Menge, falls ein € > 0 existiert mit der fol-
genden Figenschaft:

Jede unitire Darstellung .77 von G, welche (Q, €)- invariante Vektoren besitzt, hat
ebenfalls nicht null invariante Vektoren.

In diesem Fall heifit € Kazdhan Konstante von G und Q, und (Q, €) heif3t Kazdhan Paar
fir G.

G hat Kazdhan’s Eigenschaft (T), falls G eine kompakte Kazdhan Menge Q # 0
besitzt.

Satz 2.1.2:
Jede Topologische Gruppe G besitzt ein Kazdhan-Paar im Sinne der obigen Defini-
tion: niamlich (G,/2)

Hilfssatz 2.1.2.1
Sei .77 eine unitére Darstellung der Gruppe G auf einem Hilbertraum .77, sei weiter
v € 7 und sei € die konvexe Hiille der Gruppe 7(G)v. Dannist ¢ 7(G)- invariant.

Beweis

Esgilt: € :={Y" ,aix;:x; e n(G)v, neN, Y, 06 = 1,01 > 0}
Wir miissen nun zeigen: Vg € G und Ve € € gilt: m(g)c € .
Dies rechne man nach: Sei also g € G beliebig. Dann gilt:

n(g)c=m(g) - Li_; 0im(gi)v
=Yl oin(gi-gvETE

Dabei wurde ausgenutzt, dass 7 ein Homomorphismus ist. []

Bemerkung

Diese Aussage gilt auch fiir abgeschlossene konvexe Hiillen €. Hierzu fassen wir
den Abschluss als die Menge aller Grenzwerte von Folgen mit Gliedern in ¢ auf.
Es folgt: 7(g)c, € € C € ¥n € N. Damit wird eine neue Folge 7(g)c, definiert,
deren Grenzwert somit in G liegt (sofern sie konvergiert). Also: lim, . 7(g)c, €
¢ da m(g) eine Isometrie definiert folgt, dass dann auch 7(g)c € € gilt, fiir ¢ :=
limy, 00 (g)Cp-

Beweis des Satzes

Angenommen, es existiert ein Vektor v, welcher (G, \/5) -invariant ist. Ohne Ein-
schrinkung konnen wir annehmen, dass v normiert ist, also dass folgende Unglei-
chung gelte:

sup,cg; [7(x)y —v] < V2

Wir miissen zeigen, dass .77 mindestens einen nicht-null invarianten Vektor besitzt.
Dazu betrachten wir die abgeschlossene konvexe Hiille % der Teilmenge 7(G)v
von 7, und das (eindeutige) Element mit minimaler Norm in % (die Existenz und
Eindeutigkeit wird im Anhang bewiesen!):
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leoll = min{{|c]| : ¢ €€}

Die 7(G)-Invarianz von % liefert die Invarianz von c( (da 7(g), Vg € G eine Iso-
metrie definiert, und das Minimum eindeutig ist).

Es muss gezeigt werden, dass ¢y # 0 gilt:

Setze € := /2 — sup,¢ || w(x)v —v|| > 0. Nun gilt fiir alle x € G :

2-2-Re((x(x)vy)) = [m(x)v—v|* < (V2 - ¢)?
Da Re(m(x)v,v) > 2_(\?_8)2 = 8(2?_8) >0 gilt, folgt:

Re(c, v) > 0, Vc € €. Insbesondere also fiir ¢

Damit ist alles gezeigt. []

Folgerung
Kompakte Gruppen haben Khazdans Eigenschaft (T).

Beweis

Nach dem Satz ist klar, dass jede topologische Gruppe G ein Kazdhan Paar be-
sitzt. Ist G nun kompakt, so ist die Gruppe selbst die gesuchte kompakte Kazdhan-
Menge. [J

Insbesondere haben endliche Gruppen Kazdhan’s Eigenschaft (T).

Hierzu versehen wir G mit der diskreten Topologie &?(G), da G endlich ist, ist
(G, Z(G)) kompakt.

Ein Beispiel fiir eine unendliche Gruppe mit der Eigenschaft (T) ist die Gruppe
SL,(Z), n > 3. Auf den Beweis sei hier verzichtet (dieser erfordert viel Vorarbeit

und Hintergrundwissen zu der Gruppe) und auf das Buch ,,Kazdhan’s Property (T)”
von Beeka, Harpe und Valette §1.4 verwiesen.

3 Die Haagerup Eigenschaft

Definition 3.1
Wir definieren den Kern einer Menge X als eine symmetrische Abbildung
y: X x X +— Ry, fiir welche y(x,x) =0 gilt.

Beispiel: Eine Metrik d auf X ist ein Kern von X

Definition 3.2
Sei y ein Kern von X. y heifit bedingt negativ definit, falls:
VneN,xy,...x, € X,und A,.... A4, € Rmit }! |4, =0
ijl liﬂ,jl,l/(x]',xl) <0 gilt.
Beispiel: Sei T ein Baum. Dann ist
v:TxT— Ry
(x,y) = d(x,y)
Ein Kern im Sinne von 3.2, wie in Phil’s Vortrag gezeigt wird.

Wir sagen weiter, dass Y links invariant ist, falls:
y(x1,x2) = Y(hxy,hxy) Vhoxyx, € X erfiillt ist.
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Definition/ Theorem 3.3
Sei im Folgenden (G, o,T) eine lokalkompakte topologische Gruppe, deren Topo-
logie T das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt.

1. G besitzt Kazdhan’s Eigenschaft (T) genau dann, wenn jeder stetige, links
invariante, bedingt negativ definite Kern von G beschrinkt ist.

2. G besitzt die Haagerup Eigenschaft genau dann, wenn ein stetiger, links in-
varianter, bedingt negativ definiter Kern ¥ von G existiert, unter welchem
Urbilder kompakter Mengen kompakt sind.

Fiir den Beweis von 1. sei hier auf ,,Advances in Mathematics 225 (2010)” 6.20 von
I.Chatterji verwiesen. (Auf der Homepage des Seminares zu finden)

Korollar 3.4
Kompakte Gruppen besitzen die Haagerup Eigenschaft.

Beweis
Wihle v wie folgt:

v:GxG— Ry
(81782)'_)0

v ist offenbar stetig und erfiillt alle geforderten Eigenschaften (Urbilder kompakter
Mengen sind entweder G x G oder die leere Menge, da G kompakt ist, ist aber auch
G x G bzgl der induzierten Produktopologie kompakt) [

Satz 3.5
Eine Topologische Gruppe G ist kompakt, genau dann wenn sie sowohl Kazdhan’s
Eigenschaft (t) als auch die Haagerup Eigenschaft besitz.

Beweis

Nach obigen Uberlegungen ist klar, dass eine kompakte Gruppe beide Eigenschaf-
ten besitzt.

Sei also G eine topologsche Gruppe welche die Haagerup Eigenschaft und Kazdhan’s
Eigenschaft (T) besitzt.

Nach 3.3 ist nun jeder links invariante, bedingt negativ definite Kern von G be-
schrinkt. Es folgt:

V(G xG) C [ab] CRy

Da G die Haagerup Eigenschaft besitzt, folgt weiter, dass wir ¥ derart wihlen kon-
nen, dass das Urbild von [a,b] kompakt ist. Also:

v 1([a,b]) 2 G x G

es muss insbesondere Gleichheit gelten. Da aber [a,b] kompakt ist, ist dann auch
G x G kompakt und damit auch G. UJ
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4 Anhang

Satz

Sei # ein Hilbertraum, ¢ C ¢ eine abgeschlossene, konvexe Menge.

Dann existiert genau ein co € ¢ mit ||co|| = inf,_z[|c[|. (Insbesondere wird also das
Infimum angenommen, und damit das Minimum erklart)

Beweis

Zur Existenz:

Sei § :=inf,_= | c||. Wir definieren eine Folge (c,) in € derart, dass limy—. ||ca|| =
0 gelte (die Konvergenz in R wird durch die Stetigkeit des Skalarproduktes gewihr-
leistet). Nach der Parallelogrammgleichung gilt:

8% < || || < || 4[| 25 |12 < Fllenl* + glleml* — 82

Folglich definiert (c,) eine Cauchyfolge, welche in # konvergiert, und da € abge-
schlossen ist, liegt der Grenzwert in 7

Es gilt also insbesondere ||co|| = 6.

Zur Eindeutigkeit:

Angenommen, es gibt ¢, c> € € mit der gewiinschten Eigenschaft. Es folgt (wieder
mittels Parralelogrammgleichung:

82 < | 952 |2 < A2 P 4|52 (2 < Llea |+ Sl < 82

Es muss in jeder Ungleichung Gleichheit gelten, und damit folgt || £5<2||> = 0, also
auch ¢y = ¢p.
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