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1 Einleitung

Diese Ausarbeitung behandelt den vierten Abschnittim Kapitel vier des Buches , Elementary
Number Theory, Group Theory, and Ramanujan Graphs” von Davidoff, Sarnak und Valette
und wurde im Rahmen des Seminars ,Gruppen, Expandergraphen und Baume” verfasst.
Hierbei wird auf den Ergebnissen der vorigen Vortrdge aufgebaut. Es wird gezeigt, dass
die Cayley Graphen von (PSL;(IF;)), bzw. (PGLy(IF,)), eine Familie von Expandergraphen
bilden, indem die nicht trivialen Eigenwerte der Adjazenmatrizen der Graphen abgeschétzt
werden und damit fiir festes p eine explizite untere Schranke der spektralen Liicke der X4
bestimmt wird, wenn g grofs im Vergleich zu p ist. Damit wird dann zusétzlich gezeigt,
dass die Graphen einen grofien Umfang und eine hohe Knotenfarbungszahl besitzen. Dies
verbessert somit das Ergebnis aus dem sechsten Abschnitt des ersten Kapitels des Buches,
in dem lediglich die Existenz solcher Graphen bewiesen wurde.

2 Die Cayley Graphen von (PSLy(IF,)), bzw. (PSL>(IF,)), bilden
eine Familie von Expandergraphen

2.1 Konvention In diesem Kapitel wird die Anzahl der Wege der Linge | mit Start- und
Endpunkt 1 in X7 mit f; notiert.

Die Anzahl der Ecken von X1 wird mit n notiert und das Spektrum der Adjazenzmatrix A
mit

y0=p+1>[.112‘Ll22...2[1n_1.

2.2 Definition Die Chebyshevpolynome zweiter Art U,, sind durch folgende rekursive Vor-
schrift definiert:

Up(x) =1, Ur(x) = 2x, Upya(x) = 2xUpp(x) = Upa(x) filr m > 2
Es gilt fiir alle m € N : U, (cos 0) = 2D nach [[1], 1.4.4 Definition]

sin 6
m p-1

und die Spurformel ), f,_o = % EO Um(z’l—’ﬁ) nach [[1], 1.4.7 Korollar].

O<r<%
Das erste Ziel ist es, eine neue Interpretation der linken Seite der Spurformel zu geben. Dazu
wird an dieser Stelle die quadratische Form in vier Variabeln

Q(‘xOI X1, X2, x3) = X% + qz(x% + x% + x%)
eingefiihrt und man setzt fiir m > 1

So(p™) = l(xo, x1, %2, X3) € Z* : Q(x0, X1, X2, x3) = p™ und
entweder xy gerade und x1,x,, x3 ungerade
oder xy ungerade und x1, x5, X3 gerade}|

2.3 Bemerkung Ist m gerade oder p = 1 (mod 4), so ist fiir jede Losung (xo, x1, X2, X3) € 74,
mit Q(xo, x1, X2, x3) = p" und den oben gegebenen Kongruenzen modulo 2, x, ungerade und
X1, X2, X3 gerade. Mit der quadratischen Form



Q' (xo, X1, X2, X3) = x5 + 447 (x] + x5 + x3)
ist dann Sp(p™) genau die Anzahl der ganzzahligen Losungen von Q’(xo, X1, X2, x3) = p™.

Beweis. Da p ungerade Primzzahl ist, existiert k € IN mit p = 2k + 1.
Ist m nun gerade, so gilt

pr=2k+1)" = ) (") (@2k)" * 17" = 1 (mod 4)
n=0

Ist p =1 (mod 4) so gilt auch p™ =1 (mod 4).

Sei (xg, X1, X2, X3) € Z* mit Q(xg, x1, X2, X3) = p™, und angenommen, xo wire gerade und x1, x5, x3
ungerade. Dann existieren ko, ki, k>, ks € Z mit xy = 2ko, x1 =2ki+1, xp =2k, +1, x3 = 2ks+1.
Weiter gilt Q(xo, x1, X2, x3) = p" und somit

(2ko)* + q*((2ky + 1)* + (2ky + 1)* + (2ks + 1)) = 1 (mod 4)
= 4k5 + g7 (45 + 4y + 1+ 415 + 4ky + 1 + 415 + 4ks + 1) = 1 (mod 4)
= g**3 =1 (mod 4)

q ist aber ungerade, also ist 4> = 1 (mod 4) und somit 3 = 1 (mod 4) ¢
Also ist xp ungerade und x4, X2, x3 gerade. Sei nun ki, ky, k3 € Z mit x1 = 2ky, xp = 2ky, x5 = 2k3,
dann gilt:

Q(xo, X1, X2, X3) = X5 + G*(4k3 + 4k5 + 4k3) = x5 + 4q7(k2 + k5 + k3) = Q' (x0, k1, k2, ks)

Umgekehrt gilt fiir eine beliebige Losung (xo, x1, X2, X3) € Z* mit Q'(xo, x1, %2, X3) = p™, dass
Q(xo,2x1,2x,2x3) = p™ und somit folgt die Behauptung. O

2.4 Lemma Fiirm € N gilt: So(p™) =2 Y., fu-2r

m
OSI’ST

Beweis. XP 14sst sich nach [[1], Theorem 4.3.5] mit Y? identifizieren.

Seien xp = 1,x1,...,x-1,x = 1 die Ecken eines reduzierten Weges der Lange | mit Anfangs-
und Endpunkt 1 in Y74. Wie im Beweis zu [[1], Proposition 4.3.3] findet man t4,...,.t; € T, ,,
sodass x; = t; *...xt; (1 <i < [)und t; = I;[a;] fiir ein eindeutiges a; € S, (1 < i < [). Dann
ist [a1][az]...[a] ein reduziertes Wort der Lange [ in A, da es der Lift eines reduzierten Weges
ist. Wegen I ([aq][az]...[a1]) = x; = 1 gilt [a1]...[a1] € A(g).

Damit ist bewiesen, dass f; die Anzahl der reduzierten Worter der Lange [ in A ist, die zu
A(g) gehoren.

Sei (xo, x1,x2,Xx3) € SQ(pm): Fiir die Quaternione o = xo + g(x1i + x2j + x3k) € A’ gilt nach
[[1], Lemma 4.3.2], dass ihre Aquivalenzklasse [a] € A schon in A(g) liegt. Es ergibt sich also
die Gleichung

Sa(p™)

{a =ag+mi+axj+aske A" | N(a) =p", q teilt a1, a,, a3}]
Ha =ag+mi+ayj+aske A" | N(a) =p", [a] € A@g)}l

Sei jetzt a aus der rechten Seite der Gleichung beliebig. Nach [[1], Korollar 2.6.14] hat « eine
eindeutige Faktorisierung a = ip’a)m_ZI, wobei wy,_y ein reduziertes Wort der Lange m — 2/
tiber S, ist. Die Klasse [a] ist daher ein reduziertes Wort der Lange m — 2] in A und gehort zu
A(qg). Es gilt also



Ha =ag+aii+ayj+ask € N | N(a) =p", [a] € Ag)}| <2 fm—2r

0<r<

(ST

Umgekehrt erzeugt ein reduziertes Wort w der Lange m — 2/ in A(g) zwei Quaternionen
der Form a = +p'w. Also gilt auch

Ha =ap+ai+ayj+ask e N | N(a)=p", [al e A} =2 Y. fuor

O<r<%
Insgesamt folgt
|{6¥ =ay+ ali + ﬂzj + Ll3k e N | N(a) = Pm, [CK] S A(Q)}l =2 Z fm—Zr

m
0<r< 2

Man erhdlt also folgende Spurformel fiir X4

m
2

n—1
Sa(p™) = 25~ go n(35)

2.5Lemma Sei ®, = [i*log+/p,0] U [0, ] U [, +ixlog+/p] C C. Dann wird ©, durch
z > 24Jp * cos(z) bijektiv auf [-(p + 1), p + 1] abgebildet. Insebsondere [0, 1] — [-2+/p, 2 /P]
bijektiv auf das Ramanujaninterva]l.

*lZ

Beweis. Es gilt cos(z) = ~ und sin(z) = . ©, ldsst sich als Intervall mit entspre-
chender Ordnung, zusammengesetzt aus seinen Telhntervallen auffassen, indem das erste
Teilintervall “rtickwiérts”durchlaufen wird, d.h. ist x, y € [0,7 % log +/p] mit x < y (im Sinne
von J(x) < I(y)), so gilt in ©, x > y, also reicht es zu zeigen, dass sie auf ©, streng monoton
fallt, um die Injektivitdt zu beweisen.

Die Funktion ist genau dann streng monoton fallend, wenn sie auf [0, i * log 4/p] streng
monoton steigt und auf [0, 7] und [, 7 + i % log 4/p] streng monoton féllt.

Da cos : [0, 7] — [1, —1] bijektiv und streng monoton fallend ist, ist auch 2 4/p * cos : [0, 7] —
[2+/p, —2 4/p] bijektiv und streng monoton fallend.

Sei x € [0,7xlog+/p], also x = i * x, fiir ein xq € [0, log 4/p] und somit gilt cos(x) = cosh(x,). Der
Cosinus Hyperbolicus ist auf [0, o0) streng monoton steigend, also auch 2 /p * cosh(xo).

Sei jetzt x € [1, 7t +i*log+/pl, also x = 7 + i * X fiir ein xq € [0, log 4/p]. Damit gilt nach den
Additiontstheoremen

eite 2
T2

cos(x) = cos(mt) * cos(i * xo) — sin(m) * sin(i * xo) = (—1) * cosh(xp) — 0 * i * sinh(xy)
= —cosh(xy)

und somit ist 2 y/p * cos auch auf [rt,  + i * log 4/p] streng monoton fallend.
Es gilt

1
. e~1o8 VP 4 elog VP v+t
2+/p = cos(i*log+fp) = 2+/p 5 :ZWPTZP.Fl
m 1 —iT
. oim=log VP . pmim+log\p +e " \p
24/p+cos(m+ixlog/p) =2+/p 5 =24p R0 5 =—(p+1)



Die Funktion ist stetig, also folgt aus dem Mittelwertsatz die Surjektivitét. O

Mit dieser Bijektion ldsst sich nun fiir j = 0, 1, ...,n — 1 ein eindeutiges 6, € ©, finden mit
pj = 2+/p*cos0;. Insbesondere gilt 6y = i+ log 4/p und falls (%) =-1: 0,1 = m+ix*log+/p nach
[[1], 4.3.6 Korollar]. Nach der Definition der Chebyshevpolynome U,, gilt damit

n-1

=222 z Uy (cos6) = 2 "z

gy nl 2\/‘*(:056

So(p™) = 2L 2 U, (—

sin(m+1)0;

sin@;
Um zu zeigen, dass X4 Ramanu]angraphen smd, muss gezeigt werden, dass |uj| < 2 +/p oder
dquivalent nach obiger Bijektion: 0; € R.
Mit elementaren Methoden ist dies nicht so leicht zu zeigen. Im Folgenden wird daher nur
ein Beweis dafiir gegeben, dass fiir sehr grofie g der Imaginérteil von 0; durch eine Konstante
in Abhéngigkeit von p beschriankt ist. Damit kann dann gezeigt werden, dass die X7 eine
Familie von Expandergraphen bilden.

2.6 Proposition Sei u ein nicht trivialer Eigenwert von XP4, d.h. |u| # p + 1, sei M(u) die
Multiplizitidt von u. Dann gilt

-1
M(u) = &=

PSLy(q), falls (%) =1

PGLy(q), falls (g) =-1

SeiV, C I*(G) der Eigenraum zum Eigenwert p, dann gilt M(u) = dimcV,,.

Sei A : G — GL(I*(G)) die linksregulire Darstellung, definiert durch (Ag(g)f)(x) = f(g™! * x)
firr f € *(G) und x, g € G. Dann ist Apgy, () : PSLy(q) = GL(I*(G)) eine Darstellung von PSL,(q)
auf *(G), da PSL,(g) C G in beiden Fillen. Nach [[1], Aufgabe 4.1.4] ist V,, Ag-invariant, also
ist V,, mit der Einschrankung Von Apsi,(q ebenfalls eine Darstellung. Ist diese Darstellung

Beweis. Sei G die X7 unterliegende Gruppe, also G = {

nicht trivial, so folgt dimcV, > Z1 nach [[1], Theorem 3.5.1] und somit die Behauptung.

Angenommen, die Darstellung wire trivial, also Apsp,) : PSLa(q) — GL(V,), § = zdvy

1.Fall: (%) = 1. Dann ist G = PSL,(q) und somit gilt fiir alle x,g € G, f € V,, : (Ac(g)f)(x) =

f(g'x) = f(x). Sei f(1g) = ¢ € C, dann gilt insbesondere fiir alle ¢ € G: f(g) = f(g7'g) =

f(1g) = ¢, also ist f konstant. Sei jetzt f # 0 eine Eigenfunktion zum Eigenwert 1, insbeson-

dere also f = cfiireinc € C. Dann gilt firalle g € G: uxc=Af(g) = YL Aguf(h) =(p+1)*c.
heG

Es folgt alsou=p+1¢

2.Fall: ( ) = —1. Dann ist G = PGL,(q) und PGL,(q)/PSL,(q) = {£1}. Sei £ € G — PSL,(g),
also msbesondere XPSL,(q) # 1cPSL,(q) in PGLy(q)/PSLy(g). Da d1e Darstellung von PSLy(g)
trivial ist, gilt fiir alle g € PSLy(g) und x € G und f € V,: (Ac(9)f)x) = f(g7'x) = f(x).
Setze a, = f(1g) und a_ = f(£). Sei x € G beliebig, dann gilt entweder x € PSL,(g), d.h.
f(x) = f(x"'x) = f(1g) = a,, oder xPSLy(g) = *PSLy(q), d.h. es gibt g € PSL,(g) mit ¢™'x = %
und damit f(x) = f(g¢'x) = f(£) = a_. Insgesamt gilt also:

_|a, falls x € PSLy(q)
foo = a_, falls x € PGLy(q) — PSLy(q)

5



Nach [[1], Bemerkung 4.2.3] ist XP4 in diesem Fall bipartit, insbesondere gilt fiir alle
g € PSLy(q), h € PGLy(q) — PSLy(q): Agy = Apg = 0.
Seijetzt f € V, mit f # 0, g € PSLy(q), § € PGL,(q) — PSL(g), dann gilt:

U*day = Af(g) = h;(; Ag,hf(h) = Y. Ag,hf(h) = (P +1a_

hePGL,(q)-PSLy(q)

g*a_ = Af(g) = h%:GAg,hf(h) = Z )Ag,hf(h) = (P + Day

hePSLy(q

und da f # 0 folgt aus den Gleichungen a, # 0 und a_ # 0. Es folgt also

_ (pt1)*ay
=

_ (p+D)ra_
H="—2

_ (pD)Eagras
= u?= =+ 1)?

Und somit |u| = p + 1¢

2.7 Notation Sei f(n) ein Term in Abhédngigkeit vonn € IN. Sei ¢ € R, € > 0. Sei g(n)(¢) ein
Term in Abhéngigkeit von n und ¢. Dann schreibt man

f(n) = Oe(g(n)(¢))
falls eine Konstante C(¢) existiert, so dass gilt
f(n) < C(e) » g(n)(¢) fiir allen € IN.

Weiter schreibt man fiir n,k € IN
k-1
re(n) = [{(xo, ..., xk-1) € ZF Zé]xlz = nl.
i=

Mit anderen Worten ist r(n) die Anzahl der ganzzahligen Losungen, durch die sich n als
Summe von k Quadraten schreiben lisst.

2.8 Beispiel

i)y’ +n* +n=0n’) = O.(n>), denn n® +n* + n < 3n° < 3n>** fiir allen € N.

i) Nach [[1], 2.2.13 Korollar] gilt fiir alle € > 0 : r3(n) = Og(n%”).
Damit ist genug gezeigt, um eine Abschitzung der Eigenwerte zu geben.

2.9 Theorem Sei¢ € (0, ;) C R fest. Dann gilt fiir groe q und jeden nicht trivialen Eigenwert
u von XP1:

lul < pire +pie
Beweis. Nach Lemma 2.5 gilt fiir alle m € IN die Spurformel

5 =1 Ginm+1)0;
SQ(pm) — 2}77 Z n j

sin;




Ist u; ¢ [-2+4/p,2+/p], so gilt

0. — i*;  alls2y\p<pu;j<p+1
" lmtixy;  falls —(p+1) S pj< -2+

mit 0 < ¢; < log 4/p in beiden Fallen, nach Lemma 2.5. Es gilt fiir alle z € R:
i*sin(—ixz) = = = sinh(z) und sinh streng monoton steigend und cos(—iz) = = = cosh(z).
Ist auBerdem m gerade, gilt ¢™*Y™ = —1 und somit in beiden Félle

sin(m+1)0; _ sin(@+(m+1)p;) sinh((m+1)y);) >0
sinf; T sin(i=g)) T sinh(yj)

Sei also ab jetzt m gerade. Mit der Spurformel folgt also fiir einen festen nicht trivialen
Eigenwert uy ¢ [-2+/p, 2 /7]

n—1

2 . sinm+1)0;, 2, sinm+1)0 2 » o sin(m+1)6;
S m — —_n2 —1n2 -~ @@ - —1n2 S
oP™) np szn@ np Mig) sin0y * n Z sin@;
j=0 j#k
2 . sinh(m + 1)¢k 2, o sin(m+1)6;
= —p2 M L A 2 - - 7
nt (b sinhyy TP Z sin0;

2 . sinh(m + 1)1#;{ 2 sin(m +1)0;
n sinhy nt ‘ Z sin@;
i lujls2 p

sm(m+1)9 i

Fiir |yl <24/pist 0; € R. Es gilt also | | < m + 1 nach folgender Induktion nach m:

sin(0 +1)0;
= |— |:|1|S0+1
sin0;
sin(m + 1)0; sin@; x cos(m0;) + cosO; * sin(m0;) sin(m0;)
mem+1: - =] | < lcos(m0))| + |cosO; |
sin0Q; sin0; sin0;
(Induktionsannahme) [cos(r)I<1 fiir reR
< lcos(m6;)| + m|cosO| < 1+m

Mit obiger Ungleichung erhélt man also folgende untere Schranke fiir So(p™)

. 2 sinhim+ 1) 2 4,
Sa(p") = S EMGu)—— = = T ) (me )
o lpjl<2+/p

2 sinh(m + 1)1y 2

Z;PZM(Hk) sinhe P’ nx(m+1)
2y sinh(m + 1)y "
= EPZM(Hk)W — 2p2 (m + 1)

Als néchstes wird eine obere Schranke fiir Sg(p™) bestimmt.
Da m gerade ist, ist nach Bemerkung 2.3 So(p™) die Anzahl der ganzzahligen Losungen von



2 2022 4 22 4 A2) —
xg+4g°(x; + x5 +x3) =p

Um die Anzahl der moglichen Losungen abzuschétzen, werden zundchst die moglichen
Wahlen fiir xo bestimmt.

Es gilt |xo| < p? und x% = p" (mod ¢?), also nach [[1], Aufgabe 4.3.1] xo = +p? (mod ¢°). Da
auBerdem x; und p ungerade sind (also kongruent mod 2), fithrt dies zu xy = +p? (mod 24?).

Nach Teilen mit Rest ergeben sich also LZ—SJ Moglichkeiten fiir |xo| < p% und die Moglichkeit

lxo| = p%. Ohne die Betrdge ergibt dies also hochstens 2 * (pq—z + 1) Moglichkeiten fiir die Wahl
von Xxo.

m__2
Ist xo bestimmt, so muss die Gleichung x? + 22 +x% = - 4q2x 0 ganzzahlig gelost werden. Mit der

Notation 2.7 und nach Beispiel 2.8ii) ergibt dies fiir ¢ > 0 hochstens

ra(Gd) = O(Ze) 1) = 0L((E)h)

442

mogliche Losungen. Sei C(¢) eine, wie in 2.7 gewihlte, Konstante. Dann gilt

m

So(p™) < 2+ (’2—2 +1) s

P =g p? P,
i )< 2% (= +1)= C(E)(?)2

2
qz

m

m(%+£) Z
&+
q

_ " p_% % ﬁ Ite — *
=2C(¢) (q2 +1) (qz) =2C(e) 24+

1 m

p%+em Iﬁ p%+sm * p% P%+sm
=2C(e) g * (? +1) =2C(e) * ( 772+ 2 g )
m(l+e) Z(142¢) m(l+e) Z(1+2¢)
p p? p p:
=2C(e) = ( 2 + 72 ) =2C(e) (q3 RpE + g+ )
m(l+e) F(1+2¢)
<20(e)+ (F— + 2 —)
m(l+e) T(1+2¢)
= Sop™ = 0.+ )

7 q
Sei jetzt C, eine, wie in 2.7 gewilte, Konstante (z.B. C. = 2+ C(¢) wie oben).Es gilt n < ¢°> nach
[[1], 3.1.1 Proposition]. Dann gilt

(1+2¢)

2

" sinh(m + 1)
EPZM(“")—%

sinhiy

sinh(m + 1), 1
& Mlpw) sinhiy = 2
sinh(m+ D) n<g 1 iy 50 L
ik < Ece(p +q xp") +q'(m + 1)

m(1+e) z
P — p:
q q

—2p7(m+1) < Sp(p™) < Ce( )

% m(3+e) % pMe
e 23 +"qp )+ n(m + 1)

= M(ux)

Angenommen, m sei jetzt so gewihlt, dass p? < ¢°. Dann gilt

M(Hk)sinlzgz;lk)% < lcg(q3+65 + q2+6e) + qB(m +1)

8



Auferdem giltp? <¢° & % <log,® & m < 6log,q und somit

sinh(m + Dx 1. 56 ougey , 3
M(yk)w < 2Cg(q +477) + (1 + 6log,q)
& M(ux)sinh(m + 1)y < sinh(gbk)%ce(q“(’g +¢7%) + g°(1 + 6log,q)

sinhy<sinh(log \/p)
T sinh(log \/;5)%(35(q3+6‘g +g*q77%) + ¢°(1 + 6log,q)

Fiir groBe g gilt nun log,q < ¢* und somit gilt

M(uy)sinh(m + 1) < sinh(log \/;3)%(:6 20 + 14 60%)
< sinh(log p)Ce * 7% + ¢° * g + 64°7%)

< (sinh(log \Jp)Ce + 7)g°+**
= M(u)sinh(m + D = O.(*).

Sei jetzt m die grofite ganze gerade Zahl, fiir die gilt p2 < ¢° und sei g grof. Dann gilt
e~ DYk < ek und ¢ < p"F & —1 + 6log,q < m + 1. Weiterhin gilt ¢ < log /p, es folgt

. L,(m+1)1‘bk e(—1+6lngpq)1j;k p 6lo ()*
sinh(m + )iy > ——5— > 3 > E—eblogya Pk

N—=

Insgesamt gilt nun also
3% g_6logp(‘1)*1/’k

— 1 3+6ey _ 3+6¢
M(uk) - sinh(m T 1)¢koé(q ) - p_% Oé(q )

= O, « g F5) = 0,(¢7"* )
Da iy nicht trivial ist, gilt nach Proposition 2.6 M(p) > % Folglich existiert eine konstante
C, mit

% < M(Hk) < Ce(q3+6‘g_%)

& g< 2C€(q3+6€_%) +1
Fiir grofie g (im vergleich zu C,), muss folglich gelten
3+ 6¢ - % > 1 und somit ¢ < (3 + ¢)log p

Abschliefiend kann nun der Betrag von i berechnet werden:

B | 2/plcos(iy) oder
|luxl = 2 \/plcosBy| = {2 \Blcos(rt + i)

=2 \/}3' + COSI’U’Dkl < \/ﬁ* (p%-H + p‘%_f) — p%*’é + P%—e



2.10 Korollar Fiir festes ¢ € (0, ) und grofSes q gilt

5., 1_.
1- 6te_,6¢
h(XPA) > l“i’fp > 0.

Insbesondere bilden die X" damit eine Familie von Expandergraphen.
Gilt aulerdem noch (;—’) =1, so gilt

x(XPT) = ==
po aps

Beweis. Nach [[1], 1.2.3 Theorem] gilt h(X"7) > W und nach [[1], 1.5.4 Korollar] gilt
qy > — P
X(XP) 2 max{|pllpnlt =
2.11 Korollar Fiir N € N existiert eine ungerade Primzahl p, sodass fiir grofse q gilt

(XP7) > N und x(XP7) > N.

Beweis. Sei p grofs genug, sodass 1% %
pi2+pl

> N. Sei dann g so grofs gewdhlt, dass folgende

vier Bedingungen erfiillt sind:

(i) g > p® (i) 2log,q > N (iii) (2) = 1 (iv) x(XP) > =

p12 +p12

(ftir (i)-(iii) findet man unendlich viele mégliche g und (iv) lasst sich dann nach Korollar 2.10
erftillen).
Dann ist nach [[1], 4.3.3 Proposition] und [[1], 4.3.5 Theorem]

min{g(XP1), x(XP1)} > N.

O

2.12 Bemerkung Die Familie der X" bilden eine Familie von Ramanujangraphen. Der Be-
weis dazu benotigt allerdings tiefere Ergebnisse, welche von Eichler gezeigt wurden [2]. An
diese Ergebnisse ankniipfend lésst sich SQ(p’”) neu abschétzen und man erhilt fiir € > 0

Sa(p™) = 2—1 o -+ 0 (Pz(lﬂ))

(Fiir Details hierzu siehe [3],[4], und [5]). An dieser Stelle wird an die Spurformel vor
Proposition 2.6 erinnert

sin(m+1)0;

SQ(pm) - % : ; sin@;

Setzt man hier die trivialen Eigenwerte

0o =ixlog+/p, falls (g) =1
0o =ixlogpund 0,1 =m+ixlogp, falls (5)=-1

10



m+1
) ) . . -1
ein, so sieht man, dass deren Anteil an der Summe genau dem dominanten Term m ppT

entspricht. Kiirzt man diese also gegenseitig, so erhdlt man im ersten Fall

n—1

sin(m+1)0; em
% Z b= Oa(P 2 )
j=1

sin0;

(Auf den zweiten Fall wird an dieser Stelle zur Einfachheit verzichtet.) Wére also ein 0; ¢ R,
so lasst sich dieses analog zum Beweis von Theorem 2.9 als 0; = ii; oder 0; = 7 + ii); mit
Y; € (0, log +/p] schreiben und erhilt den folgenden Term

9 sin(m+1)0; o sinh(m+1)y;
noosind;  n sinhy;

>0,
da m gerade ist. Fiir die realen 0; gilt aber

2 ¥ T <2(m+ 1)
il@iER

Diese beiden Terme kdnnen sich also sicher nicht gegenseitig aufheben. Fiir klein gentigendes
¢ und grofles gerades m erhélt man also einen Widerspruch. Daher ist X" ein Ramanujan-
graph.
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