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Aufgabe 1. (4 Punkte)
Sei R ein kommutativer Ring. Zeigen Sie, dass fiir a, b, c € R folgende Aussagen gelten:
e a ~ q fir alle a € R.
e Gilt a ~ b, so auch b ~ a.
e Gilt a ~bund b ~ ¢, so auch a ~ c.
e Sei a ~ b. Dann ist a | ¢ genau dann, wenn b | c.

e a ~ b genau dann, wenn es eine Einheit f € R gibt mit b = af.

Aufgabe 2. (4 Punkte)

Sei R ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit additiv neutralem Element n und einer
Normfunktion N, und seien a,b € R. Zeigen Sie, dass dann Folgendes gilt:

e Ist b# nund a | b, soist auch N(a) | N(b) und 1 < N(a) < N(b).
e Sind a und b assoziiert, so ist N(a) = N(b).
o Ist f € R eine Einheit, so ist N(f) = 1.

e [st die Normfunktion N zusétzlich monoton, so ist f € R genau dann eine Einheit,
wenn N(f) =1 ist.

Aufgabe 3. (4 Punkte)

Wir betrachten den quadratischen Zahlbereich Z[v/—5] mit der in der Vorlesung angege-
benen ,zugehorigen® Normfunktion N : Z[v/—5] — Np.

e Berechnen Sie die folgenden Normen der Elemente in Z[y/=5):
N((2,0), N((3,0)), N((6,0)), N((1,1)), N((1,-1))
e Zeigen Sie, dass in Z[/—5] Folgendes gilt:
(2,0)1(1,1), (2,00¢(1,-1), (2,0)](6,0), (1,1)](6,0)

e Bestimmen Sie alle Einheiten in Z[/—5]!
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