ALGEBRA UND ZAHLENTHEORIE Sommersemester 2011

Beispiel eines Rings, der kein Hauptidealring ist

Wir betrachten den Polynomring in einer Variablen X iiber den ganzen Zahlen, also Z[X].

(Wichtig ist, dass man hier als ,,zugrundeliegenden Ring fiir den Polynomring die ganzen
Zahlen und nicht etwa die rationalen oder die reellen Zahlen nimmt.)

Wir wissen (Satz aus der Vorlesung), dass in jedem Ring R fiir eine endliche Menge von m
Ringelementen rq,...,7r, € R die Menge I(ry,...,r,) aller R-Linearkombinationen von
r1,...,y ein Ideal bildet, also auch insbesondere die Menge der polynomiellen Linearkom-
binationen von 2 € Z[X] und X € Z[X], also die Menge

12, X):={f-2+g-X| f,g€ Z[X]}

ein Ideal in Z[X] ist.

Definition: Fiir ein Polynom k := zp + 21X + ... + 2, X" nennen wir zy den konstanten
Term in k.

Wenn wir uns iiberlegen, welche Polynome in 7(2, X) liegen, so sehen wir, dass der kon-
stante Term der Polynome immer gerade sein muss: Denn X hat keinen konstanten Term
und damit auch g - X fiir alle moglichen g € Z[X] nicht, so dass konstante Terme fiir
Elemente in 7(2, X) nur aus f-2 mit f € Z[X] entstehen kénnen. Hier sind die konstanten
Terme aber Vielfache von 2.

Genauer gilt:
IQ)={z+2aX+...+2X"|neEN, 2,...,2, € Zund z,...,z, gerade}

sowie
I(X)=A20+21X+...+2, X" | n€EN, 20,...,2, € Zund zy = 0}.

Insgesamt erhalten wir damit:

12, X)={2+2aX+...+ 2, X" | n €N, 2,...,2, € Z und z gerade} G Z[X].

Wiéire nun Z[X| ein Hauptidealring, so miisste es ein einziges Polynom h € Z[X] geben mit
I(2,X)=1(h).

Dieses Polynom h darf nur einen von Null verschiedenen konstanten Term (also ,keinen
X-Anteil“) haben, da wir sonst aus f - h mit f € Z[X] niemals das Polynom 2 € I(2, X)
erhalten wiirden. (Da wére dann ja in dem Produkt f - A in allen Summanden immer ,ein

X dabei.)
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Da 2 € I(2,X), muss auch |h| < 2 sein, sonst konnten wir aus f - h mit f € Z[X] mit
f € Z]X] wiederum niemals das Polynom 2 erhalten.! Andererseits darf auch nicht |h| = 1
sein, denn sonst wére [(h) = I(1) = Z[X]| bzw. I(h) = I(—1) = Z[X] (da jedes Polynom k
sich in der Form k = k-1 = (—k) - (—1) schreiben ldsst). Auch darf nicht h = 0 sein, denn
dann wire I(h) = 1(0) = {0} # 1(2, X).

Einzige Kandidaten fiir h € Z[X], aus denen man ein Hauptideal I(h) bilden konnte, so
dass I(2,X) = I(h) gilt, wéren h = 2 oder h = —2. Nun ist aber auch X € I(2, X). Aber
2t X in Z[X], da X in Z[X] kein polynomielles Vielfaches von 2 ist.?

Damit ist das Ideal (2, X) C Z[X] kein Hauptideal (und daher (nach Definition) Z[X]
kein Hauptidealring).

'Hier geht nun ein, dass der zugrundeliegende Ring Z ist.
2Auch hier geht wieder ein, dass der zugrundeliegende Ring fiir den Polynomring der Ring der ganzen
Zahlen ist.
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