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@ Verfahren zur Lésung von Optimierungsproblemen mit:
e nichtlinearer Zielfunktion f(x)

e nichtlinearen Restriktionen h(x) und g(x)
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@ Verfahren zur Lésung von Optimierungsproblemen mit:
e nichtlinearer Zielfunktion f(x)

e nichtlinearen Restriktionen h(x) und g(x)

min f(X)

XeD

unter h(x)=0, g(x)<0
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@ Idee:

o Anwendung des Newton-Verfahrens auf Funktion mit Informationen aus
notwendigen Optimalitatsbedingungen
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Lagrange-Newton-SQP-Verfahren

@ Idee:

o Anwendung des Newton-Verfahrens auf Funktion mit Informationen aus
notwendigen Optimalitatsbedingungen

@ Losung eines quadratischen Problems in jedem Iterationsschritt
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min f(X)

xeD

unter h(x)=0, g(x)<0

wobei f: D —R,h: D —R" g: D— RP

@ F={xe Dlh(x)=0, g(x) <0} zulassige Menge

@ X lokale Lésung von (PNU)

° X, & Lagrange-Multiplikatoren zu x

@ J(x) ={1<j< p]|gix) =0} aktive Ungleichungen, p(x) := #J(x)
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reduziertes System

@ notwendige Optimalitdtsbedingungen ergeben:

reduziertes System:
VIX)+H(X)A+3dX) =0
h(x)=0

gx)=0

wobei g mit Komponenten g;, j € J(X)
und  mit Komponenten z;,j € J(X)
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Newton Verfahren

@ Seip:=p(x)

@ Definiere Abbildung F : R""™P — R"™P durch:
VHxX)+H ()N +g (x) v
F(z) = F(x, A, v) = h(x)
9(x)
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Newton Verfahren

@ Seip := p(x)

@ Definiere Abbildung F : R""™P — R"™P durch:

VIX)+Hx) A+ (x) v
F(z) = F(x,\v) = h(x)
a(x)

o Mitz=(x",A",77)7 gilt F(Z) =0
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Newton Verfahren

@ Seip := p(x)

@ Definiere Abbildung F : R""™P — R"™P durch:
VHxX)+H ()N +g (x) v
F(z) = F(x,\,v) = h(x)
9(x)
o Mitz=(x",A",77)7 gilt F(Z) =0

@ Anwendung des Newton-Verfahrens: z*") = z(0 _ F/(Zz(0)=1 F( (k)
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Voraussetzungen Newton-Verfahren

@ Voraussetzungen (8.1.2) — (8.1.5) fur lokal quadratische Konvergenz
des Newton-Verfahrens:
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des Newton-Verfahrens:

@ f,gund hauf D = R" zweimal differenzierbar

e f,g" und h"" auf D = R" Lipschitz-stetig
= F auf R™™P differenzierbar und Lipschitz-stetig
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e f,g" und h"" auf D = R" Lipschitz-stetig
= F auf R™™P differenzierbar und Lipschitz-stetig
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Voraussetzungen Newton-Verfahren

@ Voraussetzungen (8.1.2) — (8.1.5) fur lokal quadratische Konvergenz
des Newton-Verfahrens:

@ f,gund hauf D = R" zweimal differenzierbar

e f,g" und h"" auf D = R" Lipschitz-stetig
= F auf R™™P differenzierbar und Lipschitz-stetig

(LXX(},X,;) H(x)T a'(})T)
® F(z)= H (X) 0 0 regular

g'(x) 0 0
d.h. wenn:
e x normal,d.h. Vhi(x),i=1..m, Vgij(x),j € J(X) l.u.
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Voraussetzungen Newton-Verfahren

@ Voraussetzungen (8.1.2) — (8.1.5) fur lokal quadratische Konvergenz
des Newton-Verfahrens:

@ f,gund hauf D = R" zweimal differenzierbar

e f,g" und h"" auf D = R" Lipschitz-stetig
= F auf R™™P differenzierbar und Lipschitz-stetig

La(X,X,9) HE)T g x)
° F(z)= h (x) 0 0 regular
g'(x) 0 0
d.h. wenn:
e x normal,d.h. Vhi(x),i=1..m, Vgij(x),j € J(X) l.u.

o hinr. Optimalitatsbed. erfdllt, d.h.
dTL (X, A\, 1)d > a||d|? VdeR": H(X)d=0, g(X)d=0

4
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Lagrange-Newton-SQP-Verfahren

reduzierte Lagrange-Funktion

@ reduzierte Lagrange-Funktion

L(x, M, v) = f(x) + ATh(x) + v g(x)
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Lagrange-Newton-SQP-Verfahren

reduzierte Lagrange-Funktion

@ reduzierte Lagrange-Funktion
L(x, M, v) = f(x) + ATh(x) + v g(x)
ViL(X, )\, D)

VZ(}, X? Z) = VAE(}7 )‘, D) = F(E) = 0!7-%-1774:%3
V., L(X, X, D)
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Lagrange-Newton-Verfahren

@ in jedem lterationsschritt I6sen des LGS:

F'(2"¥)(z — 2%y = —F(z)
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Lagrange-Newton-Verfahren

@ in jedem lterationsschritt I6sen des LGS:

F'(2"¥)(z — 2%y = —F(z)

Sl
VXM 4+ Lo (x8, A0 10 (x — x0y 1 o (xENTA 4+ g/ (x*) T = 0
h(x®) + H (xF)(x — xB) =0
gx®) +g' (x)(x —xW) =0

wobei z = (x", AT, v")T
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Referenzproblem

@ zeige: Lésung z des LGS ist durch Lésung x, A und p des quadratischen
Optimierungsproblems bestimmt
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Referenzproblem

@ parametrisches Referenzproblem zum Parameter
w= (w),wl, wl)T —Z e RMMP

min
XERM

fa(x,w) = %(X — W) Lo (Wi, W, W) (X — W) + V()T (X — wy)

unter hg(x, w) = h(wx) + A (wyx)(x — wx) = 0
ga(x, w) = g(wx) + g'(wx)(x — wy) <0
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w= (w),wl, wl)T —Z e RMMP

min
XERM

fa(x,w) = %(X — W) Lo (Wi, W, W) (X — W) + V()T (X — wy)

unter hg(x, w) = h(wx) + A (wyx)(x — wx) = 0
ga(x, w) = g(wx) + g'(wx)(x — wy) <0

@ hinr. Optimalitatsbedingung fur Referenzproblem mit w = 0 nach Vor.
gegeben,
damit x lokales Minimum des Referenzproblems
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Referenzproblem

@ parametrisches Referenzproblem zum Parameter
w= (w),wl, wl)T —Z e RMMP

fa(x,w) = %(X — W) Lo (Wi, W, W) (X — W) + V()T (X — wy)

min
XERM

unter hg(x, w) = h(wx) + A (wyx)(x — wx) = 0

ga(x, w) = g(wy) + g'(wx)(x — wy) <0

@ hinr. Optimalitatsbedingung fur Referenzproblem mit w = 0 nach Vor.
gegeben,
damit x lokales Minimum des Referenzproblems

@ Multiplikatorenregel fiir (QL1); dieselbe wie fiir (PNU)
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Referenzproblem

@ parametrisches Referenzproblem zum Parameter
w= (w),wl, wl)T —Z e RMMP

- 1
X’g]’gn fa(x, w) = E(x = WX)TLXX(WX, Wi, W, ) (X — Wy) + Vf(WX)T(x — Wy)

unter hg(x, w) = h(wx) + A (wyx)(x — wx) = 0
ga(x, w) = g(wx) + g'(wx)(x — wy) <0

@ hinr. Optimalitatsbedingung fur Referenzproblem mit w = 0 nach Vor.

gegeben,
damit x lokales Minimum des Referenzproblems

@ Multiplikatorenregel fiir (QL1); dieselbe wie fiir (PNU)
@ Eindeutigkeit der Multiplikatoren wegen Normalitat
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Referenzproblem

@ zusétzlich strikte Komplementaritat benétigt: i; > 0 V) € J(x)
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Referenzproblem

@ zusétzlich strikte Komplementaritat benétigt: i; > 0 V) € J(x)

= x(w) striktes lokales Minimum von (QL1)y,
Satz 7.4.2

A(w), u(w) zugehdrige eindeutig bestimmte Multiplikatoren
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Referenzproblem

@ zusétzlich strikte Komplementaritat benétigt: i; > 0 V) € J(x)

= x(w) striktes lokales Minimum von (QL1)y,
Satz 7.4.2

A(w), u(w) zugehdrige eindeutig bestimmte Multiplikatoren

° Lésung des LGS z(k+1) _ ((X(k+1))T’ (}\(IHA))T7 (l/(k+1))T)T
erfullt notw. Optimalitatsbedingung fir eindeutig bestimmte Lésung
20D = (x(w))T, (AW®))T, (u(w®))T)T
von (QL1), :== (QL1)

18/49 Christoph Brune | Verfahren zur Losung von Opt.problemen mit nichtlinearen Restriktionen



Lagrange-Newton-SQP-Verfahren

Referenzproblem

o — X(k+1) — X(W(k)), A(k‘H) — )\(W(k))7 I/(k+1) — (W(k))
Vi € Jw) = J(X)
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Referenzproblem

o — X(k+1) — X(W(k)), A(k‘H) — )\(W(k))7 I/(k+1) — (W(k))
Vi € Jw) = J(X)

@ Fiurj¢ J(x)ist y(w®); =0
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Referenzproblem

o — X(k+1) — X(W(k)), A(k‘H) — )\(W(k))7 I/(k+1) — .U’(W(k))
Vi € Jw) = J(X)

@ Fiurj¢ J(x)ist y(w®); =0

@ Also: Bestimmung z**") durch Lésung von (QL1)
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quadratisches Problem

@ mit Newton-Richtung d® := x**1) — x(&) das zu (QL1)x &quivalente
Problem:

; 1
d,g;}gn EdTLXX(X(k)7 /\(k)7 Z/(k))d + Vf(X(k))Td

unter  h(x¥) + K (x¥d =0
g(x) + g (x")d <o

20/49 Christoph Brune | Verfahren zur Losung von Opt.problemen mit nichtlinearen Restriktionen



Lagrange-Newton-SQP-Verfahren

Lagrange-Newton-SQP-Verfahren

Lagrange-Newton-SQP-Verfahren fur (PNU)
1. Wahle Startpunkt 20 = (x@ X\© ;©) und setze k := 0
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Lagrange-Newton-SQP-Verfahren

Lagrange-Newton-SQP-Verfahren fur (PNU)

1. Wahle Startpunkt 20 = (x@ X\© ;©) und setze k := 0

2. Berechne Suchrichtung d® und Multiplikatoren A**" und p**" durch
Lésung des quadratischen Problems (QL2)
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1. Wahle Startpunkt 20 = (x@ X\© ;©) und setze k := 0
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Lagrange-Newton-SQP-Verfahren fur (PNU)

1. Wahle Startpunkt 20 = (x@ X\© ;©) und setze k := 0

2. Berechne Suchrichtung d® und Multiplikatoren A**" und p**" durch
Lésung des quadratischen Problems (QL2)

3. Ist d¥) = 0: STOP

4. Setze x\k+1) = x84 g0
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Lagrange-Newton-SQP-Verfahren

Lagrange-Newton-SQP-Verfahren fur (PNU)
1. Wahle Startpunkt 20 = (x@ X\© ;©) und setze k := 0

2. Berechne Suchrichtung d® und Multiplikatoren A**" und p**" durch
Lésung des quadratischen Problems (QL2)

3. Ist d® = 0: STOP
4. Setze xk+1) = x4 gk)
5. Setze k := k+ 1 und gehe zu 2
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Zusammenfassung und Probleme

@ Lagrange-Newton-lteration berechnet unter Voraussetzungen dieselbe
Iterationsfolge wie Lagrange-Newton-SQP-Verfahren

22/49 Christoph Brune | Verfahren zur Losung von Opt.problemen mit nichtlinearen Restriktionen



Lagrange-Newton-SQP-Verfahren

Zusammenfassung und Probleme
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Iterationsfolge wie Lagrange-Newton-SQP-Verfahren

@ Jokal quadratische Konvergenz
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Zusammenfassung und Probleme

@ Lagrange-Newton-lteration berechnet unter Voraussetzungen dieselbe
Iterationsfolge wie Lagrange-Newton-SQP-Verfahren

@ Jokal quadratische Konvergenz

Probleme:
@ in der Regel keine Folge von zulassigen Punkten

22/49 Christoph Brune | Verfahren zur Losung von Opt.problemen mit nichtlinearen Restriktionen
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Zusammenfassung und Probleme

@ Lagrange-Newton-lteration berechnet unter Voraussetzungen dieselbe
Iterationsfolge wie Lagrange-Newton-SQP-Verfahren

@ Jokal quadratische Konvergenz

Probleme:
@ in der Regel keine Folge von zulassigen Punkten

@ Newton-Richtung d® = x(+1) _ x() keine zuldssige Abstiegsrichtung
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Inhaltsverzeichnis
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Zielsetzung

@ Ziel:
Aus lokal konvergentem Lagrange-Newton-SQP-Verfahren
global konvergentes Verfahren erreichen
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Berechnung der Suchrichtung
Berechnung der Schrittweite
Grundversion des SQP-Verfahrens

Sequentielle quadratische Programmierung T st sy ey 8 |

Zielsetzung

@ Ziel:
Aus lokal konvergentem Lagrange-Newton-SQP-Verfahren
global konvergentes Verfahren erreichen

@ Vorgehensweise:
analog zur Konstruktion von Variable-Metrik-Verfahren
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Sequentielle quadratische Programmierung

Berechnung der Suchrichtung

Berechnung der Suchrichtung
Berechnung der Schrittweite
Grundversion des SQP-Verfahrens
Globale Konvergenz im konvexen Fall

deRr”

min %dTA(k)d + V)T

unter  h(x®) + H'(x¥)d =0
9(x") +g(x")d <0
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Berechnung der Suchrichtung
Berechnung der Schrittweite
Grundversion des SQP-Verfahrens

Sequentielle quadratische Programmierung SR O e e ]

Berechnung der Suchrichtung

i 1 7 4k KNT
aein 50 A¥d+ VIx®)Td
unter  h(x®) + 0 (x®)d =

g(x") + o' (x")d <

Fi ={d e R"h(x®) + 0 (x* ) d = 0, g(x*¥) + ¢’ (x¥)d < 0}
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Berechnung der Schrittweite
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Berechnung der Suchrichtung

i 1 7 4k KNT
aein 50 A¥d+ VIx®)Td
unter  h(x®) + 0 (x®)d =

g(x") + o' (x")d <

Fi ={d e R"h(x®) + 0 (x* ) d = 0, g(x*¥) + ¢’ (x¥)d < 0}

@ zulassige Menge Fx = () mdglich
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Berechnung der Suchrichtung

i 1 7 4k KNT
aein 50 A¥d+ VIx®)Td
unter  h(x®) + 0 (x®)d =

g(x") + o' (x")d <

Fi ={d e R"h(x®) + 0 (x* ) d = 0, g(x*¥) + ¢’ (x¥)d < 0}

@ zulassige Menge Fx = () mdglich

@ deshalb: betrachte zunéchst konvexe Probleme vom Typ (PNU) mit
Iésbaren Problemen (QP)x
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Berechnung der Suchrichtung

fund g;, j = 1..p konvex und differenzierbar auf D = R",
hi, i = 1..m affin-linear, d.h. hi(x) = (&) x — b;

a', i = 1..msind linear unabhéngig . -
Jv € R" mit g(v) < 0, h(v) = 0 } 7.2.29 jeder Punkt aus F regular
Dann:
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Berechnung der Suchrichtung

fund g;, j = 1..p konvex und differenzierbar auf D = R",
hi, i = 1..m affin-linear, d.h. hi(x) = (a’)Tx — b;

a', i = 1..msind linear unabhéngig . -
Jv € R" mit g(v) < 0, h(v) = 0 } 7.2.29 jeder Punkt aus F regular
Dann:

X € F globale Lésung von (PNU) <= 3 Lagrange-Multiplikatoren zu x
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Berechnung der Suchrichtung

Fr)={xeR" |hX)| <7, i=1.m, g(x)<r, j=1.p}
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Berechnung der Suchrichtung

Fr)={xeR" |hX)| <7, i=1.m, g(x)<r, j=1.p}

(8.2.3) A® symmetrisch, gleichméaBig positiv definit und beschréankt
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Berechnung der Suchrichtung

Fr)={xeR" |hX)| <7, i=1.m, g(x)<r, j=1.p}

(8.2.3) A® symmetrisch, gleichméaBig positiv definit und beschréankt

Vor. von Satz 8.2.1 seien erfillt und gelte (8.2.3).
F(70), 10 > 0 kompakt und {x¥} ¢ F ().
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Berechnung der Suchrichtung

Fr)={xeR" |hX)| <7, i=1.m, g(x)<r, j=1.p}

(8.2.3) A® symmetrisch, gleichméaBig positiv definit und beschréankt

Vor. von Satz 8.2.1 seien erfillt und gelte (8.2.3).
F(70), 10 > 0 kompakt und {x¥} ¢ F ().

— Vk € N besitzt (QP)x eindeutig bestimmte Lésung o mit
Lagrange-Multiplikatoren A**") ¢ R™ ,,k*1) ¢ RP und Folgen {d®}, {A(*}
und {1} sind gleichmaBig beschrankt.

Beweis: nach Spellucci
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onvexe Probleme

@ nichtkonvexe Probleme:
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nichtkonvexe Probleme

@ nichtkonvexe Probleme:

Satz 8.2.3

f, g und h stetig differenzierbar auf D = R” und gelte (8.2.3).
F(70), 10 > 0 kompakt und {x¥} ¢ F ().
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nichtkonvexe Probleme

@ nichtkonvexe Probleme:

Satz 8.2.3

f, g und h stetig differenzierbar auf D = R" und gelte (8.2.3).

F(70), 70 > 0 kompakt und {x¥} c F ().

Hat (QP)x fir jedes k € N Lésung d®) und gilt:

(8.2.4) Vhi(x®), i=1.m, vg(x®), j e J(d¥), linear unabhéngig,

28/49 Christoph Brune | Verfahren zur Losung von Opt.problemen mit nichtlinearen Restriktionen




Berechnung der Suchrichtung
Berechnung der Schrittweite
Grundversion des SQP-Verfahrens
Globale Konvergenz im konvexen Fall

Sequentielle quadratische Programmierung

nichtkonvexe Probleme

@ nichtkonvexe Probleme:

Satz 8.2.3

f, g und h stetig differenzierbar auf D = R" und gelte (8.2.3).

F(70), 70 > 0 kompakt und {x¥} c F ().

Hat (QP)x fir jedes k € N Lésung d®) und gilt:

(8.2.4) Vhi(x®), i=1.m, vg(x®), j e J(d¥), linear unabhéngig,

Dann d® und Lagrange-Multiplikatoren A** ¢ R™, ;,(k+1) ¢ RP eindeutig
bestimmt und gleichmaBig beschrankt.
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vexe Problem

@ Forderung (8.2.4) hangt von der Lésung d®) ab
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@ Forderung (8.2.4) hangt von der Lésung d®) ab

@ deshalb: Forderung einer starkeren Bedingung bzgl. x
Vhi(x®), i=1.m, Vg(x¥), j € J(x)UJ(x), linear unabhéngig
mit J, (x) = {1 <j < p| gi(x) > 0}
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nichtkonvexe Probleme

@ Forderung (8.2.4) hangt von der Lésung d®) ab

@ deshalb: Forderung einer starkeren Bedingung bzgl. x
Vhi(x®), i=1.m, Vg(x¥), j € J(x)UJ(x), linear unabhéngig
mit J, (x) = {1 <j < p| gi(x) > 0}

o —
hi(xW) + Vh(x¥N)Td =0, i=1.m
g(x¥) + vg(x®)Td =0, j € J(x) U Ji(x)
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nichtkonvexe Probleme

@ Forderung (8.2.4) hangt von der Lésung d® ab

@ deshalb: Forderung einer starkeren Bedingung bzgl. x
Vhi(x®), i=1.m, Vg(x¥), j € J(x)UJ(x), linear unabhéngig
mit J, (x) = {1 <j < p| gi(x) > 0}

o —
hi(xW) + Vh(x¥N)Td =0, i=1.m
g(x¥) + vg(x®)Td =0, j € J(x) U Ji(x)

@ restliche Nebenbedingungen
g(x") +vg(x*)Td <0, jed-(x)={1<j<p|g(x)<0}
erfullt, wenn ||d|| hinreichend klein
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Modifikation

@ Modifikation des Problems (QP)x
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Modifikation

@ Modifikation des Problems (QP)x

(QM)

. 1
gern’ 0 AVd+ VIx®)Td
unter  £h(x®0) + H (x¥)d =0

£gi(x") + vgi(x)d <0, j € J(x) U J_(x),

g(x®) + vg(x*)d <0, j € J_(x)
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Modifikation

@ Modifikation des Problems (QP)x

(QM)

w s 3@TARG L V) o1 — €
unter  £h(x®0) + H (x¥)d =0
£9i(x") + vg(x")d <0, j € J(x) UJ-(x),
g(x¥) + vg(x*¥d <0, je J_(x)
0<¢<1
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Modifikation

@ Modifikation des Problems (QP)x

(QM)

w s 3@TARG L V) o1 — €
unter  £h(x®0) + H (x¥)d =0
£9i(x") + vg(x")d <0, j € J(x) UJ-(x),
g(x¥) + vg(x*¥d <0, je J_(x)
0<¢<1

@ Fr#0,da&=0undd =0 zulassig
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Berechnung der Schrittweite

Berechnung der Schrittweite:

@ Schwierigkeiten:
o x(9) nicht notwendig zulassig fir (PNU)

stoph Brune
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Berechnung der Schrittweite

Berechnung der Schrittweite:

@ Schwierigkeiten:
o x(9) nicht notwendig zulassig fir (PNU)

@ Suchrichtung d(® in der Regel keine zuldssige Abstiegs-Richtung von f in
<K
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Berechnung der Schrittweite

Berechnung der Schrittweite:

@ Schwierigkeiten:
o x(9) nicht notwendig zulassig fir (PNU)

@ Suchrichtung d(® in der Regel keine zuldssige Abstiegs-Richtung von f in
<K

@ Abhilfe: Berechnung der Schrittweite mit Merit-Funktion ¢ anstelle der
Zielfunktion
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Merit-Funktion

@ Eigenschaften der Merit-Funktion ¢:

@ X € F lokale Lésung von (PNU)
= X lokales, unrestringiertes Minimum von ¢.
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Berechnung der Suchrichtung
Berechnung der Schrittweite
Grundversion des SQP-Verfahrens
Globale Konvergenz im konvexen Fall

Sequentielle quadratische Programmierung

Merit-Funktion

@ Eigenschaften der Merit-Funktion ¢:

@ X € F lokale Lésung von (PNU)
= X lokales, unrestringiertes Minimum von ¢.

o d(®) Abstiegsrichtung von ¢ in x(k)
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Sequentielle quadratische Programmierung

Merit-Funktion

@ Eigenschaften der Merit-Funktion ¢:

@ X € F lokale Lésung von (PNU)
= X lokales, unrestringiertes Minimum von ¢.

o d(®) Abstiegsrichtung von ¢ in x(k)

@ erste Eigenschaft kann nicht global sichergestellt werden,
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Sequentielle quadratische Programmierung

Merit-Funktion

@ Eigenschaften der Merit-Funktion ¢:

@ X € F lokale Lésung von (PNU)
= X lokales, unrestringiertes Minimum von ¢.

o d(®) Abstiegsrichtung von ¢ in x(k)

@ erste Eigenschaft kann nicht global sichergestellt werden,
deshalb: Anpassung der Merit-Funktion in jedem Iterationsschritt
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Merit-Funktion

@ Als Merit-Funktionen praktisch bewéahrt:

p m
$(x: 8,7) = F(X) + > Bigi(¥)+ + > ulm(x),

j=1 i=1

Penalty — Term

wobei gj(x)+ := max{0, gj(x)}

Penalty-Parameter 5 € R?, 3 >0, yeR™, v >0
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Merit-Funktion

@ Als Merit-Funktionen praktisch bewéahrt:

p m
$(x: 8,7) = F(X) + > Bigi(¥)+ + > ulm(x),

j=1 i=1

Penalty — Term

wobei gj(x)+ := max{0, gj(x)}

Penalty-Parameter 3 € R?, 3 >0, y e R”, y >0
@ 'Bestrafung’ bei Verletzung der Restriktionen
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Merit-Funktion

@ Als Merit-Funktionen praktisch bewéahrt:

p m
$(x: 8,7) = F(X) + > Bigi(¥)+ + > ulm(x),

j=1 i=1

Penalty — Term

wobei gj(x)+ := max{0, gj(x)}

Penalty-Parameter 3 € R?, 3 >0, y e R”, y >0
@ 'Bestrafung’ bei Verletzung der Restriktionen
® X €F = ¢(x;B,7) =f(x)
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Merit-Funktion

@ Als Merit-Funktionen praktisch bewéahrt:

p m
$(x: 8,7) = F(X) + > Bigi(¥)+ + > ulm(x),

j=1 i=1

Penalty — Term

wobei gj(x)+ := max{0, gj(x)}

Penalty-Parameter 3 € R?, 3 >0, y e R”, y >0
@ 'Bestrafung’ bei Verletzung der Restriktionen
@ X €F = o(x;8,v) = f(x)

@ x ¢ F = Penalty-Term positiv
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Schrittweite

X lokales Minimum von (PNU) und Bedingungen (8.1.2) — (8.1.5) (13) erfullt.
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Schrittweite

X lokales Minimum von (PNU) und Bedingungen (8.1.2) — (8.1.5) (13) erfuillt.
Wahlt man 6 > p;, i=1.m, v > [N, j=1..p
dann X striktes lokales Minimum von ¢(.; 3, 7).
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Berechnung der Schrittweite

@ ohne Kenntnis der Multiplikatoren keine Penalty-Parameter
deshalb: Parameter in jedem Iterationsschritt bei Bedarf vergréBern
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Berechnung der Schrittweite

@ ohne Kenntnis der Multiplikatoren keine Penalty-Parameter
deshalb: Parameter in jedem Iterationsschritt bei Bedarf vergréBern

@ betrachte zur Vereinfachung nicht modifiziertes Problem (QP)x
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Berechnung der Schrittweite

@ ohne Kenntnis der Multiplikatoren keine Penalty-Parameter
deshalb: Parameter in jedem Iterationsschritt bei Bedarf vergréBern

@ betrachte zur Vereinfachung nicht modifiziertes Problem (QP)x

@ Falls Penalty-Parameter hinreichend grof3 sind, also:
G Zu/’-(“ +ej=1.p %> N +e, i=1.m ,e>0
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Berechnung der Schrittweite

@ ohne Kenntnis der Multiplikatoren keine Penalty-Parameter
deshalb: Parameter in jedem Iterationsschritt bei Bedarf vergréBern

@ betrachte zur Vereinfachung nicht modifiziertes Problem (QP)x

@ Falls Penalty-Parameter hinreichend grof3 sind, also:
G Zu/’-‘“ +ej=1.p %> N +e, i=1.m ,e>0

@ kann man zeigen, dass dann gilt:
o(x"; 8,7) — o(x® + 0kd; 5, 7)
> 6o [(dm)TA(k)d(k) Te g(x(k))*H Te
]

x|
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Berechnung der Schrittweite

@ mit solchem ¢ hinreichender Abstieg der Merit-Funktion
— effiziente Schrittweite

o x1) .= x® 1 5, d®) ¢ F. kann erreicht werden
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1. Wahle Startpunkt x(©0 € (7o), definiere Penalty-Parameter
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Grundversion des SQP-Verfahrens

SQP-Verfahren, Grundversione >0, 70 >0, 0 < o, <1, 0 < p1 K 1 K p2

1. Wahle Startpunkt x(©0 € (7o), definiere Penalty-Parameter

2. Wahle symmetrische, gleichméaBig positiv definite Matrix A®)
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Grundversion des SQP-Verfahrens

SQP-Verfahren, Grundversione >0, 70 >0, 0 < o, <1, 0 < p1 K 1 K p2

1. Wahle Startpunkt x(©0 € (7o), definiere Penalty-Parameter
2. Wahle symmetrische, gleichméaBig positiv definite Matrix A®)

3. Berechnung der Suchrichtung:
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Grundversion des SQP-Verfahrens

SQP-Verfahren, Grundversione >0, 70 >0, 0 < o, <1, 0 < p1 K 1 K p2

1. Wahle Startpunkt x(©0 € (7o), definiere Penalty-Parameter
2. Wahle symmetrische, gleichméaBig positiv definite Matrix A®)
3. Berechnung der Suchrichtung:

4. Anpassung der Penalty-Parameter:
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Grundversion des SQP-Verfahrens

SQP-Verfahren, Grundversione >0, 70 >0, 0 < o, <1, 0 < p1 K 1 K p2

1. Wahle Startpunkt x(©0 € (7o), definiere Penalty-Parameter
B)i=¢ j=1.p, 7} :=¢ i=1.m undsetze k := 0
2. Wahle symmetrische, gleichméaBig positiv definite Matrix A®)

3. Berechnung der Suchrichtung:

4. Anpassung der Penalty-Parameter:
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Grundversion des SQP-Verfahrens

SQP-Verfahren, Grundversione >0, 70 >0, 0 < o, <1, 0 < p1 K 1 K p2

1. Wahle Startpunkt x(©0 € (7o), definiere Penalty-Parameter
B)i=¢ j=1.p, 7} :=¢ i=1.m undsetze k := 0

2. Wahle symmetrische, gleichmaBig positiv definite Matrix A®)
d.h. mit pq [|x||* < xTAWx < po |Ix||? VX € R"

3. Berechnung der Suchrichtung:

4. Anpassung der Penalty-Parameter:
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Sequentielle quadratische Programmierung I e LA e

Grundversion des SQP-Verfahrens

SQP-Verfahren, Grundversione >0, 70 >0, 0 < o, <1, 0 < p1 K 1 K p2

1. Wahle Startpunkt x(©0 € (7o), definiere Penalty-Parameter
B)i=¢ j=1.p, 7} :=¢ i=1.m undsetze k := 0

2. Wahle symmetrische, gleichmaBig positiv definite Matrix A®)
d.h. mit pq [|x||* < xTAWx < po |Ix||? VX € R"

3. Berechnung der Suchrichtung: Berechne Lésung d*) von (QP), und
Lagrange-Multiplikatoren Ak+1) ,(k+1)

4. Anpassung der Penalty-Parameter.
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Grundversion des SQP-Verfahrens

SQP-Verfahren, Grundversione >0, 70 >0, 0 < o, <1, 0 < p1 K 1 K p2

1. Wahle Startpunkt x(©0 € (7o), definiere Penalty-Parameter
B)i=¢ j=1.p, 7} :=¢ i=1.m undsetze k := 0

2. Wahle symmetrische, gleichmaBig positiv definite Matrix A®)
d.h. mit pq [|x||* < xTAWx < po |Ix||? VX € R"

3. Berechnung der Suchrichtung: Berechne Lésung d*) von (QP), und
Lagrange-Multiplikatoren Ak+1) ,(k+1)

4. Anpassung der Penalty-Parameter.

i 1 it Y +2¢ falls BR < plD 1 e
rj=1.p 8" : B(k) sonst
J

. Ak“ 2¢ falls ) < |AFTD| 4
furi=1..m 'y;(Jr1 = | (k) | +2¢ als v | |+
Vi sonst
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Berechnung der Suchrichtung
Berechnung der Schrittweite
Grundversion des SQP-Verfahrens

Sequentielle quadratische Programmierung T e e 8

Grundversion des SQP-Verfahrens

SQP-Verfahren, Grundversione >0, 70 >0, 0 < a,0 <1, 0 < p1 K 1 K p2
5. Berechnung der Schrittweite:
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Berechnung der Schrittweite
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Sequentielle quadratische Programmierung T e e 8

Grundversion des SQP-Verfahrens

SQP-Verfahren, Grundversione >0, 70 >0, 0 < a,0 <1, 0 < p1 K 1 K p2
5. Berechnung der Schrittweite:

6. Setze x*+1 = x() 4 5, d*)
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Berechnung der Suchrichtung
Berechnung der Schrittweite
Grundversion des SQP-Verfahrens

Sequentielle quadratische Programmierung T e e 8

Grundversion des SQP-Verfahrens

SQP-Verfahren, Grundversione >0, 70 >0, 0 < a,0 <1, 0 < p1 < 1 K p2
5. Berechnung der Schrittweite: Bestimme jx € N minimal, so dass mit

ok = ok
(xR B L) _ (38 L o gk, glkat) (ki)
> Sok [(d(k))TA( )d® +eHg(X H +6Hh H }

und x® + g, d® e F(ro) erfillt sind.
6. Setze x*+1) = x(0) 4 5, g
7. Setze k := k + 1 und gehe zu 2
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Berechnung der Suchrichtung
Berechnung der Schrittweite
Grundversion des SQP-Verfahrens

Sequentielle quadratische Programmierung Globale Konvergenz im konvexen Fall

Globale Konvergenz im konvexen Fall

Vor. von Satz 8.2.1 (3) seien erflllt, es gelte (8.2.3) und F(7p), 70 > 0
kompakt.
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Berechnung der Suchrichtung
Berechnung der Schrittweite
Grundversion des SQP-Verfahrens

Sequentielle quadratische Programmierung Globale Konvergenz im konvexen Fall

Globale Konvergenz im konvexen Fall

Vor. von Satz 8.2.1 (3) seien erflllt, es gelte (8.2.3) und F(7p), 70 > 0
kompakt.

Dann berechnet SQP-Verfahren Folge {x*)} ¢ F(7) und jeder HP von
{x®} erfiillt notw. Optimalitatsbedingungen fiir (PNU)
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Berechnung der Suchrichtung
Berechnung der Schrittweite
Grundversion des SQP-Verfahrens

Sequentielle quadratische Programmierung Globale Konvergenz im konvexen Fall

Bemerkungen

@ Berechnung von A% mit dem BFGS-Verfahren entspr. Updateformeln
dann: lokal superlineare Konvergenz, falls o, = 1 flr hinr. groB3es k
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@ Berechnung von A% mit dem BFGS-Verfahren entspr. Updateformeln
dann: lokal superlineare Konvergenz, falls o, = 1 flr hinr. groB3es k

@ Unter Voraussetzungen flir Lagrange-Newton-SQP-Verfahren
Ak — Lxx(X(k), A, M(k))
dann: lokal quadratische Konvergenz, falls ox = 1 flr hinr. groB3es k
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Berechnung der Suchrichtung
Berechnung der Schrittweite
Grundversion des SQP-Verfahrens

Sequentielle quadratische Programmierung Globale Konvergenz im konvexen Fall

Bemerkungen

@ Berechnung von A% mit dem BFGS-Verfahren entspr. Updateformeln
dann: lokal superlineare Konvergenz, falls o, = 1 flr hinr. groB3es k

@ Unter Voraussetzungen flir Lagrange-Newton-SQP-Verfahren
Ak — Lxx(X(k), A, M(k))
dann: lokal quadratische Konvergenz, falls ox = 1 flr hinr. groB3es k

@ Schrittweite ox = 1 muss Abstiegskriterium nicht erfiillen
Verfahren wahlt Schrittweite ox = 1 deshalb nicht automatisch
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Stabilisierung eines taumelnden Flugkorpers

Anwendungen
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Optimale Steuerung einer chemischen Reaktion

@ Modellierung einer chemischen Reaktion:
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Anwendungen

Optimale Steuerung einer chemischen Reaktion

@ Modellierung einer chemischen Reaktion:

I @ aus Substanz Sy wird beim Durchlaufen
) eines heizbaren Zylinders Substanz S,

gewonnen
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Optimale Steuerung einer chemischen Reaktion
Stabilisierung eines taumelnden Flugkorpers

Anwendungen

Optimale Steuerung einer chemischen Reaktion

@ Modellierung einer chemischen Reaktion:

@ aus Substanz S; wird beim Durchlaufen
eines heizbaren Zylinders Substanz S,
gewonnen

o firt € [0,1]: 7(t) Temperatur und
zi(t), i = 1,2 Konzentration von S;
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Optimale Steuerung einer chemischen Reaktion
Stabilisierung eines taumelnden Flugkorpers

Anwendungen

Optimale Steuerung einer chemischen Reaktion

@ Modellierung einer chemischen Reaktion:

@ aus Substanz S; wird beim Durchlaufen
eines heizbaren Zylinders Substanz S,
gewonnen

e firt € [0,1]: 7(t) Temperatur und
zi(t), i = 1,2 Konzentration von S;

L e @ Ziel: Steuerung der Temperaturverteilung, so
) dass z, am rechten Zylinderende, also z(1),

- maximal
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Optimale Steuerung einer chemischen Reaktion
Stabilisierung eines taumelnden Flugkorpers

Anwendungen

Steuerprozess

Steuerprozess

min —2(1)
unter 0<u(t) <A1 vt € [0,1]
Z1(t) = —z1(tu(t) + z(t)u(t)? vt € [0,1]
Z(t) = z1(H)u(t) — 3z(t)u(t)? vt € [0,1]
z1(0)=1, z(0)=0

| Diskretisierung
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Optimale Steuerung einer chemischen Reaktion
Stabilisierung eines taumelnden Flugkorpers

Anwendungen

Nichtlineares Optimierungsproblem

min —Z N
unter 0<uy <1 i=0..N-1
Zi i1 — 217 = hn(—21iU;i + zo,1UF) i=0..N-1
Zoiv1 — 2o = hn(—2z1 Ui — 322,U7) i=0..N-1

Z1,0:1, 22’020

=
X = (Uo, .., UN—1, 21,1, -, Z1,N> 22,1, --s Z2,N)
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Optimale Steuerung einer chemischen Reaktion
Stabilisierung eines taumelnden Flugkorpers

Anwendungen

Ergebnis

@ Verwendung von fmincon
@ Implementierung des SQP-Verfahrens mit BFGS-Update von A

o Ergebnis: u(t) = exp(—+(5), t € [0,1]
optimale Steuerung der Temperaturverteilung




Optimale Steuerung einer chemischen Reaktion
Stabilisierung eines taumelnden Flugkorpers

Anwendungen

Stabilisierung eines taumelnden Flugkérpers

@ Taumelnder Flugkérper soll innerhalb einer
vorgegebenen Zeit T > 0 mit mdglichst
geringem Energieaufwand stabilisiert
werden.
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Optimale Steuerung einer chemischen Reaktion
Stabilisierung eines taumelnden Flugkorpers

Anwendungen

Steuerprozess

Steuerprozess

min %( 2(TP +2(T)?) + 5 / [us ()* + uz(t)*]alt
unter Z1(t) = zo(t) + i (1) vte [0, T]
Zz(t) = —Z1(t) = Uz(t) vVt e [07 T]
Z1 (0) , 22(0) =2

| Diskretisierung
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Optimale Steuerung einer chemischen Reaktion
Stabilisierung eines taumelnden Flugkorpers

Anwendungen

Nichtlineares Optimierungsproblem

N—1
: 1 5 2 1 2 2
min —(Zfn+ Z + =h uy i+ Us
2( 1,N 2,N) 2 Z[ 1,i 2,1]
i=0
unter Z,it1 — Z1,i = hN(Zgy,' + U17,') i=0..N-1
221 — 22, = hn(=21,i + Uz,7) i=0..N-1
zio=1, 20=0
X = (U1,0, U2,0, 21,1, 22,1, -, U1, N—1, U2, N—1, Z1,N, Z2,N)
v
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Optimale Steuerung einer chemischen Reaktion

Stabilisierung eines taumelnden Flugkorpers

Anwendungen

Vielen Dank fiir die Aufmerksamkeit!
Noch Fragen?
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