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In diesem Vortrag fithren wir zunichst den Begriff der Homologietheorie
ein, mit dessen Hilfe wir im Anschluss zwei interessante Tatsachen erstaun-
lich knapp beweisen konnen. Im letzten Abschnitt konstruieren wir die
Simpliziale Homologie und finden einen neuen Weg die Eulercharakteristik
eines topologischen Raumes zu berechnen.

1 Axiomatische Definition von Homologie

Definition 1.1. Definiere die Kategorie TOP?: Objekte sind Paare (X, A) von to-
pologischen R&umen, d.h. ein topologischer Raum X mit einer Teilmenge A C X,
versehen mit der Teilraumtopologie. Ein Morphismus f : (X, A) — (Y, B) ist eine
stetige Abbildung f: X — Y mit f(A) C B.

Zwei Morphismen f, g : (X, A) — (Y, B) heiflen homotop, f ~ g, falls eine stetige
Abbildung H : X x [0,1] — Y existiert mit H(x,0) = f(z), H(x,1) = g(x) fiir alle

xz € X und H(A x [0,1]) C B.

(X, A) und (Y, B) heilen homotopiediquivalent, (X, A) ~ (Y, B), falls stetige
Abbildungen f: (X, A) = (Y,B) und g : (Y, B) — (X, A) existieren mit
fog=~idypyund go f ~idx a)-

Definition 1.2. Eine Homologietheorie H, = (H,, ) mit Werten in Fo-VR ist eine
Folge kovarianter Funktoren H,, : TOP? — F3-VR, n € Z, zusammen mit einer Folge

natiirlicher Transformationen 9,, : H,(X,A) — H,_1(4,0), n € Z, sodass folgende
Axiome erfiillt sind:

1. Homotopieaziom.

Sind f,g: (X, A) — (Y, B) homotop, so folgt H,(f) = H,(g9) V n € Z.
—— =
=:fx =igx
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2. Lange exakte Sequenz von Paaren.
Fiir jedes Paar (X, A) ist folgende nach beiden Seiten unendlich lange Sequenz
exakt:

On+1(X,A) O (X,A)
L RASEAN

H,(A) &5 H,(X) 25 H, (X, A) Hy_1(A) = ...

wobei i: A<= X und j: X := (X,0) — (X, A) die Inklusionen bezeichnen.
Die Abbildung 9, (X, A) heifit Randoperator.

3. Ausschneidung.

Seien A € B C X Unterrdume sodass A C B. Dann induziert die Inklusion

i (X\AB\A) < (X,B)VneZlsom. i, : H,(X\ A, B\ A) 5 H,(X, B).

4. Dimensionsazxiom.
Fo n=0
H({}) :{ ()2 sonst

fiir jeden Einpunktraum {x}.

5. Additivitdt.
Sei (X;, A;);er Folge von top. Paaren, j; : (X;, A;) — (UXZ-, UAZ) die kanonische
Inklusion.

Dann ist @ H,,(X;, A;) BG0)-, H, (X, JA;) ein Isomorphismus.

o

Bemerkung 1.3. Aus dem Homotopieaxiom folgt:
(X,A)~(Y,B) = H,(X,A) =2 H,(Y, B) fiir alle n € Z.

Satz 1.4 (Mayer-Vietoris-Sequenz).

Sei X top. Raum, X1,X2 C X mit X = X1 U Xo, AC X := X1 N Xo,
betrachte die Inklusionen

(X()vA) ZHI (leA)

LT

J2

(X27A) — (X7 A)
Es gibt natiirliche Homomorphismen vy, : H, (X, A) — H,_1(Xo, A) sodass folgende
Sequenz exakt ist:
oo Hy(Xo, A) 02 (X A H, (X, A) P g (xA) T Hy (X, A) s

Diese heifst Mayer-Vietoris-Sequenz.



2 Beispiele von Berechnungen und Anwendungen

Wir kénnen nun die Homologiegruppen der d-dimensionalen Sphére be-
rechnen und betrachten zwei weitere wichtige Anwendungen von Homo-
logie. Dabei vertrauen wir darauf dass mindestens eine Homologietheorie
existiert, ein konkretes Beispiel werden wir erst in Kapitel 3 kennenlernen.

Beispiel 2.1. Fiir jeden top. Raum X und alle n € Z gilt: H,(X,X) = 0.

Beweis. Zur Ubung. O

Beispiel 2.2 (Homologie der Sphire S¢).
Fiir die d-dimensionale Sphire S? gilt:

n=d
sonst

s = { 5

Beweis. (per Induktion)
IA: Sei d = 0. Es ist S° = {x} U {x}, also:

Ha(8°, {x}) = Hu({} O (s, {51) "€ Ha({s), {2)) @ Ha({x),0) 772" { F2 n=0
=0 =L ()
ISsd—1—4d.
Seien N := (0,...,0,1), S:=(0,...,0,—1). Dann ist S = (S4\ {N})U(S?\ {S}).
offen offen

Sei {x} € (ST\{N}) N (ST\ {S}) = S\ {N, S} = 5%!
Betrachte die Mayer-Vietoris-Sequenz:

oo = Hy(SY\ N, {x}) @ H,(S?\ S, {*}) = H,(S% {x}) = H,_1(ST\ {N,S},{*}) = H,_1(S*\ N, {x}) &...

=Hp (R4, {*}) =0 =H, 1 (S5971{+}) =0
S Hp ({+} {x})=0

Fo n—1=d-1s&n=d

Also ist H, (S, {x}) = H,,_1(S9 %, {*}) = { 0 sonst

Bemerkung 2.3.
Es ist Ho(X) = Ho(X, {*}) @Fy und H,(X) = H,(X, {*}) fir n > 1, also z.B.

FodoFy n=0 Fy n=0,d

0y _ o . dy _
H,(S") = { 0 sonst und fir d > 1: H,(S%) = { 0 sonst



Lemma 2.4 (Invarianz der Dimension).
Seien d,e € N. Dann gilt: R? und R® sind homéomorph < d = e.

Beweis. .

“

,<=" ist trivial.

=% Sei f:R? - R® Hombomorphismus.

Fiir z € R? induziert f einen Homéom. R¢ \ {z} = Re \ {f(x)}.
——— —_———

~Gd—1 ~Ge—1

Also sind S9! und S¢~! homotopiesiquivalent und es gilt:

H, (S {x}) =  H, (S {x}) = d=¢e
N— ——— —— —

J Fy n=d-1 J Fy n=e—1

"1 0 sonst "1 0 sonst

Satz 2.5 (Brouwerscher Fixpunktsatz).

Jede stetige Abbildung f : D — D® von der abgeschlossenen Kreisscheibe auf sich
selbst hat mindestens einen Firpunkt.

Beweis. Annahme: f(z) # 2 V 2 € D9,

Definiere 7 : D? — S9! folgendermafen: Fiir z € D? sei () der Schnittpunkt des
Strahles ausgehend von f(z) durch # mit der S9~!. Dann ist r stetig und
eingeschrinkt auf S9! die Identitit.

Sei i : S9! < D die Inklusion, dann ist r 0 = idga-1.
Also ist folgendes Diagramm kommutativ:

gd—1 _t D

RN

Sdfl
Aufgrund der Funktoreigenschaften kommutiert dann aber auch folgendes Diagramm:

Fy = Hyo (S, {x}) == Hy_a (D, {+}) = {0}

Tx
idy

Hy1 (ST {+}) = Fa



3 Simpliziale Homologie als Beispiel einer Homologietheorie

Wir werden nun als Beispiel einer Homologietheorie die Simpliziale Ho-
mologie fiir endliche Simpliziale Komplexe konstruieren. Wie wir wissen
konnen wir zu vielen topologischen Riumen eine Triangulierung finden,
d.h. einen endlichen Simplizialen Komplex K mit X = |K|. Die Homo-
logie eines solchen topologischen Raumes kann auf die Homologie seiner
Triangulierung zuriickgefiihrt werden, durch einen kleinen Trick ([Mun84],
Seite 149) ldsst sich erreichen, dass dies von der Wahl der Triangulierung
unabhéngig ist.

Sei im folgenden K ein endlicher Simplizialer Komplex.

Definition 3.1. e Eine d-Kette ¢ in K (mit Koeffizienten in Fy) ist eine formale
Summe von d-Simplizes in K, also ¢ = > a;0; mit o; d-Simplex fiir alle i, a; € Fa.

e (C4(K) = Oy sei die Gruppe der d-Ketten in K
(mit komponentenweiser Addition > a;0; + > bio; = > (a; + b;)oy).
Insbesondere ist Cy(K) = 0 fiir d < 0 oder d > dim(K).

e Der Rand 040 eines d-Simplexes o sei die Summe seiner (d—1)-dimensionalen Seiten,
. . d -
also fiir o = conv(ug, ..., uq) sei dgo :=> =0 conv(Ug, - .., Uj, - - -, Ug)-

e Der Rand Jgc einer d-Kette ¢ = Y a;0; sei def. als dyc := > a;040;. Dann ist dyc
eine (d — 1)-Kette, schreibe 9y : Cy(K) — Cy_1(K).

0y ist ein Homomorphismus und heiflt Randabbildung fiir Ketten.
Die Sequenz ... 222 Oyt (K) 2250 Cy(K) 24 Cai (K) — ...
heiflt Kettenkomplex von K.

e Ein d-Zykel ist eine d-Kette aus ker 9y =: Zy = Z4(K),

ein d-Rand ist eine d-Kette aus im 0441 =: By = B4(K).

Satz 3.2. Es gilt 03_104c = 0 fiir alle d und jede d-Kette c.

Beweis. Fiir einen d-Simplex o; = conv(ug, ..., uq) gilt:
d d
04—-1040; = Og—1 Zconv(uo, ce U, enug) | = Z@d_l(conv(uo, cey Uy, Ug))
7=0 =0
d
= ZZconv(uo,...,ﬁi,...,dj,...,ud),
=0 i)
dabei taucht jede der (d — 2)-dimensionalen Seiten conv(uo, ..., U, ..., Uj, ..., Uq) ge-

nau zweimal in der Summe auf. Fiir eine d-Kette ¢ = > a;0; gilt also:



0d—104¢ = 0q—1 (D a;040;) = > a;04—1040;

d
:E 2a; E E conv(Ug, .., Uiy .., Uj, ..., uUq) | =0

§=0i<j

wegen a; € Fs.

Bemerkung 3.3. Also gilt: By < Z; Untergruppe.

Es ist Cg(K) = (F2)° mit sq Anzahl der d-Simplizes in K,

Z4(K) =2 (Fy)* fiir ein zq € N, By(K) = (F3)% fiir ein by € N.

Definition 3.4 (Simpliziale Homologie).

Die d-te Homologiegruppe von K ist Hq(K) := Zq/Ba (= (F2)**/ g, ypa = (Fg)?a—ba),
Der Rang rg Hy(K) =: Bq(K) heiit d-te Bettizahl von K, also Bq(K) = z4 — bg.
Satz 3.5 (Euler-Poincaré-Formel).

oo

Es gilt: x(K) = Z(—l)dﬁd([() fiir die Eulercharakteristik von K.
d=0

Beweis. Da 0y : C4(K) — Cyq—1(K) Homomorphismus ist folgt:
Ciy(K)/ker 0y 2 im0y < Cy(K)/Zy(K) = By_1(K) & (Fg)%/(Fy)%d =2 (Fy)ba—

& (Fp)%a72a 2 (Fy)li-1 & 55— 29 =bg1 < Sq =24+ ba_1

Also:  X(K) =) (-1)%sa=) (-1 (zatba-1) =Y (~1)%(za—ba) = Y _(~1)*Ba(K
d=0 d=0 d=0 d=0

O

Definition 3.6. Sei Ky C K Unterkomplex. Betrachte den Kettenkomplex

2, Gt (K) [Car (Ko) 255 Cu(K) [Ca(Ko) 2 Car(K) /Car (Ko) —

wobei 9y : Cq(K)/Ca(Ky) = Cy—1(K)/Cyq-1(Ko) von 9q : C4(K) = Cy_1(K) indu-
ziert wird.

Definiere die relative Homologie des Paares (K, Ko) als Hq(K, Ko) := ker 04/ im Og41.

Bemerkung 3.7. Ist f : K — L eine simpliziale Abbildung, dann induziert f eine
Fy-lineare Abbildung f. : Hy(K) — Hy(L) in Homologie:

f induziert zunéchst eine Fa-lineare Abbildung auf den Kettengruppen:

fu: Ca(K) — Cy(L Zalal — Zam mit 7; = { floi)  dimf(o:) =d

0 sonst



Das Diagramm Cy(K) i Cy(L) kommutiert,

akl laL
S

Cy_1(K) —— Cyq_1(L)

deshalb gilt f4x(Z4(K)) C Z4(L) und fg(Ba(K)) C Ba(L), also induziert fz eine
wohldefinierte Abbildung f, auf den Quotienten:

f* : Hd(K) = Zd(K)/Bd(K) — Zd(L)/Bd(L) = Hd(L), Z+ Bd(K) — f#(Z) + Bd(L)

Ist f: (K, Ky) — (L, Lp) eine simpliziale Abbildung von Paaren, d.h. f: K — L
simpliziale Abbildung mit f(Kp) C Lo, dann induziert f ebenso eine Fa-lineare
Abbildung f, : Hq(K, Ko) — Hy(L, Lg) in relativer Homologie.

Wegen fy o gy = (fog)y und idy = ido,(k K,)
gilt auch f, 0 g« = (f 0 g)x und id. = idy, (K, K,)-

Es lésst sich zeigen, dass dieses Konzept der induzierten Abbildung in Homologie auf
stetige Abbildungen zwischen triangulierten topologischen Rdumen verallgemeinert
werden kann.

Also ist (Hg)dez eine Folge von Funktoren von der Kategorie der Paare von
triangulierten topologischen Rdumen in die Kategorie der Fo-Vektorraume.
Desweiteren ldsst sich eine , passende” Folge von natiirlichen Transformationen

0q: Hy(X,A) — Hy_1(A, D) definieren und man kann (teilweise mit einigem
Aufwand) nachrechnen dass die Axiome einer Homologietheorie erfiillt sind.

Aufgabe 3.8. Man zeige, dass das Dimensionsaxiom im Falle der simplizialen Homo-
logie erfiillt ist.

Aufgabe 3.9. Man berechne die Bettizahlen der d-dimensionalen Sphire S¢.

Literatur

[1] H. Edelsbrunner, J.L. Harer, Computational Topology: An Introduction, AMS,
20009.

[2] J.R. Munkres, Elements of algebraic topology, Addison-Wesley, 1984.
[3] W. Liick, Algebraische Topologie, Vieweg, 2005.



