Ubungen zur Vorlesung Lineare Algebra II, SoSe 2016,
Blatt 5
Miindliche Aufgaben
Bezeichungen: Eine Teilmenge £ C R" heifit k-dimensionale Ebene im R", wenn ein
k-dimensionaler Untervektorraum U C R™ und ein zg € R™ existieren mit

E=x20+U:={x0+u:ueclU}.

Der Punkt xg heifit dann Aufhdngepunkt von E und U heifit der zu E gehdrende Un-
tervektorraum von V. Ist {v1,... v} eine Basis von U, so folgt

k
E:{Ixo—FZ)\ivil)\l,...,)\kER}.

i=1
In dieser Darstellung nennt man die Vektoren vy, ...,v; auch Richtungsvektoren von
E. Eine (n — 1)-dimensionale Ebene im R™ heifit Hyperebene des R™.

Aufgabe 1. Uberlegen Sie sich die folgenden Tatsachen:
(1) Eine 1-dimensionale Ebene ist eine Gerade.
(2) Fiir jedes x € E gilt E =z + U und U = E — z. Insbesondere ist U eindeutig
durch F festgelegt.
(3) Ist A € M(m x n,R) und b € R™ fest, so ist die Losungsmenge L = {z € R" :
Az = b} des LGS Az = b entweder die leere Menge oder eine k-dimensionale
Ebene mit k£ = dim(Kern(A4)).

Aufgabe 2. Ist F = x9g + U C R" eine k-dimensionale Ebene, und ist v € R" fest, so
definieren wir das senkrechte Lot Pg(v) von v auf E durch

Pg(v) =z + Py(v — xp).

Machen Sie sich anhand einer 2-dimensionalen Skizze deutlich, dass diese Definition
sinnvoll ist.

Schriftliche Aufgaben

Aufgabe 1. Sei E C R" eine k-dimensionale Ebene mit Aufhingepunkt zo und zu-
gehorigem Untervektorraum U. Sei {u1,...,u, 1} eine Basis von U (beziiglich des
Standard Skalarprodukts). Zeigen Sie:

(1) Esgilt U ={z € R": (z,u;) =0V1 <i<n-—k}

(2) Es gilt E={z e R": (z,u;) = (xo,u;) V1 < i <n—Fk}

(3) Sei A € M((n — k) x n,R) die Matrix mit den Zeilen u],...,ul , und sei

b1
b= : € R"* gegeben durch b; := (xg,u;), 1 <i <n — k. Dann ist E

bn—k
die Losungsmenge des LGS Ax = b.

Aufgabe 2. (a) Seien E = 29+ U C R" wie in Aufgabe 1 und sei nun {uq,...,u,—x}
eine ONB von U't. Zeigen Sie:
(1) Fiir jedes & € R™ gilt Pg(x) = = — S."F(x — z0, ui)us.
(2) Fiir jedes x € R gilt d(x, F)? = z?z_lk (x — 0, u;)|?, wobei
d(z, E) = inf{||lx —v|j2: v € E}

den Abstand von x zur Ebene E bezeichnet.
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(b) Sei nun E = x + U eine Hyperebene im R” und sei u € U+ mit ||ul|z = 1. Ferner
sei B := (xg,u). Zeigen Sie:
(1) Der Vektor u ist, bis auf das Vorzeichen, durch die Bedingungen v € U+ und
|lull2 = 1 eindeutig festgelegt, d.h., ist ' € U~ ein weiterer Vektor mit ||u/||o = 1
so gilt v/ = u oder v = —u.
(2) Es gilt E={z € R": (z,u) = B} (Hessesche Normalform).
(3) Fiir x € R” gilt d(z, F) = [{z,u) — B].

Nur miindlich: Uberlegen Sie sich zusétzlich: Ist (x,u) > f3,so liegt x auf der Seite von
E in die der Vektor u zeigt. Ist (x,u) < 5, so liegt = auf der Seite von F in die —u zeigt.

Aufgabe 3. Es seien
1

1 1
T v 0 ) 1 ) und =
0= , V1 = , V2 = , U3 = =
1 0

—_ = =

0
1
2 0 1
Ferner seien E = 2o + U C R* mit U = LH{vy, vo,v3}
(1) Berechnen Sie einen Vektor u € U+ mit ||u|| = 1 und bringen Sie E auf Hesse-
sche Normalform.
(2) Berechnen Sie das senkrechte Lot Pg(z) von x auf E.
(3) Berechnen Sie den Abstand d(z, E). Auf welcher Seite von E (relativ zu u) liegt
der Vektor z?

Aufgabe 4. (a) Sei K = R oder C und sei A € M(n x n,K) mit A = A*. Zeigen Sie
die Aquivalenz der folgenden beiden Aussagen:

(1) A ist positiv definit.
(2) A ist invertierbar und A~! ist positiv definit.
(b) Sei f:R3 x R?® — R die durch
f(x,y) = 3z1y1 + 222y2 + 223y3 + 291 + T1Y2 + 2(23Y1 + T1Y3)
gegebene Bilinearform auf R3. Uberpriifen Sie, ob durch (z, %) 7= f(x,y) ein Skalar-
produkt auf R? definiert wird. Was passiert, wenn wir anstelle von f die Bilinearform
9(z,y) = 3z1y1 + 232y2 + 223y3 + T2y1 + T1Y2 + 3(23y1 + 21y3)
betrachten? Ist (z,y), = g(x,y) ein Skalarprodukt auf R3?

Abgabe: Montag, den 23.05.2016 um 10Uhr in den in der Ubung ge-
nannten Abgabekisten.



