Ubungen zur Vorlesung Lineare Algebra II, SoSe 2016,
Blatt 11

Schriftliche Aufgaben
2 0 0 0

3 -1 0 0

Aufgabe 1. Sei F/: R* - R%: F(v) = B-v mit B = 5o 1 1 1| Berechnen Sie
1 -1 0 -1

eine Basis B = {v1,...,v4} von R?* so dass A% in Jordan-Normalform ist. Berechnen Sie

dann eine invertierbare Matrix S € GL(4,R), so dass S~'BS in Jordan-Normalform ist.
Aufgabe 2. Berechnen Sie die Matrix exp(tB), t € C, fiir B wie in Aufgabe 1.

Aufgabe 3. (Der Satz von Cayley Hamilton) Ist p(T) = Zzzoaka ein Poly-
nom und ist A € M(n x n, K), so setzen wir

p(A) == Z ap A",
k=0

(a) Sei A € M(nxn, K) so, dass das charakteristische Polynom x iiber K in Linearfaktoren
zerféllt. Zeigen Sie dann, dass xy4(A) = 0. (Das ist der Satz von Cayley-Hamilton.)
(b) Folgern Sie aus (a): Ist A € M (nxn,R) oder A € M(nxn,C), so gilt immer x4(A) = 0.}

Aufgabe 4 (Minimalpolynom) Sei A € M (nxn, K). Ein Polynom p(T) = Tl—i—ZZ_:lo apT*
heifit Minimalpolynom fiir A, wenn p ein normiertes Polynom kleinsten Grades mit p(A) =0
ist. Genauer: Es gelten

(1) p(A) =0, und

(2) Ist ¢ ein beliebiges (normiertes) Polynom mit grad(q) < grad(p), so gilt ¢(A4) # 0.
Sei nun K = C. Beweisen Sie: Sind Aq,..., A\, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von
A und ist k;, fiir 1 <14 < r, die Lange des grofiten Jordan-Kastens zum Eigenwert A; in der
Jordan-Normalform J von A, so ist

r

pa(T) = [[(T =2,

i=1
das eindeutig bestimmte Minimalpolynom fiir A.
Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass ps(A) = 0. Zeigen Sie dann, dass fiir jedes Polynom
J1
q € K[T] gilt: Ist J = die Jordan-Normalform von A, so gilt
Ji
q(A) =0<=¢q(J) =0<=g¢q(J;) =0furalle 1 <i <[

Uberlegen Sie dann, dass fiir jedes Polynom ¢ € K[T] mit q(A) = 0 jeder Eigenwert \; von
A mindestens mit der algebraischen Vielfachheit k; vorkommen muss. Benutzen Sie hierzu
eine Zerlegung von ¢ in Linearfaktoren.

IDje Aussagen in (b) gilt auch fiir Matrizen tiber beliebigen Kérpern. Der Beweis folgt wie hier im Fall
K = R wenn man einen Satz aus der Algebra benutzt, der besagt, dass sich jeder Kérper K in einen algebraisch
abgeschlossenen Koérper L einbetten lidsst (so wie R in C).
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Aufgabe 5 (Freiwillige Zusatzaufgabe mit Extrapunkten!) Zeigen Sie, dass die Aussage von
Aufgabe 4 auch fir K = R gilt. (Uberlegen Sie hierzu, dass das Polynom p,4 in Aufgabe 4
reell ist, wenn A eine reelle Matrix ist, auch wenn die Eigenwerte \; komplex sein kénnen.)

Abgabe: Montag, den 04.07.2016 um 10Uhr in den in der Ubung genannten
Abgabekisten.



