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� es gibt 2 Möglichkeiten für p→∗` q

(p→∗` q)



Berechenbarkeitstheorie WS 15/16 Franziska Jahnke

10.
V
orlesung

5Konstruktion Grammatik für L(K)

� Variablen in G haben die Form Apq, für jedes Zustandspaar p, q

� Interpretation:

{w | Apq ⇒∗ w} =
Wörter die Zustand p nach q
mit leerem Keller überführen

Keller am Anfang und am Ende leer
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Pop X

1. Keller wird niemals leer
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• wenn beim ersten Übergang a gelesen, Folgezustand r, beim
letzten b gelesen, Vorzustand s, dann Apq → aArsb
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• wenn beim ersten Übergang a gelesen, Folgezustand r, beim
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Apq ⇒∗ uv

Apr ⇒∗ u Arq ⇒∗ v
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a | ε→ t b | t→ ε qp r s
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Formaler Korrektheitsbeweis

Wir zeigen: Wenn Ap,q ⇒∗ w gilt, dann kommt man
mit w von p nach q mit leerem Keller.

Beweis Induktion über Anzahl der Ableitungsschritte für w
I.A.In einem Schritt kann man nur Ap,p → ε ableiten.

Mit ε komme ich von p nach p mit leerem Keller.
I.S. Angenommen, Aussage gilt für Ableitungen, die

k-viele Ableitungsschritte verwenden.

1.Fall: Erste Ableitung hat die Form Ap,q → aAr,sb

Es gilt w = avb, komme (nach I.V.) in k Schritten mit
v von r nach s mit leerem Keller.

Also kommt man auch mit w von p nach q mit leerem Keller.
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Berechenbarkeitstheorie WS 15/16 Franziska Jahnke

10.
V
orlesung

9

2. Teil

Formaler Korrektheitsbeweis

Wir zeigen: Wenn man mit w von p nach q mit leerem Keller
kommt, dann gilt Ap,q ⇒∗ w.
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Ap,p → ε gewährleistet.
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wird und sei w = uv.

Ap,p → ε gewährleistet.
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Wir zeigen: Wenn man mit w von p nach q mit leerem Keller
kommt, dann gilt Ap,q ⇒∗ w.

Beweis Ind. über Anzahl Übergänge beim Lauf von p nach q
I.A.0 Übergänge: In diesem Fall verbleiben wir im Zustand p

und nur ε kann erkannt werden. Dies wird durch

I.S. Angenommen, Aussage gilt für Läufe, in denen k-viele
Übergänge vorkommen.

2.Fall: Beim Lauf von p nach q wird Keller in Zustand r leer
Sei u der Teil von w, welcher im Lauf von p nach r gelesen
wird und sei w = uv.
Nach Annahme gilt Ap,r ⇒∗ u und Ar,q ⇒∗ v.

Da es die Regel Ap,q ⇒ Ap,rAr,q gibt, folgt Ap,q ⇒∗ w.

Ap,p → ε gewährleistet.
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sodass für alle Wörter w ∈ L mit |w| ≥ k es eine
Zerlegung von w = uvxyz gibt, für die gilt:
1. |vxy| ≤ k,
2. ∀i ≥ 0: uvixyiz ∈ L,
3. |vy| > 0.
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Definition
Eine Sprache heißt kf-pumpbar gdw., es gibt ein k ∈ N,
sodass für alle Wörter w ∈ L mit |w| ≥ k es eine
Zerlegung von w = uvxyz gibt, für die gilt:
1. |vxy| ≤ k,
2. ∀i ≥ 0: uvixyiz ∈ L,
3. |vy| > 0.

Kontextfreies Pumpinglemma

L ∈ CFL ⇒ L ist kf-pumpbar

(Anm.: Aus pumpbar folgt kf-pumpbar)
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In diesem Fall: � k = 2

� ∀w = r ~r zerteile w wie folgt

� |vxy| = 2 ≤ k und |vy| = 2 > 0

� ∀i ≥ 0 gilt: uvixyiz hat die Form r ~r
mit r = a1 · · · ak−1a

i
k

w = a1a2 · · · ak−1akakak−1 · · · a2a1

x = ε
y zu v

� L ist kf-pumpbar
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doppelten inneren Knoten X auf
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X X

� Entfernt man diese Knoten zerfällt T is 3 Teilbäume,
welche die Wörter u, v, x, y, z definieren

u v x y z

� aus diesen Teilbäumen, kann man neue Ableitungsbäume
konstruieren, die dann uvixyiz ∈ L bezeugen

(Grundidee)
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u v x y z u v y z

v yx

u v y z

v yx

v yx

u z

x

w = uvxyz uv2xy2z uv3xy3z uv0xy0z

(Details)

� wähle G in Chomsky Normalform

� wähle k = 2|V |+1

� wähle Ableitungsbaum für w ohne Terminalsymbole (T )

� wähle als Φ einen längsten Wurzel–Blatt Pfad in T

|Φ|

2|Φ| Blätter

≤ 2|Φ| Blätter

� Blätter von T = |w| ≥ k = 2|V |+1, d.h. |Φ| ≥ |V |+ 1

T
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Höhe ≤ |V |+ 1
|vxy| = # Blätter

≤ 2|V |+1 = k

+ +



Berechenbarkeitstheorie WS 15/16 Franziska Jahnke

10.
V
orlesung

14
� da |Φ| ≥ |V |+ 1 muss sich die Beschriftung

mindestens eines der Knoten wiederholen

� X ist die erste sich wiederholende Variable (vom Blatt
aus gesehen)

� wir können nun Ableitungsbäume
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Höhe ≤ |V |+ 1
|vxy| = # Blätter

≤ 2|V |+1 = k

+ +



Berechenbarkeitstheorie WS 15/16 Franziska Jahnke

10.
V
orlesung

151. Beispiel L = {anbncn | n ≥ 0}



Berechenbarkeitstheorie WS 15/16 Franziska Jahnke

10.
V
orlesung

151. Beispiel L = {anbncn | n ≥ 0}

∀k ∈ N ∃w ∈ L : (|w| ≥ k) ∀uvxyz = w mit |vxy| ≤ k,|vy| > 0 gilt
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• wir zeigen: für jedes uvxyz = w finden wir ein i, sodass
uvixyiz 6∈ L

• 1. Fall: v oder y enthält verschiedene Zeichen, dann ist
aber uv2xy2z 6∈ L(a∗b∗c∗) und somit nicht aus L

• 2. Fall: v und y haben die Form a∗, b∗, oder c∗. Dann
stimmen bei uv2xy2z nicht mehr die Anzahl der a, b
und c überein → Wort nicht aus L.
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151. Beispiel L = {anbncn | n ≥ 0}

∀k ∈ N ∃w ∈ L : (|w| ≥ k) ∀uvxyz = w mit |vxy| ≤ k,|vy| > 0 gilt
∃i ≥ 0: uvixyiz 6∈ L

Zu zeigen:

• wir wählen w ∈ L in Abhängigkeit von k, in unserem
Fall w = akbkck

• wir zeigen: für jedes uvxyz = w finden wir ein i, sodass
uvixyiz 6∈ L

• 1. Fall: v oder y enthält verschiedene Zeichen, dann ist
aber uv2xy2z 6∈ L(a∗b∗c∗) und somit nicht aus L

• also ist L nicht kf-pumpbar und somit nicht kontextfrei

• 2. Fall: v und y haben die Form a∗, b∗, oder c∗. Dann
stimmen bei uv2xy2z nicht mehr die Anzahl der a, b
und c überein → Wort nicht aus L.


