UBUNGEN ZUR VORLESUNG KOBORDISMENTHEORIE

JOHANNES EBERT

17. OKTOBER
Prasenzaufgaben.

Aufgabe 0.1. Sei f: M — N eine glatte Abbildung und L C N eine Unterman-
nigfaltigkeit. Nimm an dass f M L. Zeige, dass f~1(L) C M eine Untermannig-
faltigkeit ist.

Aufgabe 0.2. Sei M eine 1-dimensionale kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand.
Zeige, dass M diffeomorph zu einer disjunkten Vereinigung von Kopien von S! und
[0,1] ist. Tip: Nimm zunéchst an, dass M ohne Rand, zusammenhingend und
orientiert ist. Benutze, dass TM dann trivial ist, um ein geeignetes Vektorfeld zu
produzieren, dessen Fluss einen Diffeomorphismus S! — M liefern wird.

Aufgabe 0.3. Sei M™ eine kompakte Mannigfaltigkeit und f; : M™ — R" ¢ =0, 1,
Einbettungen. Zeige, dass, falls n > 2m + 2 gilt, fy und f; isotop sind. Sei
allgemeiner K* eine Mannigfaltigkeit und L C K abgeschlossen. Sei F : K x M —
R™ eine glatte Abbildung, so dass fiir alle x € L die Abbildung F, : M — R", y —
F(x,y) eine Einbettung ist. Sei n > 2m + 1+ k. Man zeige, dass G : K x M — R"
existiert mit G|y = F|pxnm, so dass G, : M — R™, y — G(x,y) eine Einbettung
ist.

Hausaufgaben.

Aufgabe 0.4. Sei r <n < m uns sei M, C Mat,, ,(R) die Menge aller Matrizen
mit Rang r. Zeige, dass M, eine r(m + n — r)-dimensionale Mannigfaltigkeit ist.
Tip: nutze die transitive Gruppenwirkung GL, (R) x GL,,(R).

Aufgabe 0.5. Seien XY, Z Mannigfaltigkeiten, j : X — Y x Z eine Einbettung
und pr: Y x Z — Z die Projektion. Sei dariiber hinaus z € Zund s, : Y - Y x Z
die Abbildung y — (y, ). Zeige, dass s, genau dann transvers zu j ist, wenn z ein
reguldrer Wert von pro j ist.
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24. OKTOBER
Prasenzaufgaben.

Aufgabe 0.6. (Der Bordismusring) Man gehe die Details des Beweises durch, dass
die unorientierten Bordismusgruppen N, und die orientierten Bordismusgruppen
Q, tatsichlich abelsche Gruppen sind. Man zeige, dass Ny = Z/2, das N}, eine 2-
Torsionsgruppe ist, Qo = Z. Was ist N7, Q1?7 Ferner zeige man, dass das kartesische
Produkt N, zu einem kommutativen Ring und £, zu einem graduiert-kommutativen
Ring macht.

Aufgabe 0.7. (Der Tangentialhalbraum) Es sei W eine Mannigfaltigkeit mit Rand
M. Man definiere die ”Halbraumbiindel” in TW|,; der nach innen bzw. auflen
zeigenden Tangentialvektoren in sinnvoller Art und Weise. Ferner zeige man, dass
diese Halbraumbiindel nirgens verschwindende Schnitte besitzen und dass der Raum
der nirgends verschwindenden Schnitte konvex und damit zusammenziehbar ist.
Dies definiert den Begriff des Normalvektorfeldes eindeutig bis auf Homotopie.

Hausaufgaben.

Aufgabe 0.8. (Zum Orientierungsbegriff) Es sei V' — X ein Vektorbiindel. Wir
definieren die Orientierungsberlagerung Or(V) — X als Menge aller Paare (,w),
wo & € M und w, eine Orientierung von V,,. Man fiihre eine Topologie auf Or(V)
ein, so dass die Abbildung Or(V) — X, (z,w) — x eine 2-blittrige Uberlagerung
ist. Man zeige, dass eine Orientierung von V und ein Schnitt in Or(V) — X
”dasselbe” ist, wobei das Wort ”dasselbe” geeignet zu interpretieren ist. Ist M eine
Mannigfaltigkeit, so setzen wir Or(M) := Or(TM).

(1) Interpretiere und beweise: Die Mannigfaltigkeit Or(M) ist ”in kanonischer
Weise” orientiert.

(2) Ist f: N — M ein lokaler Diffeomorphismus (d.h., eine glatte Abbildung,
deren Differential T, f fiir jedes x € N ein linearer Isomorphismus ist), so
gibt es genau einen Lift f : Or(N) — Or(M), welcher orientierungserhal-
tend ist.

(3) Die Zuordnung M ~— Or(M) definiert einen Funktor von der Kategorie
der Mannigfaltigkeiten mit lokalen Diffeomorphismen in die Kategorie der
orientierten Mannigfaltigkeiten und orientierungserhaltender lokaler Diffeo-
morphismen.

Dies bedeutet, dass die Orientierungsiiberlagerung einer Mannigfaltigkeit eine wirk-
lich kanonische Konstruktion ist, im Gegensatz beipsielsweise zur universellen Uber-
lagerung. Man vergegenwértige sich diesen Punkt am Beispiel der reell-projektiven
Raume RP”, welche bekanntlich genau dann orientierbar sind, wenn n ungerade
ist. Die Gruppe P GL,,4+1(R) operiert auf RP™ und man zeige, dass diese Operation
genau dann zu einer Wirkung auf S™ geliftet werden kann, wenn n gerade ist.
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31. OKTOBER
Prasenzaufgaben.

Aufgabe 0.9. Es sei M eine geschlossene, orientierte n-dimensionale zusammenhéngende
Mannigfaltigkeit und V' — M ein orientiertes Vektorbiindel mit Eulerzahl 0. Man
beweise, dass ein Schnitt von V' ohne Nullstellen existiert.

Aufgabe 0.10. Es sei M eine Mannigfaltigkeit mit Rand N und V. — M sei
ein Vektorbiindel. Ferner sei s : N — V ein Schnitt ohne Nullstellen. Wir
definieren die relative Eulerzahl Eul(V; s) wie folgt: man setze s zu einem auf ganz
M definierten Schnitt ¢t von V fort, welcher transvers zum Nullschnitt ist und nehme
die Schnittzahl von ¢t. Dies hangt nicht von der Wahl von ¢ ab. Nun nehme man
an, dass sg,s; zwei nullstellenfreie Schnitte auf dem Rand sind, welche homotop
sind (als nullstellenfreie Schnitte) und zeige Eul(V; sg) = Eul(V; s1). Insbesondere
kann man ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass |s(z)| = 1 gilt,
dass also s ein Schnittt des Sphérenbiindels SV — N ist. Zeige dann, dass die
Differenz Eul(V;s1) — Eul(V, sg) nur von den Daten N, V|y und s; abhéngt (und
nicht von M). Hinweis: man fithre das Problem auf den Zylinder [0, 1] x N zuriick.
Sind sg, s1 zwei Schnitte in SV — N, so kann man den Schnittindex £(so, s1) € Qo
definieren. Man zeige, dass Eul(V;s1) — Eul(V, so) := £f(s0, s1) gilt.
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7. NOVEMBER

Aufgabe 0.11. Fiir einen topologischen Raum X sei Cov(X) die Kategorie der
Uberlagerungen (Objekte sind Uberlagerungen, Morphismen sind fasertreue Abbil-
dungen). Sei f : X — Y eine 1-Aquivalenz, worunter eine Abbildung vestanden
sei, die eine Bijektion mo(X) — mo(Y) und fiir alle z € X einen Isomorphismus
(X, x) = m(Y; f(z)) induziert. Zeige, dass f eine Aquivalenz von Kategorien
Cov(Y) — Cov(X) induziert und dass fiir jede Uberlagerung Z — Y gilt: die
Menge der Schnitte von Z — Y ist in Bijektion mit der Menge der Schnitte von
ffZz - X.

Aufgabe 0.12. Man wiederhole den Begriff eines G-Prinzipalbiindels P — X
wobei G eine topologische Gruppe ist. Konstruiere zu jedem Vektorbiindel V' —
X ein GL, (R)-Prinzipalbiindel Fr(V) — X, so dass Fr(V) xqr,, &) R" = V ist.
Formuliere die Begriffe eines orientierten Vektorbiindels und eines Vektorbiindels
mit Metrik in der Sprache der Prinzipalbiindel.

Aufgabe 0.13. Sei A eine lokal-kompakte topologische Gruppe. Was ist ein A-
Gruppenbiindel? Zeige, dass ein A-Gruppenbiindel ”dasselbe” ist wie ein Aut(A)-
Prinzipalbiindel.
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14. NOVEMBER

Aufgabe 0.14. Es seien E' und X Mannigfaltifgkeiten, wobei X der Einfachheit als
zusammenhéngend vorausgesetzt ist. Ferner ist f : E — X eine glatte eigentliche
Submersion. Zeige, dass f : E — X ein Faserbiindel mit Strukturgruppe Diff (M)
und Faser M ist (M ist das Urbild eines beliebigen Punktes in X).

Aufgabe 0.15. Essei P — X ein G-Prinzipalbiindel und U C X offen. Man zeige,
dass die drei folgenden Daten dquivalent sind:

(1) Schnitte von Py — U.

(2) G-aquivariante Abbildungen P|y — G.

(3) Trivialisierungen von P iiber U.
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21. NOVEMBER

Wir nehmen fiir alle im folgenden auftretenden topologischen Gruppen G an,
dass ein G-Hauptfaserbiindel EG — BG existiert, so dass EG schwach zusammen-
ziehbar ist, BG den Homotopietyp eines C'W-Komplexes hat und parakompakt
ist.

Aufgabe 0.16. Sei ¢ : G — H ein (stetiger) Homomorphismus. Zeige, dass ¢ eine
Abbildung B¢ : BG — BH induziert, welche eindeutig bis auf Homotopie ist, so
dass B(¢ o 1) ~ B¢ o By und Bid = id. Sind die Homomorphismen ¢y und ¢;
homotop, wobei verlangt wird, dass alle Abbildungen ¢; in einer Homotopie wieder
Homorphismen sind, so sind B¢y und B¢, homotop.

Aufgabe 0.17. Zeige, dass m,+1(BG) = 7,(G) fiir alle n gilt. Folgere, dass ein
Homomorphismus ¢ : G — H, welcher eine schwache Homotopeédquivalenz ist, eine
schwache Homotopiedquivalenz B¢ : BG — BH induziert.

Aufgabe 0.18. Ist g € G und ¢, : G — G Konjugation mit g, so ist Bey, homotop
zur Identitéat.

Aufgabe 0.19. B(G x H) ~ BG x BH. Ist H C G eine Untergruppe, so dass
G — G/H ein H-Prinzipalbiindel ist (das geschieht beispielsweise, wenn H eine
abgeschlossene Untergruppe der Liegruppe G ist), so ist EG x¢ G/H ~ BH.
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28. NOVEMBER

Aufgabe 0.20. Es sei V — X ein orientiertes Vektorbiindel. Aus der langen exak-
ten Sequenz des Paares (V.Vp) erhélt man, indem man H*(V; V) durch H*~"(X)
ersetzt (Thom-Isomorphismus), Vy durch das Sphérenbiindel S C V und V' durch
X, die Gysin-Sequenz. Man schreibe die Gysin-Sequenz auf.

Man berechne mit Hilfe der Gysin-Sequenz die Kohomologieringe H*(KP";TF),
wobei (K,F) = (R,Z/2) oder (C,Z). Ferner betrachte man fiir p € N die Wirkung
von Z/p auf der Sphire §?"*! c C"*! durch Multiplikation mit e**/P. Man
berechne die Kohomologie der Linsenriume, d.h. der Quotienten S?"*!/(Z/p).

Aufgabe 0.21. Zeige, dass S x S™ = S+ gilt und folgere, dass der Join von
k Kopien von S! gleich S?*~1 ist. Man zeige, die Milnor-Konstruktion in diesem
Fall das Hopf-Biindel ergibt.

Aufgabe 0.22. Es sei H C G eine abgeschlossene Untergruppe einer Liegruppe.
Man zeige, dass T(G/H) = G x g g/ gilt. Wie bereits gesehen, kann man BH —
BG als das G/H-Biindel EG x¢ (G/H) — BG realisieren. Da die Strukturgruppe
auf der Mannigfaltigkeit G/H durch Diffeomorphismen operiert, kénnen wir das
vertikale Tangentialbiindel T,,(EG x ¢ (G/H)) bilden. Man zeige, dass dies isomorph
zu EG x g g/b ist.
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5. DEZEMBER

Aufgabe 0.23. Sei s ein Schnitt des Biindels L&? — CP", s th 0. Man berechne
die Eulerzahl von V := s~%(0). Tip:
(1) da TV ein komplexes Vektorbiindel ist, ist die Eulerklasse gleich der hochsten
Chernklasse;
(2) Was ist das Normalenbiindel von V'?
(3) e(TCP™)
(4) Poincaré-Dualitét.

Aufgabe 0.24. Es sei F eine charakteristische Klasse mit Werten in H**(X; R) :=
[Tiso H¥(X; R), die fiir beliebige orientierte Vektorbiindel definiert ist. Es gelte
F(X xR)=1und F(Va@ W) = F(V)F(W). Man zeige, dass [M] — F([M]) :=
(F(TM); [M]) einen Ringhomomorphismus €2, — R definiert.
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12. DEZEMBER

Aufgabe 0.25. Man benutze die Pontrjagin-Thom-Konstruktion, um die Gruppen
Tn+1(S™) zu berechnen (behandle die Félle n =1, n = 2 und n > 3 separat).

Aufgabe 0.26. Essei f : M™ — N™ eine Abbildung glatter orientierter geschlossenener
Mannigfaltigkeiten. Man bette M™ ein in R™**. Die Pontrjagin-Thom-Konstruktion
ist nun eine Abbildung XtFN, — Th(vﬁ,XR"M). Zusammen mit dem Thom-
Isomorphismus erhilt man eine Abbildung f, : H"(M) — H™™"~™(N). Man zeige,
dass fi Poincaré-dual zur gewohnlichen Abbildung f. : H.(M) — H.(N) ist. Ist

f eine Uberlagerung, so ist fi der Transfer. Ist f das Sphérenbiindel eines orien-
tierten Vektorbiindels, so ist f; die Abbildung in der Gysin-Sequenz mit demselben
Namen.

Aufgabe 0.27. Sei M™ C R"™™ geschlossen und orientiert und S"*™ — Th(vay)
die zugehorige Pontrjagin-Thom-Abbildung. Die Inklusion v3; — M x R™*" in-
duziert eine Abbildung Th(vp) — ™" M, — S™+". Man zeige, dass der Grad
der Komposition gleich der Eulerzahl des Vektorbiindels T'M ist und finde einen
neuen Beweis der Gleichung Eul(TM) = (e(TM); [M]).
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9. JANUAR

Aufgabe 0.28. Essei f : M™ — N™ eine Abbildung glatter orientierter geschlossenener
Mannigfaltigkeiten. Man bette M™ ein in R™**. Die Pontrjagin-Thom-Konstruktion
ist nun eine Abbildung X" tFN, — Th(VﬁXRnM). Zusammen mit dem Thom-
Isomorphismus erhélt man eine Abbildung fi : H" (M) — H"™"~™(N). Man zeige,
dass fi Poincaré-dual zur gewohnlichen Abbildung f. : H.(M) — H.(N) ist. Ist

f eine Uberlagerung, so ist fi der Transfer. Ist f das Sphérenbiindel eines orien-
tierten Vektorbiindels, so ist f; die Abbildung in der Gysin-Sequenz mit demselben
Namen.

Aufgabe 0.29. Sei M™ C R"™™ geschlossen und orientiert und S"*™ — Th(vyy)
die zugehorige Pontrjagin-Thom-Abbildung. Die Inklusion vy, — M x R™*T" in-
duziert eine Abbildung Th(vy) — X"t M, — S™+". Man zeige, dass der Grad
der Komposition gleich der Eulerzahl des Vektorbiindels T'M ist und finde einen
neuen Beweis der Gleichung Eul(TM) = (e(TM); [M]).
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16. JANUAR

Es soll die rationale Kohomologie von Q5°Th(V) fiir ein Thom-Spektrum berech-
net werden. Zunéacht das Resultat. Sei X ein Raum und V ein stabiles orientiertes
Vektorbiindel vom Rang d. Fiir ein z € H'(X;Q) sei o(z) € H*4(Q*Th(V); Q)
wie folgt definiert. Fiir gegebenes n sei th(z), € H*4+"(Th(V,); Q) und iiber die
Transgression erhalten wir trg” th(z), € H'T4(Q"Th(V,,);Q). Fiir verschiedene
Werte von n passen diese Elemente zusammen und definieren o(z) € H¥(Q>*Th(V); Q).
Fiir einen Z-graduierten Vektorraum V sei £V der graduierte Vektorraum mit
(24V),, = 0 fiir n < 0 und XV),, := V,,_4 fiir n > 0. Die Konstruktion liefert
einen Vektorraumhomomorphismus

SUH*(X;Q) —» H* (2 Th(V); Q)

und durch die universelle Eigenschaft einen Homomorphismus von Algebren

(1) ASH* (X;Q) — H* (23 Th(V); Q)

von der freien graduiert kommutativen Q-Algebra. Behauptung: 1 ist ein Iso-
morphismus.
Wir arbeiten unter folgenden Voraussetzungen, welche beispielsweise fiir MT'SO(n)
erfiillt ist.
(1) X, ist ein endlicher CW-Komplex;
(2) X, — X,41 ist eine CW-Inklusion und ~ n-zusammenhéngend (soll heiBlen:
es gibt ¢ € Z, so dass fiir alle n die Abbildung n + c-zusammenhéngend ist).
Schritt 1. Sei H ein endlich-dimensionaler Q-Vektorraum und =z € H(X, H).
Zeige, dass Abbildungen &, : Th(V,,) — K(H,n + d + i) existieren, so dass die
Diagramme

YTh(V,,) Th(Vig1)

lzfn l£n+1

SK(H,d+n+1i)—= K(H,d+n+i+1)

strikt kommutieren, wo die horizontalen Abbildungen die Strukturabbildun-
gen der Spektren sind. Hinweis: ein homotopiekommutatives Diagram ist leicht
herzustellen und benutze die Homotopieerweierungseigenschaft fiir die Kofaserung
STh(V,) = Th(Vig1)-

Schritt 2. Die Abbildung Q"Th(V,,) — Q"1 Th(V,,,1) ist = n-zusammenhingend.
Hinweis: dies ist Q2" der Komposition

Th(V,) = QSTh(V,)) = QTh(Vyey1).

Da Th(V,,) n+d—1-zusammenhéngend ist, ist die erste Abbildung nach Freuden-
thal =~ 2n-zusammenhéngend. Die zweite Abbildung ist nach der Generalvoraus-
setzung, dem Thom-Isomomorphismus und dem Satz von Hurewicz ebenfalls ~ 2n-
zusammenhangend.

Schritt 3. Die Identitit H;(X;Q) — H;(X;Q) definiert eine tautologische
Kohomologieklasse z; € H(X; H;(X)). Fiir ein festes ¢ definiert die Konstruktion
aus dem ersten Schritt also eine Abbildung
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t
Ei: QFTh(V) — [[ K(Hi(X;Q),i + d).
=0

Schritt 4. Fiir j < t+d induziert =; einen Isomorphismus 7,;(Q2*°Th(V))Q —
(Tl K (Hi(X;Q),i + d)) ® Q = H;_4(X; Q). Dazu bemerkt man, dass

T (QooTh(V))@Q = colim,, 7Tj+n(Th(Vn))®@ — colimy, Hj-‘,—n(Th(Vn); @) — Hj (X§ Q)

aus Isomorphismen besteht. In der Mitte ist der Hurewicz-Homomorphismus,
und 74, (Th(V,,) ®Q — H, 1+, (Th(V,,); Q) ist ein Isomorphismus wenn j+n <~ 2n
(Serre’s rationaler Hurewicz-Satz). Schlielich identifiziere man beide Abbildungen.
Schritt 5. Nach Serre-Klassen-Theorie ist Z; ein rationaler Homologie-Isomorphismus.
Schritt 6. H*(K(Q,2n);Q) = Qi2,] und H*(K(Q;2n+1); Q) = A(t2n+1) eine
duflere Algebra. Dies sieht man durch induktion unter Verwendung der Faserfolgen
K(Q,n) -« — K(Q,n+1).



