Vorlesung Topologie I

Blatt 2 J. Ebert / L. Buggisch, G. Frenck
Abgabetermin: 3.11.2016 bis 12 Uhr

Leseaufgabe 1. Lesen sie die Definition von Zusammenhang und Wegzusammenhang bei
topologischen Rdumen durch und machen sie sich mit dem Begriff vertraut. Als Quelle
konnen sie Wikipedia oder ein Topologiebuch (bspw. Klaus Jénich: ”Topologie”) ihrer

Wahl verwenden.

Frageaufgabe 2 (2 Punkte pro Frage). Formulieren Sie drei sinnvolle Fragen zum Inhalt

der Vorlesung.

Aufgabe 3 (Homologie von Kettenkomplexen, 10 Punkte).

a) Berechnen sie die Homologie folgender Kettenkomplexe:
i)0—-Z537 =0,
. 9 A 9 A o . 0 1
ii) 0 — 2 =5 7Z° = Z* — 0, wobei A := 0 o)
iii) 0 — Z/nZ % 7/nZ — 0.

b) Betrachten sie die folgenden Kettenkomplexe: 0 — Z 37— 0und 0— Z]27 — 0.
Zeigen sie, dass die folgende Abbildung einen Isomorphismus auf Homologiegruppen

induziert:

0 Z Z 0

pr

0 0 7]27. —— 0

wobei pr die Abbildung bezeichnet, die 1 auf 1 schickt.



Aufgabe 4 (Homologie der direkten Summe, 10 Punkte).

Es sei {(C?, 8")}ier eine Familie von Kettenkomplexen von R-Moduln. Die direkte Summe
der Familie ist folgender Kettenkomplex von R-Moduln: ((D,.; C*)«, d), wobei (B,c; C*)k =
Dicr Ci und 0 := (8");er. In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass

P H.(c) = HUEDC).)

el el

Zeigen sie dazu:

a) ((;c; C")«, 0) ist tatsichlich ein Kettenkomplex von R-Moduln.
b) Sind (P,c; Z")k die Zykel und (,;c; B*)r die Rénder von ((B,;c; C*)s,0), dann
gilt:
(ED 2w = € Zi sowie (P BY)r = €P Bi.
iel iel iel iel
c¢) Durch ([¢!])ier = [(¢")ics] ist ein wohldefinierter Isomorphismus
p: P H.(C) — H(EDC))
iel el

gegeben.
Aufgabe 5 ((Weg-)zusammenhingende Réume, 10 Punkte).

a) Seien {x1,..., 2, } C R Zeigen sie: R*™ '\ {z1,..., 2, } ist wegzusammenhiingend,
wenn n > 1.

b) Es sei S" := {x € R""!: ||z||y = 1} die (Einheits-)Sphire im R"™! und z € S™ ein
Punkt. Wir definieren E, := {y € R"*!: (x, y) = —1} (Skizze!). Fiir y € ™\ {x}
sei fz(y) der Schnittpunkt der durch x und y definierten Gerade mit der Hyperebene
E,.

Zeigen sie, dass f : S™\ {z} - R", y — f(y) ein Homéomorphismus ist.
c) Folgern sie: S™ ist wegzusammenhéngend < n > 1.

d) Zeigen sie, dass GL,(C) wegzusammenhéngend ist. Hinweis: man konnte beispiel-
sweise mit der Jordan-Normalform argumentieren, oder die Abbildung C — Mat,, ,(C),

z+ 1 —z+ zA, untersuchen.

Viel Erfolg



