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Aufgabe 1: Sei ¢ > 0 beliebig. Konstruiere eine Folge (a1,b1), (az2,b2),... von offenen
Intervallen mit Q C ;2 (ai, b;) und > ;2 |bi —a;| < €. Zeige, dass dann |J;2,(a;, b)) # R
gilt.

LOSUNG: Sei ¢ > 0 und (g;)ien eine Abzihlung von Q. Sei a; := ¢; + ¢ - 272 und b; :=
g +¢e-22. Dann gilt Y22, b —a;| = Y50, -27" = £ und offensichtlich Q C 52, (as, b;).
Fiir das Lebesgue-MaB gilt p(|J;2 (@i, b:)) < D72 |bi — ai| < e < oo = p(R). Also muss
U2, (ai, b)) # R gelten. B

Aufgabe 2: Eine Familie (a;);cy reeller Zahlen heifit summierbar mit Summe a, wenn es
zu jedem € > 0 eine endliche Teilmenge Ey C I gibt, so dass fiir jede endliche Teilmenge
ECImit ED Ey giltla—3,cpai| <e.
1. Beweise: (a;)ier ist genau dann summierbar, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine endliche
Teilmenge Eo C I gibt, so dass fiir jede zu Ey disjunkte endliche Teilmenge K C I
gilt | ek ail <e.

2. Zeige, dass (a;)icr genau dann summierbar ist, wenn (|a;|)icr summierbar ist.

3. Beweise: Eine Familie (a;);c; micht-negativer reeller Zahlen ist genau dann sum-
mierbar, wenn es ¢ € R gibt mit ), pa; < c fir jede endliche Teilmenge E C 1.

4. Zeige, dass jede Teilfamilie (a;)icy, J C I einer summierbaren Familie (a;);c; wieder
summierbar ist.
Beweise weiterhin: Ist (a;)ie; summierbar und fir J C I eine endliche Zerlegung
J=J1U...UJs in paarweise disjunkte Teilmengen Ji,...,Js C J gegeben, so gilt

Z“i:ZQiJF"'JFZ‘”'

ieJ i€Jy 1€,
LOsuNG: In der Ubung wurde gezeigt:

Seien (a;)ier und (b;)icr summierbar sowie ¢ € R. Zeige, dass auch (a;+b;)ic; summierbar
und (ca;)ier summierbar sind.

DENN: Sei € > 0. Dann gibt es endliche Teilmengen Ey, Fy C I mit [a — ;. pa;| < § und
|b—>icp il < 5 fiir alle endlichen £ D Ey bzw. E D Fy und es folgt [(a+b) — >, pla; +
bi)| < la—3icpail +|b— > cp bile fiir jedes endliche E D Ey U Fy.

Fir ¢ = 0 ist die zweite Behauptung richtig. Andernfalls gibt es zu £ eine endliches
Ey C I derart, dass fiir jedes endliche E D Ey gilt |a — ), pa;| < £. Dies impliziert
lca — ;g cai| < e fiir jedes endliche £ D Ej.

1. ,,=" Sei ¢ > 0. Dann existiert endliches Eg C I mit |a — ) ,cpa;| < § fiir jedes
endliche £ D Ey. Ist K C I endlich mit K N Ey = (), so folgt

Y al=1 Y a-Y al<] Y a-a+ Y al<i+s ==

ieK i€ KUE i€Eg i€eKUEq i€EEO



,,<=" Es gibt eine Folge Fy C E5 C ... von endlichen Mengen F,, so dass fiir alle
endlichen Mengen K mit E, N K =0 gilt |3, 5 a;| < %, denn:
TIA: Fiir n = 1 folgt dies aus direkt aus der Voraussetzung fiir ¢ = 1.

IS: Sind solche Menge FEi,...,E,_1 konstruiert, so liefert die Voraussetzung fiir
e = 1 eine Menge E!, mit |}, a;| < % fiir alle endlichen K mit K N E/, = (). Setze

E, = E,_1 UE],. Wegen E!, C E, gilt dann auch | >, x a;| < & fiir alle endlichen
K mit KNE, = 0.

Die Folge der f,, = ;g a; ist dann (nach Konstruktion) eine Cauchy-Folge, denn
fiicr m > n ist E,, — E, disjunkt zu E,,. Ihr Grenzwert ist die Summe von (a;);cs. Sei
nédmlich € > 0. Wéahle n € N mit % < 5. Dann gilt fiir jedes endliche E' C E,, dass

\a—Zai|§|a— Z |+ | Z ai\<%+%<€

ek i€EEy, i€EF—Enp

2. ,,=" Ist (|a;])icr summierbar, so existiert zu € > 0 ein Ey mit ),z |a;| < € fiir
jedes endliche K mit K N Ep =, also auch | ), a;| <> icp lai| <e.
,,<=" Ist umgekehrt (a;)ie; summierbar und € > 0, so gibt es endliches Ey C [
mit |, a;| < 5 fiir jedes endliche K mit K N Ey = . Fiir jedes solche K sind
auch Kt = {i € K |a; >0} und K~ = {i € K | a; < 0} disjunkt zu Ep und
erfiillen daher |} ., a;i| < § bzw. | Y . i a;| < §. Dies impliziert ), |a;| =
Diiek+ @i+ ek lail <e.

3. ,,=": Sei (a;)icr summierbar mit Summe a. Dann gilt }_,_ a; < a fiir jedes endliche

E C I denn: Angenommen, es gibt eine endliche Teilsumme s =), a; mit s > a.
Setze € := s —a > 0, dann gibt es endliches Fy C F, so dass fiir jedes endliche
E D Eygilt a—e <) ,cpa; < a+e. Insbesondere erhélt man fiir £ = EyN Fy eine
Widerspruch zu ), pa; = s.
&7 Sei ¢ > 0. Es ist {) ,cpa; | £ C I endlich} beschrankt, also existiert ihr
Supremum a. Folglich gibt es endliches Ey C I mit a —¢ < >, B, & < a und
fiir jedes endliche E' O Ep folgt a —¢ < > ,cp ai < D icpai < a, dh. (a;)iers ist
summierbar mit Summe a.

4. (a;)ier summierbar, so auch (|a;|);cr. Also existiert ¢ € R mit ), p |a;| < c fiir jede
endliche Teilmenge E C I. als insbesondere auch ) . pla;| < c fiir jede endliche
Teilmenge F' C J. Also ist (|a;|)ics summierbar und damit auch (a;)ic.

Alle vorkommenden Teilfamilie (a;)ies, mit 1 < r < s sind summierbar und es gilt
D ics, @i = D e iy Wobel oy = a;, falls 7 € J, und a;.; = 0 sonst. Dann folgt die
Gleichung mit der Aussage aus der Ubungsstunde.

Aufgabe 3: Sei (a;)icr summierbar. Sei I = [[;cn1; eine Zerlegung von I in abzihl-
bar viele disjunkte Teilmengen I; C I. Sei weiter s; = Zite a;. (Beachte: (a;)icy; ist
summierbar.) Zeige, dass auch (sj)jen summierbar ist und die Gleichung

Yo=Y
iel jEN

erfillt. Es darf Aufgabe 2 benutzt werden.

Folgere, dass das Lebesque-MajfSes einer Menge X wohldefiniert ist, d.h. dass pu(X) un-
abhingig von der Wahl der Zerlegung in Quadermengen ist, wenn eine solche (wie in der
Definition verlangt) existiert.



LOsuUNG: Betrachte zuniichst den Fall (a;);c; > 0. Fiir jede endliche Teilmenge J C N gilt

I
A2.4 JGI Iic Vor.
s; = E E a; < gaiza = s::E s; < a.

j€d JjEJ i€l i€l JEN

Also ist (sj)jen summierbar nach A2.3. Angenommen s < a. Wihle € := a — s > 0. Dann
gibt es nach Definition endliches £ C I mit a —e < ), a; < a. Die Mengen I; sind fiir
J € N nach Voraussetzung paarweise disjunkt, d.h. die Menge J := {j e N| ; N E # 0}
ist endlich. Nun ist £/ C U]E 7 1; und es folgt
sEZsj EZai A =

JjeJ i€E
und der gewiinschte Widerspruch. Fiir eine beliebige summierbare Familie betrachte man
die Teilfamilien (a;);er+ mit IT :={i € I | a; > 0} und (a;);c;- mit [~ :={i € I | a; < 0}.
Analog erhilt man eine Zerlegung von I; in I ]+ und [ ;- Es gilt

Z(M:Zai+2aiA%4ZZai+ZZai:Z doait Y a A§'4ZZO,¢:ZS‘7‘.

i€l ielt iel— jeNiEI:’ jeNiEIj_ JEN iEA;— iEAj_ JENIEA; JEN

Folgerung:

Seien @; und @}, Quadermengen mit vol(Q;NQ;) = 0 fiir ¢ # j und vol(Q},NQ;) = 0 fiir k #
Isowie X = J72, Qi = Urey Q.- AuBerdem gelte Y, vol(Q;) < oo und > ;2 vol(Q}) <
co. Dann betrachte man das die (abzihlbare) Quadermenge (Q; N Q},)(jkenxn, dessen
Vereinigung ebenfalls X ist. Mit / = N x N und I; = {j} x N bzw. I; = N x {j} erhalten
wir mit der letzten Aussage

D ovol(@) TEY YT vol(@inQi) E Y vol(@QinQh) YD vol(Qin Q) TEY Y vol(Qh).

k=1 (3,k)ENXN k=1 i=1 k=1

-

1=

Dies beweist die Wohldefiniertheit des Lebesgue-Mafles. B

Aufgabe 4: Sei
X={(z,y) eR?*|0<a<1,0<y<1—2a}

das offene Standarddreieck. Bestimme wie in der Definition des Lebesgue-Majles das Lebesgue-
Map der Teilmenge X C R2.

LOsuNG: Definiere (halboffene und offene) Quader

Q= [AE R [ ) (@) e R 2y =0)
wobei j durch 2771 < i < 27 festgelegt ist.
% Q.= (% 1 21 2. 1+1 2! 21+1;12-172’ 21+1;12-171> _ (O, %) % (07 %)
Q2 = 2.2— 227 2. 2+1 22 22“;22»2—27 22“;22»2—1 _ (07 i) > [%7 %)
Q- . Qs = [23 22’ 23+1 22> % 22“;22»3—2’ 22“;22»3—1 _ [%’ %) % (O, i)
Qu = <24 23‘7 24+1 23> % 23+1532»472’ 23+1g32»471 (O, é) % [%’ %)
Qs = | 235 23, 25+1 23 2:““;325727 23“;3254 _ [i%) % [%,%)
o Qs Qs = 26 23 26+1 23 23“5326—27 23“5326—1 _ [%7%) % [i?%)
0, . Qr = 2.7— 23’ 2. 7+1 23 23“;32'7—2’ 23“;32»7—1) _ [%’ %) % (O, %)
7




Dann gilt fiir ¢ # ¢/, dass @Q; N Qy = 0, also insbesondere vol(Q; N Q) = 0, denn:

Fall 1: Sei 27! < 4,7 < 27 und ohne Einschrinkung i < i’. Dann liegt der untere Rand
von @Q; oberhalb des oberen Randes von @);;. Da beide Quader achsenparallel sind, folgt
QiNQy =10.

Fall 2: Sei 2771 < i < 27 und 271 < ¢ < 27 sowie ohne Einschrinkung j < j'. Falls
(20 +1—27)/27 < (24 —27")/27" gilt, d.h. der rechte Rand von Q; liegt links vom linken
Rand von Q) oder darauf, folgt die Behauptung wieder aus der Achsenparallelitét der
Quader. Andernfalls betrachte man die zweite Koordinate. Wegen

2i+1 1_2i+172j 21"72]'/_21" ) 2i+1 2 sy 2i+1>2i'+2
Y Y] > 2" 9i = by > YR = 2i = 94
folgt
FiE = S YA v . J+1 _ oy . v
2 ./21 2:2_2Z—I|/—2>2_2Z—|‘—1>2 .22 1 o 22—&71>2171/—27
27 27 = 21 = 27 21 = 92

dass der untere Rand von ()j oberhalb des oberen Randes von @; oder darauf liegt. Die
Behauptung ergibt sich wieder aus der Achsenparallelitit der Quader.

Auflerdem gilt X = J;2, Q;, denn:

,D": Sei (x,y) € Q; fiir ein fest gewihltes 4 mit 2771 <4 < 27. Dann gilt

s ] . _ ] .
<22 .2 < <21+1 27 2i+1

0< =5~ <z > =5 —1<2-1=1
und daraus weiter
2+l _ 95— 2 2+l _ 911 20+ 1

was die erste Inklusion impliziert, da wir das Koordinatenkreuz aus den Quadern entfernt
haben.
,,C”: Habe leider keine verniinftige Losung...

Die Folge der Quadermengen Q); erfiillt also die Voraussetzungen der Definition des Lebesgue-
Mafles von X und es gilt

e’ o0 [e'e} [e’e) 2 oo

ORI S SR TCAT ST PN (' N gy

i=1 j=12i-1<i<2i j=1 j=1 Jj=1
dh p(X)=3 1
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Aufgabe 5: Zeige anhand eines Beispiels, dass es beschrinkte Mengen My, Ms C R™ gibt
mit (M) = 0, aber

pis (M1 U M) # p(Ma).
LOsuNG: Konstruktion der Menge My: Betrachte

R/Q = {[z]g | z € R}, wobei x ~y = x—y € Q.



Nach dem Auswahlaxiom kénnen wir fiir jede Aquivalenzklasse einen Représentanten z €
[0, 1] wéhlen, sei
M := {Représentanten in [0, 1]}.

1. Es gilt
Mcpic |J ¢+Mc[-1,2

q€[-1,1]NQ
und (¢ + M) N (¢ N M) =0 fir g # ¢, denn:
Sei g+m = x = ¢’ +m/ fiir geeignete my, my € M. Das bedeutet m'—m =q—q¢ € Q
und daher m ~ m/. Daraus folgt m = m/, denn es gibt nur einen Reprisentanten
derselben Aquivalenzklasse im Intervall [0, 1]. Insbesondere ergibt sich ¢ = ¢'.
Die erste Inklusion ist nach Definition von M klar. Die zweite Inklusion gilt, da jedes
x € [0,1] entweder ein Reprisentant einer Aquivalenzklasse ist oder sich von einem
solchen um eine rationale Zahl unterscheidet, deren Betrag durch 1 beschrénkt ist.
Die dritte Inklusion ist ebenfalls einfach zu beweisen, da fiir —1 < ¢ < 1lund 0 <z <
immer x + ¢ € [—1,2] gilt.

2. Angenommen p.(M) = ¢ > 0. Dann gilt wegen der Translationsinvarianz von i,
dass p.«(q+ M) = c fur alle ¢ € [-1,1] N Q. Es folgt

S=m(-1.2) > | a+M)= > pm@+M)= Y c=ox,
a€[-1,1]NQ ¢€[-1,1]nQ a€[-1,1]NQ

d.h. es muss p, (M) = 0 gelten.
Nehmen wir auf der anderen Seite an, dass p*(M) = 0 gilt, so ergibt sich analog
durch

L=p (0,1 <p( | a+M< D> plg+M)=0
q€[-1,1]NQ q€[-1,1]NQ
ein Widerspruch, d.h. p*(M) > 0.

Wir setzen nun M; := M und My := [0,1]\M. Dann kann auch My nicht messbar sein,
denn sonst wére M; = [0, 1]\ M2 messbar. Insbesondere bedeutet dies p (M) < p*(Ma),
denn eine Menge ist genau dann messbar, wenn inneres und dufleres Maf iibereinstimmen.
Es folgt

pe (M) < p*(M2)p* ([0, 1]) = p([0,1]) = p ([0, 1]) = pu (M1 U Mp)
und damit die Behauptung. B
Aufgabe 6: Beweise mit dem Auswahlaxiom bzw. dem Lemma von Zorn, dass jeder
(méglicherweise unendlichdimensionale) Vektorraum eine Basis besitzt.
LOsuNG: Wir wiederholen die Notationen fiir das Lemma von Zorn:
1. Sei M eine Menge. Dann heifit R C M x M eine partielle Ordnung, falls

(a) (z,z) € R fiir alle x € M,
(b) (z,y) € R und (y,z) € R impliziert x = y;
(¢) (z,y) € Rund (y, 2) € R impliziert (z,z) € R.



Fiir (z,y) € R schreiben wir auch x < y und nennen (M, <) eine geordnete Menge.
Ist N C M eine Teilmenge eine geordneten Menge, so ist auch N geordnet bzgl.
(N xN)NR.

2. Es heifit M total geordnet, falls fiir jedes Paar von Elementen x,y € M gilt x < y oder
y < x. (Beispielsweise ist fiir eine gegebene Menge S die Potenzmenge M = P(S)
geordnet bzgl. der Inklusion von Teilmengen, i.A. jedoch nicht (!) total geordnet.)

3. Ein x € M heif3t mazimal, falls es kein y € M gibt mit x < y, d.h. x <y und = # y.

4. Sei T C M eine Teilmenge. Ein b € M heifit obere Schranke fiir T, falls x < b fiir
alle z € T gilt.

5. Es heifit M induktiv geordnet, wenn gilt: Jede nichtleere total geordnete Teilmenge
T von M besitzt eine obere Schranke.

Das Lemma von Zorn (oder dquivalent das Auswahlaxiom) besagt nun: In jeder nicht-
leeren induktiv geordneten Menge M gibt es ein mazximales Element.

Betrachte die Menge M aller Familien von linear unabhéngigen Vektoren in einem belie-
bigen Vektorraum V', d.h.

M = {(vi)ier | vi € V linear unabhéngig, I beliebige Indexfamilie}

Fir VW € M ist durch V < W &< V C W eine partielle Ordnung gegeben. Sei nun
T C M eine nichtleere total geordnete Teilmenge. Dann ist durch (Ji,cp V' eine obere
Schranke fiir T definiert, d.h. M ist induktiv geoordnet. Nach dem Lemma von Zorn be-
sitzt M ein maximales Element. Dies bedeutet, dass V' eine maximal linear unabhéngige
Familie, d.h. eine Basis besitzt. B

Aufgabe 7: Beweise, dass

1. fir alle (nicht notwendig beschrinkten) offenen Mengen, fir die das dufere Lebesgue-
Mafs existiert, bzw.

2. fiir alle (nicht notwendig beschrinkten) abgeschlossen Mengen, fir die das innere
Lebesgue-Mafs existiert,

inneres und dufSeres Lebesque-Mafs iibereinstimmen.
LOSUNG:

1. Ist U nach Voraussetzung offen und existiert das duflere Lebesgue-Maf, so folgt di-
rekt aus der Definition p*(M) = pu(M).
Wir miissen nun (M) > p(M) zeigen. Zu M gibt es abgeschlossene Quadermen-
gen Q;, welche paarweise keine inneren Punkte gemeinsam haben und M = |J;2, Q;
erfiillen. Da das duBere Lebesgue-MaB existiert, gilt >~>°; vol(Q;) < oo und es gibt
zu € > 0 somit ein N € N mit Zfil w(Q;i) > (M) —e. Nun sind die Quadermengen
kompakt (= abgeschlossen und beschrinkt), d.h. auch K = UZ]\; 1 Qi C M ist kom-
pakt und es gilt u(K) > pu(M)—e. Wir haben also zu beliebigem € > 0 eine kompakte
Teilmenge K C M gefunden, deren Lebesgue-Maf} sich vom Lebesgue-Mafl von M
um hochstens € unterscheidet. Dies impliziert p, (M) > p(M) und damit die erste
Behauptung, denn es gilt immer p, (M) < p*(M). R



2. Fiir eine beliebige kompakte Menge K gilt nach Definition u(K) = p.(K). Wihle
einen offenen Quader @ D K und betrachte die offene Menge V' := Q\ K. Nach Teil
1) gibt es zu jedem & > 0 eine kompakte Menge L C V mit u(L) > pu(V) — e. Fiir
die offene Menge U := Q\L gilt U D K und

pU) = w(@Q) —pu(L) < Q) — u(V) +e=p(K) +¢

und damit p*(K) < p(K), d.h. p*(K) = p(K) = p(K). Fiir kompakte Menge ist
die Behauptung also gezeigt.

Sei nun A C R™ abgeschlossen. Fiir jedes k € N ist Ay := [—k, k] N A abgeschlossen
als endliche Vereinigung abgeschlossener Mengen und somit als abgeschlossene Teil-
menge einer kompakten Menge w ieder kompakt. Weiterhin gilt Ay C As C A3 C ...

mit
U Ay = A.
keN

Wegen der Monotonie des dufleren MaBes folgt p*(A) < >y oy ¥ (Ax). Nun stimmen
fiir kompakte Mengen dufleres und inneres Maf iiberein, daher

pH(A) <7 pa(Ak) < pa(A)
keN

wegen der (umgekehrten) Monotonieeigenschaft des inneren Maf. Daraus folgt we-
gen . (A) < p*(A) die Behauptung. B

Aufgabe 8: Fiir zwei Teilmengen A, B C R" ist ihre symmetrische Differenz AAB :=
(A\B) U (B\A) definiert. Weiterhin existiere das dufere Maf$ von A und B. Begriinde,

warum auch p*(AAB) existiert und beweise:
p*(AAB) = 0 impliziert p*(A) = p*(B).

Sei weiterhin (A;) eine Folge von Mengen, deren dufleres Lebesgue-Maj$ existiert, und es
konvergiere Y7, p*(A;i). Zeige:
lim p*(A,AA) =0 impliziert lim p*(A;) = p*(A).

1—00 1—00

Losuna: Es ist AAB = A\B U B\A. Wegen der Monotonie existieren p*(A\B) und
w*(B\A). Existieren p*(A) und p*(B), so gibt es offene U D A und V' O B mit existie-
rendem Maf. Dann existiert ¢(U U V') und somit auch p*(A U B).

Sei nun p*(AAB) = 0. Dann gilt

N N N ANBCB N
W(A) < gt (A\B)+u*(ANB) " < u*(B)
——
A\BC:AABO

und analog p*(B) < p*(A).
Sei nun € > 0. Nach Voraussetzung existiert ein N € N mit p*(A;AA) < ¢ fiir alle ¢ > N.
Das bedeutet

P (Ai) < pF(ANA) +p" (AN A) < p(A)+e fir alle i > N
<
<e



und analog

WF(A) <t (A\A) +pf (AN A) < ¥ (A) + e fiir alle i > N.

Das impliziert |p*(A4;) — p*(A)| < € fiir alle ¢ > N und damit die Behauptung. B
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Aufgabe 9: Sei X = QN (0,1] und M das Mengensystem, welches aus allen Mengen der
Gestalt M = QN (a,b] mit 0 < a < b < 1 besteht. Sei f : M — [0,1] definiert durch
F(@Qn(a,b)) =b—a. Zeige, dass f nicht o-additiv ist.

LOSUNG: Sei ¢ : N — QN (0, 1] eine Abzéhlung derart, dass man zu ¢, = ¢(n) ein Intervall
(qn — 2n+1,qn] wihlen kann. Dann gilt offenbar (0,1] C U;2,(gn — 2n%,qn] und somit
QN (0,11 cQNUrZ;(gn — 2n+1 ,qn]. Angenommen, f ist o-additiv. Dann gilt

1= f@nO1]) < @ﬂU - gor )

o0
1 1 1 1
Zf 2n+17qn]> = Dgm = lo3tlam = 3

n=1 n=0

IN

und es folgt der gewiinschte Widerspuch. l

Aufgabe 10: Beweise, dass durch My ~ My :< p(MiAMs) = 0 eine Aquivalenzr@lation
auf der Menge M aller Lebesgue-messbaren Funktionen erklirt ist. Zeige weiterhin, dass
d([My], [M3)]) := p(M1AMs) eine (wohldefinierte) Metrik auf der Menge M aller Aquiva-
lenzklassen beziiglich ~ definiert.

LOSUNG: Es werden zunichst die definierenden Eigenschaften einer Aquivalenzrelation
bewiesen. Offenbar gilt fiir jedes M € M, dass MAM = () und daher u(MAM) =0 bzw.
M ~ M. Sei nun M; ~ My. Dann folgt sofort u(MaAM;) = 0 wegen der Symmetrie der
(mengentheoretischen) Vereinigung. Zuletzt sei My ~ My und My ~ Ms vorausgesetzt,
d.h. /,[/(Ml\MQ U MQ\Ml) =0 und /,L(MQ\M?) U Mg\Mg) = 0. Nun ist

Ml\Mg U M3\M1 C (Ml UMy U M3)\(M1 N My N Mg) = (MlAMQ) U (MQAM?))
und daher wegen der Monotonie des Lebesgue-MaBes p(M;AM3) < 0. Wir haben also

Reflexivitiat, Symmetrie und Transitivitit gezeigt.
Ist My ~ M7 und My ~ M}, so ist p(M;AM]) = 0 fiir ¢ = 1,2 und wegen der Monotonie
insbesondere pu(M/\M;) = p(M;\M]) =0 (x). Es gilt
p(MIAM;) < p((MAM) N (M]AM;))
= (MDY 0 (MI\MS)) + pu((M1\Ma) 1) (M§\ M)
+ p((Ma\My) N (M{\M3)) + p((M2\My) 0 (M3\M7))

= p((Mi\Ma) N (M{\M3)) + p((M2\M1) 0 (Mz\M7)) < p(MiAM,)



und analog pu(M;AMs) < p(M{AMS,), d.h. es folgt die Wohldefiniertheit der Metrik d. Es
bleiben die definierenden Eigenschaften nachzuweisen.

e Positiv definit: Falls My = My, folgt M1AM> = ) und daher d([M], [M,]) = 0. Ist
umgekehrt d([M;], [Ms]) = 0, so gilt My ~ My, d.h. My = My in 9.

o d([My], [Ma]) = p(M1AMs) = p(MaAMy) = d([Ma], [Mi]).

e Die Dreiecksungleichung folgt wegen My AMs C My AMs U MsAMs (vgl. Beweis zur
Transitivitdt der Aquivalenzrelation) aus der Monotonie des Lebesgue-Mafles. B

Aufgabe 11: Es sei X eine Menge sowie (Ap)nen und (Bp)nen Folgen von Teilmengen
von X . Der (mengentheoretische) Limes superior und (mengentheoretische) Limes inferior
sind definiert als

limsup A4, := ﬂ U A, bzw. lim inf U ﬂ A,.
n—oo m=1n>m e m=1n>m
Zeige
liminf(A4, N B,) C liminf A, Nliminf B,

n—oo n—oo n—oo

C liminf A, Nlimsup B,

=00 n—00
C limsup(4, N By,) C  limsup A, Nlimsup B,.
n—oo n—oo n—oo

Sei weiter (M,,) eine Folge Lebesgue-messbarer Mengen mit M; C M fiir eine Lebesgue-
messbare Menge M. Beweise, dass auch lim sup,,_, ., M, und liminf,, .. M, messbar sind.

LOSUNG: Zeige zunéchst:

limsup 4, = {z € X |z € A, fir unendlich viele n}
n—oo

liminf A, = {z€ X |z e A, fir fast alle n}
n—oo

Sei z € liminf, (A4, N By). Dann existiert ein Ny, so dass x € A,, N B,, fiir alle n > N,
d.h. x € A, fiir alle n > Ny und = € B, fiir alle n > N

= x € liminf,,_, o A, Nliminf,, . B,.

Also ist insbesondere x in unendlich vielen der A,, enthalten, d.h. x € limsup,,_,, 4n

= x € limsup,,_,, A, Nliminf,,_, By.

Also ist z in unendlich vielen A, N B,, enthalten.

= x € limsup,, (A, N By).

Dies bedeutet x € A, fiir unendlich viele n und x € B,, fiir unendlich viele n,

= z € limsup,,_,,, A, Nlimsup,,_,., Bn.

Die Lebesgue-Messbarkeit folgt direkt aus der Definition: Endliche Vereinigungen und
Durchschnitte messbarer Mengen sind messbar, ebenso unendliche Vereinigungen und
Durchschnitte, wenn ihr Mafl existiert. Dies ist jedoch garantiert, da alle auftretenden
Mengen in einer messbaren Menge M enthalten sind. B

Aufgabe 12: Betrachte den Mengenring M und eine additive Funktion f : 9 — [0, 00).
Beweise die Aquivalenz der folgenden Bedingungen



1. f ist o-additiv.
2. Fir alle Folgen My C My C ... mit M;, M :=J;2, M; € M gilt

f(M) = lim f(M;).

1—0Q
LOsuNG: ,,=" Setze By := Mj und B; = M;\ B;_1. Dann sind die B; messbar und paarwei-

se disjunkt und |J!" ; B; = U;_; M; = M, sowie | J;°; B; = M. Da f nach Voraussetzung
o-additiv ist, folgt

n

FM) = f(\JB) =) f(B) = lim (3 f(B)) = lim f(|JBi) = lim f(M,).
=1 =1 i=1

) n—o0
=1

,,<=" Sei B; eine beliebige Folge Lebesgue-messbarer paarweise dijunkter Mengen. Setze
An, =i, B;. Dann ist A; messbar fiir jedes ¢ und es gilt A; C Ay C ... sowie | J;2, 4; =
U2, Bi € M nach Voraussetzung an die Vereinigung der B;. Es folgt

Y FB) = lim Y f(B)) = lim f(|JB) = lim f(4,) = F(|J 4a) = F(|J Bn)
i=1 i=1 i=1 n=1 n=1
und damit die Behauptung. W
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Aufgabe 13: Sei M C R" eine Lebesque-messbare Menge. Zeige, dass f : M — R genau
dann Lebesgue-messbar ist, wenn das Urbild f=1(J) fiir jedes Intervall J C R Lebesgue-
messbar ist.

LOSUNG: ,,<=” Sei f~1(J) fiir jedes Intervall J C R messbar. Insbesondere gilt dies fiir
jedes f~1((—o0,b]) = {x € M | f(x) < b}, wobei b € R. Dies ist aber nach Vorlesung
dquivalent zur Messbarkeit der Funktion f.

,,=" Umgekehrt sei f eine Lebesgue-messbare Funktion. Nach Vorlesung ist dies dquivalent
zur Messbarkeit der Menge f~!((—oco,b]) fiir jedes b € R. Nach Voraussetzung ist fiir
R = (—o0, 00) die Menge f~!(R) = M messbar. Weiter gilt

(CL, OO) = R\(—OO, CL],

(a> b] = (—OO,b] N (CL,OO),
(—00,0) = [J(—o00,b,]  mit b, =b— %
neN

[a,00) = R\(-00,a),

a,b] = (—o0,bNa,o0),
[a,b) = [a,00) N (—00,b),
(a,b) = (—o0,b)N (a,oc0).



Die Urbildfunktion ist mit allen auftretenden Mengenoperationen vertriaglich. Also folgt
die Messbarkeit von

“(a,0)) = M\ f~((—o0,a)) als Differenz,
—1((a,b)) = f~1((—o0,b]) N f~1((a,o0)) als endlicher Durchschnitt,
1(( 00, b)) = Unen f (=00, bn)) als abzdhlbare Vereinigung,

“1(a, = M\ f~Y((~o0,a)) als Differenz,

f 1 ((—o0,b]) N f~1([a,00)) als endlicher Durchschnitt,
ft([a,0)) N f~1((—o0,b)) als endlicher Durchschnitt
f 1 ((=o0,b)) N f~1((a,00)) als endlicher Durchschnitt.

1

)
)
b))
0))
f "([a, b))
F([a,b)) =
' ((a,b) =

messbarer Mengen, wobei bei der abzéhlbaren Vereinigung zu beachten ist, dass ihr Maf}

n—oo
neN

existiert (Stetigkeit des Lebesgue-Mafles). Es folgt die Behauptung, andere Intervalltypen
gibt es nicht. W

Aufgabe 14: Sei U C R? cine offene Teilmenge und ¢ : U — R stetig. Sei weiterhin
M C R™ und fi, fa : M — R Lebesque-messbar mit {(fi(x), fa(z)) | x € M} C U. Zeige,
dass auch

fiM =R, z—o(fi(z), f2(z))

eine Lebesque-messbare Abbildung ist.

LOsSuNG: Da f; und fp messbar sind, gibt es Folgen (gn,1)neny und (gn2)nen von einfa-
chen Funktionen, welche gleichméfig und somit insbesondere punktweise gegen f; bzw.
f2 konvergieren. Zu jedem beliebigen (fest gewihlten) = € M ist gibt es eine Umgebung
Uy C U von (fi(z), fa(z)) € U, weil U offen ist. Also existiert ein N, € N, so dass
(91,n(2), g2.n(2)) € Uy fiir alle natiirlichen Zahlen n > N, gilt. Definiere

n:M—R, x— ‘P(gl,n—i—Nag ($)792,n+Nw (7))

Dann nimmt auch jedes g, héchstens abzahlbar viele Werte an, da dies nach Voraussetzung
fir die g1 4N, und g2 n4n, gilt, g, ist also einfach. Aufgrund der Stetigkeit von ¢ folgt

Jim gn(2z) = lim ¢(g1n4N, (), 92,04+ N, (7))
= @(lm (104N, (2), g2nen. (€)= @(fil2), fol2)) = f(o),

Also ist f als punktweiser Grenzwert von messbaren Funktionen nach einem Satz aus der
Vorlesung selbst wieder messbar. Bl

Aufgabe 15: Fine Teilmenge M C R™ heifit Lebesgue-messbar mit unendlichem Maf}
w(M) = oo, falls fir jedes v > 0 der Durchschnitt B,.(0) N M der Kugel vom Radius r
um den Koordinatenursprung mit der Menge M Lebesgue-messbar ist und die Funktion
a: R0 — R3O r i (M N B.(0)) nicht beschrinkt ist. Beweise oder widerlege:

1. Jede monoton wachsende Funktion f : R — R ist Lebesque-messbar.



2. Seien f,g: R — R stetig und es gelte f = g fast tiberall, d.h. die Menge

{zeR| f(z)#g(x)} CR
ist eine Nullmenge. Dann gilt bereits f = g, d.h. f(x) = g(z) fir alle z € R.

LOsuNG: Beachte zunéchst, dass mit dieser erweiterten Definition alle Intervalle J C R
messbar sind. Falls mindestens eine der Intervallgrenzen 4oo ist, hat das Intervall das
Lebesgue-Maf} ju(J) = oc.

1. Sei nun f monoton wachsend. Um die Lebesgue-Messbarkeit zu beweisen, kénnen
wir dquivalent zeigen, dass fiir jedes ¢ € R die Menge f~!((—oo,c]) messbar ist.
Definiere b := sup {z € R | f(z) < ¢}. Dann gilt

(—o0,b] falls f(b) =c

(—o0,b) sonst

FH(=00,d]) = {

Es sind beide Inklusionen zu beweisen:
,»C7 Sel xg € f_l((—OO,C]), d.h. f(l'O) <c

(a) Angenommen f(b) = ¢ und zp > b. Da f monoton wachsend ist, gilt dann
¢ > f(xg) > f(b). Nach Konstruktion von b bedeutet dies jedoch xy < b und es
folgt der gewiinschte Widerspruch.

(b) Angenommen f(b) > ¢ und zy > b. Da f monoton wichst, folgt ¢ > f(zg) >
f(b) > ¢ und damit der gewiinschte Widerspruch.

”
773

(a) Sei f(b) = cund zp € (—o0,b]. Da f monoton wichst, gilt f(z¢) < f(b) = c.

(b) Sei f(b) > ¢ und xy € (—00,b). Angenommen f(zg) > c. Da f monoton wéchst,
gilt fiir alle x > xo, dass ¢ < f(z9) < f(x). Dann ist jedoch b = sup{x €
R| f(z) < ¢} <xp < bund es ergibt sich der gewiinschte Widerspruch.

Somit ist das Urbild f~!((—o0,c]) fiir jedes ¢ € R messbar. Nach einem Satz aus
der Vorlesung ist dies jedoch #quivalent zur Messbbarkeit von f, jede monotone
Funktion ist also messbar. B

2. Sei z € R ein Element der angesprochenen Nullmenge, d.h. f(z) # g(x). Betrach-

te fir n € N die Folge der offene Intervalle I,,(z) := (z — 2,2 4+ 1). Dann muss
es fir jedes n € N ein z, € I,(x) geben, mit f(z,) = g(x,), denn sonst wire
I(z) C {x € R| f(x) # g(x)} und Letzteres damit keine Nullmenge mehr. Nun gilt
aber lim,, oo ¥, = z, denn |z — z,| < % Wegen der Stetigkeit von f und g folgt

f(@) = limpy— oo fxn) = limy—00 g(zy) = g(2), d.h. f(z) = g(z) fir allex € R. W

Aufgabe 16: Sei f : [0,1] — R stetig. Definiere Funktionen p,, : [0,1] — R durch

pae) = 3 (1)ara-ars (2).

k=0

1. Zeige, dass speziell fir f(x) =1, f(z) =z und f(x) = (1 — z) die zugehdrige Folge
(Pn)nen gleichmaflig gegen f konvergiert, beachte x € [0,1].



2. Beweise fir x € [0,1] die Gleichung

50 (2 b

n 2
n\ k n—k k 1
< 1— (z-5) <=
0< <k>:p ( x) (x n) <

k=0

und folgere

3. Zeige, dass die Folge (pn)nen gleichmiflig gegen f konvergiert. Teil 1 und 2 diirfen
benutzt werden. !

LOSUNG:
1. (a) Fiir die Funktion f:[0,1] — R,z + 1 gilt

pa(z) =)
k=

0

(k>rk<1 —a) = @+ (- a)" = 1,

d.h. p, = f fiir alle n € N und es folgt insbesondere die glm. Konvergenz. B
(b) Fiir die Funktion f =id: [0,1] — R,z > z gilt

(k) (1 —z)"

k- n! k n—k _ n—1 k—1,4 _ - n—k
Rt ) —Zl(k1>” (1)

k

n—1
e 3 (n . 1) A2 = @t (1-2)" T =

k=0

SRS

pn(z) =

M= T1M-

ol
Il

1

d.h. p, = f fiir alle n € N und es folgt insbesondere die glm. Konvergenz. B
(c) Fiir die Funktion f:[0,1] —» R,z — z(1 — z) gilt

hE

& k(n—k) ! o
N n2-k!(nfk)!xk(1_x) '
k=1
n—1 2)

_ = (n— -1 n—k—1
= m(l_‘”)kzzl(kq)!(nfkq)!”k (1 —2)"™"

= (1—71L)~x(1—$):z_§(n;2>mk(1—x)"_2_k = (1—%)%(1—1‘)-

Hier ist ||f — pnlloc < L und es folgt wiederum die glm. Konvergenz.

'Es folgt, dass der Raum P([a,b]) aller Polynomfunktionen p : [a,b] — R dicht in dem vollstindigen
Raum C(]a,b]) aller stetigen Funktionen f : [a,b] — R liegt, wenn wir die C([a, b]) als normierten Vektor-
raum mit der Supremumsnorm || - ||oc betrachten. Dabei heifit eine Teilmenge A C X eines topologischen

Raumes X dicht, falls A = X gilt. Ein vollstdndiger normierter Vektorraum heif3t auch Banachraum.



k=0 k=0 k=0
Binile 'I‘eilzl.b)z
n n
kEn—k)(n -
2 2 k n—k k n—k
= z°—2z" — 2 (k>x (1-2) —|—Z< )x (1-2x)
k=0 k=0

_ x—m2—<1—%)x(1—m) _ %x(l—m).

Alle Summanden sind wegen 0 < x < 1 nicht-negativ und daher

" (n k> 1 1
< k _ n—k _ K —— _ < =
O_kz_o<k>m 1—-=x) (x n) nx(l z) < i

denn die (glatte) Funktion f : [0,1] — R,z + x(1 —z) hat Ableitung f'(z) =1 -2z
und somit ein Minimum an der Stelle 1, denn f”(z) = —2 < 0. Wegen f(1) = %

folgt die Behauptung. B

3. Sei € > 0. Nach Voraussetzung ist f : [0,1] — R stetig und daher auch schon glm.
stetig, weil [0,1] kompakt ist. Also gibt es § > 0, so dass fir |x — y| < ¢ folgt
|f(z)— f(y)| < e. AuBerdem ist |f| beschrinkt durch eine Konstante ¢, weil f stetig
ist. Sei nun x € [0, 1] fest gewihlt. Dann gilt

1£(2) - pn(@)
e z -1 (%) \ A <’;> (1 — 2y

f(x)f(:)‘(Z)rrk(lx)”“r )

k
f@) = f <E>

. <l€> 1 —z)" "

0<k<n « ) 0<k<n
k k
le—l<é glm. Stet. le—31 246 A-Ungl.
< € < 2
k2
ny g n—k (z=3)" (n\ & n—k
< € (1 —x + 2c - o z°(l—x
< > (M)eta-w ) Sl (M)t - )
0<k<n 0<k<n ~——
le—E| <5 —E > >1

IN
)
R
/-~
> 3
~_
)
e
—~
—
|
S
N
i
>
+
Q’)‘[\J
[SIe)
e
i <
/N
)
|
3|
~——
V]
N
> 3
~_
8
>
—~
—
|
8
N
i
>

< _— <
- et 2né2

fir alle n > N > 555. Da N unabhéngig von z ist, folgt die Behauptung. B
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Aufgabe 17: Sei f : M — R messbar und F € LY(M) mit |f(x)] < F(x) fast tiberall.
Zeige, dass auch f Lebesque-integrierbar ist.

LOsunG: Da f messbar ist, gibt es nach Definition eine Folge von (nicht notwendig inte-
grierbaren) einfachen Funktionen (gi)ren, die gleichméBig gegen f konvergiert, etwa

(o)
Zc Xk (@ wobei M = | | MF mit Mf 0 M} = fir i # .
i=1 i=1

Da F' integrierbar ist, gibt es nach Definition eine Folge (G});en von integrierbaren einfa-
chen Funktionen, die gleichméfig gegen F' konvergiert, etwa

o0 (o)
= ZCJI- Xagr(x)  wobei M = | M} mit M* 0 MJF =0 fiir i # 5.

j=1
Die Voraussetzung impliziert
lim Gy(z) = F(z) > |f(2)] = | lim g(a)] " = lim [gi (o)
l—o0 k—o0 00

und daher folgt mit dem grofien Umordnungssatz (A3) fiir k mit |gx(z)| < Gi(z) + ¢

o o0
k
7] 1 ,]:1 :

Also sind nach Definition auch tatsichlich fast alle g integrierbar. l

Aufgabe 18: Sei M C R™ Lebesgue-messbar und f : M — R eine nicht-negative Funktion.
Zeige: f ist genau dann Lebegue-integrierbar , wenn

My :={(r,z) e M xR|0<z< f(z)} CR"

Lebesgue-messbar ist. In diesem Fall gilt

/ fdﬂn = :un+1(Mf)a
M

wobei pin11 das (n + 1)-dimensionale Lebesgue-Maf bezeichnet.?

LOsuNnG: Wir bemerken zunéchst, dass Mk MnNf~ ([]2— zj—k)) messbar ist. Fiir die
Funktionenfolge (gx)ken gilt:

2Hinweis: Zeige, dass durch

() = Jg;kl fir v € MF == {z € M| jz;k.lgf(x)< ;7}
0 sonst

ein Folge nicht-negativer einfacher Funktionen gp : M — R definiert wird, die monoton wéchst und
gleichmifig gegen f konvergiert.

Auflerdem darf benutzt werden: Fiir ein beschrianktes Intervall J C R und eine Menge M C R" ist M x J
genau dann messbar, wenn M messbar ist, und in diesem Fall gilt pn1(M X J) = pn(M) - p1(J).



1. (gk)ken ist eine Folge nicht-negativer einfacher Funktionen mit g < f.

2. (gr)ren konvergiert gleichméBig gegen f, denn unabhéngig von j und damit un-
abhéngig von x gilt |gr(z) — f(2)| < 2% — 0 fiir k — oo.

3. Fiir jedes j und z € Mf ist nach Konstruktion % < f(z) < 2,3% und daher
x € ijtll oder = € MZTH, was grt1(x) > gi—ﬁ = gr(z) impliziert, d.h. die Folge

(gk)ken ist monoton wachsend.

,,=" Falls f € LY(M), ist nach A17 unter Verwendung von 1 auch gx € £' und es gilt
(mit der Notation aus der Losung von A17) fiir jedes feste k € N, dass

o) o
Hinwei,
/M Grdpn = E C?NH(M]]C) = E 'unJrl(]Mg]‘C x [0, C?)) = pnt1(Mg,) ().
j=1 j=1

Aus 3 folgt My, C My, C ... und zusammen mit 2 die Gleichung My = (J;2; My,
(insbesondere ist My messbar) und weiter

tetig . ®) Def.
pnt (M) " =08 lim g (M) Y lim / grdp = / fdp.
k—o0 k—oo Jr M
,,<" Sei My messbar. Definiere fiir k € Nund c € R

1 1
My ={(z,2) e My|c<z<c+ %} =M;N(M x[c,c+ ED
Es ist M}, aufgrund der Voraussetzungen und wegen des Hinweises messbar. Dann ist aber
auch

Cr = {(z,k(z — ¢) + ¢) e R" | (z,2) € My}
messbar und es gilt

o0

UCk={zeM| f@)>c}xcct1].

k=1
,,C” Ist némlich (z,2) € Cf, so bedeutet dies z = k(z' — ¢) + ¢ fiir ein 2’ € My, d.h.
insbesondere ¢ < 2/ < C—|—% und daher ¢ = k(c —¢)+¢ < z < k(e + % —c¢)+c=c+1.
Andererseits ist f(x) > z > ¢, so dass die erste Inklusion folgt.
,,D” Sei umgekehrt (z, z) gegeben mit f(z) > cund ¢ < z < ¢+ 1. Wegen f(x) > ¢ kbnnen
wir ein k € N wihlen mit f(z) > 2:¢ + c. Definiere 2’ := 2% 4 ¢ € [¢,c + £]. Dann gilt
(z,2") € M, und daher (z,2) € Cj.
Da die abzihlbare Vereinigung der Cj wieder messbar ist, folgt mit dem Hinweis insbe-
sondere die Messbarkeit von {z € M | f(z) > 0} und damit die Messbarkeit von f wegen
der Aussage in A13.
Fiir die Folge (gk)ken gilt wiederum

o0

o0
Hinwei
Zcfun(M]k) = ZunH(M]k X [Oacf)) = tin+1(Mg,) < pn(My),
j=1 i=1

denn wegen 3 ist M,, C My fiir alle k € N. Das bedeutet aber nach Definition, dass die
gi integrierbar sind. Wegen 2 ist dann auch f integrierbar. B



Aufgabe 19: Beweise: Jede Riemann-integrierbare Funktion f : [a,b] — R ist Lebesgue-
integrierbar und es gilt

b
/ f@de= [ f@)du(a),
a [a,b]

wobei die linke Seite der Gleichung das Riemann-Integral und die rechte Seite das Lebesgue-
Integral bezeichnet.

LOsuNG: Sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar, d.h es gibt eine aufsteigende Folge von
Treppenfunktionen (p,),en und eine absteigende Folge von Treppenfunktionen (¢,)nen
mit ¢, < f <, fiir alle n € N, so dass es zu € > 0 ein N € N gibt mit

nh—{{olo W}n(x) - f(x)’ < nh_{go W}n(x) - QOn(l')‘ =0

fiir alle n > N und alle z € [a,b], da nach Voraussetzung Oberintegral und Unterinte-
gral iibereinstimmen. Treppenfunktionen sind einfache Funktionen der Form > . ;¢ -
Xai,p;) und daher insbesondere Lebesgue-integrierbar. Also ist f gleichméBiger Limes
von Lebesgue-integrierbaren einfachen Funktionen und daher nach Definition Lebesgue-
integrierbar. Es gilt

fdu Def. f e:zzl([a,b]) lim ondys
[a,b] =00 Jla,b]

T

nh_)n;@ch - pu([ag, bi])

=1
T
lim E C; - (bl - ai)
n—00
i=1
b

lim ¥n ($) dx

n—oo

f Riemann-int. sup { fab o(z)dz | ¢ < f Treppenfunktion}
B inf {ffqﬁ(x)dzn | ¥ > f Treppenfunktion}

= /ab f(x)dx

und damit die Behauptung. B

Def. ¢n € £1([a,b])
Def. p

Def. ¢ Riemann-int.

Aufgabe 20: Zeige anhand eines Beispiels, dass im Satz iiber die majorisierte Konvergenz
die Bedingung der Majorisierung nicht weggelassen werden kann.

LOSUNG: Definiere

2n’x falls 0 < x < %
foi[0,1] =R, 2 2n(1—nz) falls - <a <1,
0 sonst

Es ist f, fiir jedes n € N stetig und daher insbesondere Riemann-integrierbar. Ange-
nommen, der Satz iiber die majorisierte Konvergenz gilt auch ohne die Bedingung der
Majorisierung. Dann gilt

1 1
= lim [ fu(x)dz ™ lim Fodp 2 / lim fody = / 10dz = 0
0 s 0

2 n—00 n—o0 J[o,1]



und wir erhalten den gewiinschten Widerspruch. B
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Aufgabe 21: Berechne das Lebesgue-Maf$ der Menge
M= {(z,y,2) eR®| 0 < z < e @H¥)Y,

LOsuNG: Betrachte fiir » > 0 zunéchst die Funktion f, : B.(0) — R, (z,y) — e_("”‘2+y2)
Dann ist f, als stetige Funktion auf der kompakten Menge B,.(0) := {(z,y) € R? | 22+y? <
r2} Lebesgue-integrierbar. Fiir k € N und j < k sei

._12 .2
M]k = {(:p,y) € B,(0) | G ’ ) r2<a? 42 < j’l“Q}

Dann gilt pa(M ]’-“ N MF) = 0 fiir i # j, wir definieren einfache Funktionen
2
gk (z,y) = k = 12" , falls (z,y) € M]k
Es gilt g, € L£(B,(0)) fiir alle k und (gx) konvergiert gleichmifig gegen f. Wegen

-2

IMQ(Mk)—ﬂ'LTZ—TF(jil) 2 _ (2 _1) 2

J L2 L2 L2
folgt
[, =2 I I
grap = - po(Mj) = - = e k2 .-
B, (0) ¥ = k kEk = k
=3 :?f2

Die Funktionen fi(t) := 2te™* und fo(t) := %" sind auf [0, 7] Riemann-integrierbar und
daher konvergieren die Summen 37 und s fiir £ — oo gegen den Wert der entsprechenden
Integrale. Es gilt

2

T T
/ oAe~dt = / e Sds=1—eT"
0 0

sowie i
.2 r 2 2
Ze_ljpﬂz < / e dt = lim e_iﬁﬁ% =0.
- k 0 k—o00 4 k
7=1 7j=1
Dies impliziert
.2
ps(My, ) =/ frdp = lim gedp =m-(L—e").
B:(0) k=02/B,.(0)

Nun ist (M}, ) ein aufsteigende Folge von Mengen mit | J, .y My, = M. Die Stetigkeit des
Lebesgue-Mafles impliziert

ps(M) = lim p3(My,) = lim 7(1—exp—n?) = .



Alternativer Beweis: Betrachte fiir z > 0 und |y| < —Inz
F(y) :=y-v/—In(2) —y? — In(2) - arctan S —
—In(z) —y?

Dann gilt

Pl) = VRGP s

_ —2_ _ y(=2)
_ . : — =
1+ 5= In(z) —y
1 S22 1 2 a2
nz) —y ;j + n(z) —y +2y = 2v/—-In(z) —y%

“In(z) —y “In(z) —y

M ist in z-Richtung auf [0, 1] beschrankt. Fir z € [0, 1] sei

M(z) == {(z,y) € R? | e *+¥") > 21,

Es ist M(2) in y-Richtung beschrinkt auf [—+/—In (z), /—In ()], denn
e @) s 2 o @2+ )>In(z) e’ < —In(z) —y? e |z] < V/—In(z) — 2
Insbesondere also |y?| < —1In (z). Setze fiir y € (—+/In (2),1/In (2))

M(z)(y) :={x eR| e > zeyQ}

= mM()(y) = 2¢v-In(z) —y?

2'/0 _ln(Z)Z-\/—ln(z)—y2dy = —2-In(2)-

o 1
Ca\g}llerl uz(M) = _W,/O]n(z)dz = [—Tr(zln(z)—z)}(l) = .

Ca\g;ieri ,LLQ(M(Z)) _

oy

Aufgabe 22: Berechne das Lebesgue-Maf$ der Menge

M = {(z,y,2) ER® |0 <y <sinz,0 <z < E(1—2:),0§z§1}.

- 2
Zeichne eine Skizze von M.
LOSUNG: Fiir festes z sei
M(2) == {(a,y) | 0 <y < sinz,0 Sz < Z(1 - 2)}

sowie fiir zusétzlich festes  mit (z,y) € M (z)

M(z)(xz):={yeR|0<y<sinz} = wu(M(z)(x))=sinz.



Mit dem Prinzip von Cavalieri gilt (da M in z-Richtung auf [0, 1] und M (z) in z-Richtung
auf [0, 5 (1 — z)] beschrénkt ist) unter Verwendung von Aufgabe 17

1 1 5(1-2)
) = [Cworene < f (/0 m(M(z)(z))drfc) @z

1 $(1-2) 1 -
= /0 (/0 smxdm) dz = /0 (1 - COS(E - 52)) dz

1 9 [—%
=1 —/ sin (—Ez)dz = 1- / ’ sin(z)dz
0 2 7™ Jo
2
20— cos (7)) :

Aufgabe 23: Sei T' der Rotationskdrper, welcher durch Rotation der Menge

{(x,0,2) e R®| (x —2)® + 22 < 1}
um die z-Achse entsteht. Berechne das Lebesgue-Maj$ von T'. (Ein solcher Rotationskérper
heifst Torus.) Zeichne eine Skizze von T

LOSuNG: T ist in z-Richtung auf das Intervall [—1, 1] beschrénkt. Fiir festes z € [—1,1]
sei wieder

M(2) := {(z,y) € R?*| (z,y,2) € T}.
Dann gilt

M(z) = {(z,y) eR?* | 2= V122 <2? + 92 <2+ /1 22},

d.h. M(z) ist ein Kreisring mit

pa(M(2)=7-(2+V1—22)2—7-(2—-V1—-22)2=8r1-1-22

Das Prinzp von Cavalieri liefert nun

1 1 -
p3(T) = / p2(M(2))dz = 8 /_1 V1—22dz=8r- 5= 42,

-1

(Substituiere z durch die Sinusfunktion und integriere anschliefend partiell.) B

Aufgabe 23: Sei M C R" Lebesgue-messbar und p € LY(M). Sei weiter U C R™ offen
mit 0 < dist(U, M) :=inf {||lx —y|| | x € M,y € U}. Zeige, dass

p(x)
F:U—-R, y~— —————du(x)
o e = yl"=2
eine zweimal partiell differenzierbare Funktion ist, welche die sogenannte Laplace’sche
Differentialgleichung
0% f 0% f
=—+4+...+—==0
o2 TV a2

erfillt. (A heifst Laplace’scher-Differentialoperator. )

AF



LOsuNG: Die Funktion

p(z)

fMxU—R, (z,y)r—»—r—
A P

ist wegen U N M = () wohldefiniert und induziert fiir jedes feste € M eine unendlich oft
partiell differenzierbare Funktion

fz:U—R, yHLx)H.
Iz =yl

Wir erhalten 9
LTi — Yi
ayif (y) = p(x) - ( ) =yl

Wegen |z; — y;| < ||z — y|| sind die partiellen Ableitungen erster Ordnung durch die
Lebesgue-integrierbare Funktion (U M)" —1—<——p(x) majorisiert. Nach einem Satz aus der

dis
Vorlesung (Barner-Flohr S. 287 ff.) ist F' zunéichst partiell differenzierbar mit

o B)
8%1?(2/) = /M ayif(x’y)d“(x)'

Fiir die zweiten partiellen Ableitungen ergibt sich

o2 — A i Ly — Yi
Syyoy =) = @) (n=2) a%-(wvy|n>

n(xi—yi)Q .
= p(iﬂ) . (n - 2) . (”I yl|m + ||z7yHn+2> falls 1 = j

n(xi—y:)(x;—y;) ; -
W falls 4 # Vi
Wie zuvor ergibt sich die Majorisierung der zweiten partiellen Ableitungen durch die
Lebesgue-integrierbare Funktion % p(z). Also wird auch 8y durch eine Lebesgue-
integrierbare Funktion majorisiert und ist daher nach demselben Satz zweimal partiell

differenzierbar. Es gilt

82
;0" (v) = /M 99,00, fe(y)du(@).

Weiterhin gilt AF = 0, denn

ZL%m@ﬁw@wm—m( n +”Zi“*””):o

|z =yl |z —y|n+2

=0

und es folgt die Behauptung. B
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Aufgabe 25: Zeige, dass es eine eindeutige stetig differenzierbare Funktion ¢ : R — R,
welche die Differentialgleichung

2 olt) = ~tl)
mit so genannter Anfangsbedingung ¢(0) =1 fiir alle t € R erfiillt.
Losuna: Die Existenz wird durch die Funktion
p:R—R, trs e 2t
gezeigt. Ist nun ¥ : R — R eine weitere Losung der Differentialgleichung, so folgt wegen

) (wu))mot:.regele 2 BU(E) — (—te 2 )(t) _ HU() = (—t()) vor

= :. 07
ot (e %t2)2 o3t

e_%ﬁ

dass die Quotientenfunktionen (t)/ e~ 2" konstant sein muss. Wegen der Anfangsbedin-
gung 1(0) = 1 ist sie konstant 1, d.h. ¥(t) = e~2¢2 fiir alle t € R. W

Aufgabe 26: Berechne die Fourier-Transformierte der Funktion

1,2
fR>R, z—e 27

LOSUNG: Fiir festes ¢ € R ist die Funktion
2 —ixt

1
g:R—-C, z—e2%e

als stetige durch 1 beschrinkte Funktion auf einer offenen Menge Lebesgue-integrierbar,
und weiterhin ist fiir alle z € R die Funktion

_lz2
gz ' R— R, tre 2% gt

differenzierbar mit stetiger auf R beschrinkter, d.h. Lebesgue-integrierbarer Ableitung

d
agx(t) = —ize 2%e

—ixt

Dann gilt fiir die Fourier-Transformierte G von f, dass

a9 Def. O [ 1 —1a? _imt

Satz 1 0 122 _ix

Part. Int. -1 a? zzt / —La?. 0 L\ —imt

= - 3T — [ e 2% i(—it)e " du(x >
r( T L ()

i

— [ et = e o=



Aufgabe 27: Sei
D? .= {(x,y) e R? | 2® + 4 < 2}.

/ el edu(z)
D2

genau dann endlich ist, wenn o+ 2 > 0 gilt und berechne in diesem Fall den Wert des
Integrals.

Zeige fir o € R, dass

LOSUNG: ,,=" Sei [} [|2]|*du(z) endlich, d.h. f(z,y) := (224y?)? ist Lebesgue-integrierbar.
Durch Polarkoordinaten ist ein Diffeomorphismus

P:(0,1) x (0,2m) — Inn(D) \ ((=1,1) x{0}), (r,¢) — (rcosep,rsing)

gegeben.? Da Inn(D) \ (—1,1) x {0} sich von D nur um die Nullmenge dD? U ((—1,1) x
{0}) = ST U ((—1,1) x {0}) unterscheidet, folgt aus der MaBtransformationsformel

[ lalrdue) = [ Jall*du(z)
D Inn(D)\((—1,1)x{0})
MTF ) o
o r - [ cos o, sin ) [*dia(ip, )
(0,1)x(0,2m)
Fubini 1 27 (e
wom / r (\/7“2 cos? p + 12 sin? <p> dy dr
o Jo
1 27
= / r-r%dp
o Jo
1
= / 2mrtidr
0
= lim /27Tr0‘+1d7‘
e—0 c
1 nicht definiert fallsa+2=0
_ : a+2 _ .
= g%[a+22ﬂr L = 2oo falls a +2 < 0
Q—L falls o +2 >0

;<" Ist umgekehrt 42 > 0, so zeigt dieselbe Rechnung, dass das Integral [, ||z]|*du(x)
endlich ist. W

Aufgabe 28: Zeige mit einem Konvergenzsatz aus der Vorlesung, dass die Riemann’sche
Zetafunktion

o0
¢:(1,00) = R, SHZR_S
n=1

stetig ist.

3Denn rcos = ' cos ¢’ und rsing = ' sing’ = (rcos@)? = (1’ cosp’)? und (rsinp)? = (' sin’)?
= 7% = r2(cos’ (p) + sin? (p)) = r"?(cos? (¢’) + sin® (¢')) = '*, d.h. wegen r,7’ > 0 folgt r =+’
Dividiere beide Gleichungen durch r = 7’. Betrachte cos¢p = cos¢’. Falls ¢ = =, gilt auch ¢’ = .
Andernfalls gilt ohne Einschrinkung ¢ € (0,7) und ¢’ € (m,27). Wegen sin ¢ = sin ¢’ muss aber dann
@ = ¢’ gelten, denn sin |(g ) > 0 und sin |(x 2.) < 0. Daraus folgt die Injektivitit.

Ist nun (z,y) € Inn(D) \ ((—1,1) x {0}) gegeben, definiere r := /2 + y2. Es gilt » > 0, denn (0,0) ¢
Inn(D) \ ((—1,1) x {0}). Setze ¢ := dsgn(y),—17™+arccos (x/r). Dann gilt ¢ € (0,27) und P((r,¢)) = (z,y).
Daraus folgt die Surjektivitét.

Die Funktionaldeterminante von P berechnet sich zu r # 0, d.h. P ist lokaler Diffeomorphismus.



LOSUNG: Definiere
gk - [L OO) X (1700) - Ra (1’, 8) = LxJ I l[l,k—i—l)(x)v

wobei |z] € Ny den ganzzahligen Anteil von = € (0, 00) bezeichnet. Fiir festes s ist (gx) ist
eine monoton wachsende Folge Lebesgue-integrierbarer Funktionen, die punktweise gegen

g:[l,00) x (1,00) = R, (z,s)— [z]°.
Nach dem Satz iiber monotone Konvergenz oder auch nach dem Satz {iber majorisierte
Konvergenz oder direktes Nachrechnen ist g Lebesgue-integrierbar und es gilt

k

- n? = s) = Z,s x).
/[1700) v 5)dp() = 3 ((s) /[1,oo>g( s)du(2)

n=1

Sei nun s > 1, und (s,,) eine beliebige Folge mit s,, — s fiir m — oo. Dann gibt es £ > 0
mit s —e > 1 und es gibt mg € N mit s,, € (s — ¢,s + ¢) fiir alle m > my.
Sei m > myg. Durch (g(+, s;,)) ist eine Folge integrierbarer Funktionen gegeben, die wegen

m g, sn) = lm lim g(@,s,) 2% lim gu(a,s) = g(a, 5)
m—oo m—oo k—o00 k—oo

punktweise fiir jedes x gegen ¢(-, s) konvergiert, und wegen
9(x,sm) = |z] 77" < [2]77° = g(x, s —€)

wird sie durch die Lebesgue-integriebare Funktion g(-, s — ) majorisiert. Es folgt

lim ((sm) = lim g(, sm)dp(a) T / g(x, s)du(z) = ((s)

m—ee m=e0 J1,00) [1,00)

und damit die Stetigkeit von ¢ mit dem Folgenkriterium. H
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Aufgabe 30: Es sei f : U — V ein Diffeomorphismus von offenen Teilmengen des R™.
Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

1. Eine Teilmenge A C U ist genau dann messbar, wenn f(A) C V messbar ist; und
fiir allen messbaren Teilmengen A C U gilt p(A) = p(f(A)).

2. Fiir den Betrag der Funktionaldeterminante gilt |J,(f)| =1 fiir alle x € U.

LosuNaG: ,,=" Nach der Mafittransformationsformel gilt

/ det Z(P)] duta) "2 [ dta) = F0) "2 () [ (o),
A f(A) A



d.h. [J,f] = 1 fiir fast alle z. Nun sind 1 und |J, f| stetig, und es folgt |J,f| = 1 fiir alle
x € U nach Aufgabe 15, Teil 2.
<" Falls [, |Jofldu(z) = [, du(x) existiert, folgt mit der MaBttransformationsformel

n(A) = u(f(A)). W
Aufgabe 32: Sei U C R" offen, n < m und f : U — R™ eine glatte Abbildung. Zeige,
dass f micht surjektiv ist.

Losunag: Nach dem Lemma von Sard ist die Menge

{f(z) | Rang D, f <m}

der singuldren Werte eine Nullmenge in R™. Da D, f : R — R™ eine lineare Abbildung
ist, folgt Rang D, f < n < m, d.h. f(x) ist singulédrer Wert fiir alle x € U. Das bedeutet,

dass
Bild f C {singulidre Werte}

ebenfalls eine Nullmenge sein muss. Insbesondere folgt Bild f # R™, d.h. f kann nicht
surjektiv sein. H.



